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Vážené a milé kolegyně, vážení a milí kolegové, 
 

čtvrtstoletí máme za sebou - pětadvacátý ročník mezinárodního semináře Moderní 

matematické metody v inženýrství proběhl podle tradice: Konal se jako vždy koncem května a 

začátkem června, tentokrát od 30. května do 1. června, na obvyklém místě - v Horní Lomné  

u Jablunkova. Organizaci semináře zajistila již tradičně ostravská pobočka Jednoty českých 

matematiků a fyziků a Katedra matematiky a deskriptivní geometrie VŠB - TU Ostrava. Ani 

programový a organizační výbor nedoznal velkých změn. Do Horského hotelu Excelsior přijelo  

48 účastníků, z toho 16 zahraničních (12 z Polska, 2 ze Slovenska, po jednom z Norska a 

Německa).  Mezi účastníky byli opět v menšině ti dříve narození. Organizátoři věří, že již brzy 

převezmou organizaci semináře na svá bedra mladí pedagogové a vědci.  

 Pan doc. RNDr. Jindřich Bečvář, CSc. z Matematicko–fyzikální fakulty Univerzity Karlovy 

v Praze věnoval letos dvě plenární přednášky matematice ve starém Egyptě. Třetí plenární 

přednášku přednesl host z Johannes Gutenberg-Universität Mainz v Německu, a to Dr. rer. 

nat. Martina Schneider na téma André Weil, Historiography, and the Bellah affair. 

Bylo předneseno celkem 23 referátů a komentováno 13 posterů. Odborně zaměřené 

příspěvky se týkaly matematického modelování, simulace, kódování, statistiky a aplikací 

matematiky v celé řadě odvětví. Metodicky zaměřené příspěvky seznamovaly s analýzou 

náročnosti studia matematiky, přijímacími testy nebo úrovní znalostí studentů technických 

vysokých škol.  

Tradiční součástí semináře se stal workshop GeoGebra, jehož pokračování se proto 

předpokládá i v dalších ročnících. Nově byl zařazen workshop z historie matematiky. V kuloárech 

pokračoval rovněž kulatý stůl na téma Výuka matematiky na technických vysokých školách  

s výměnou názorů na obsah a rozsah vysokoškolské matematiky, úroveň vstupních znalostí 

studentů a jejich pracovní morálku. Živě se vyměňovaly zkušenosti s metodikou výuky. Diskuse 

se také zabývala stále aktuálními tématy - plošným testováním na základních školách a obsahem 

státní maturitní zkoušky z matematiky. 

Výstupem ze semináře je sborník na CD. Příspěvky byly dodány ve formě camera ready, 

neprošly tedy odbornou ani jazykovou úpravou.  
 

Listopad 2016   Za organizační a programový výbor     Jarmila Doležalová. 
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The use of cluster analysis for grouping the EU 
member states in terms of the economic and 

environmental situation  
 

Anna Bluszcz 

Department of Mining Management and Safety Engineering, Faculty of Mining 
and Geology, Silesian University of Technology, Akademicka 2A St., 42 – 100 

Gliwice, Poland 
E-mail: anna.bluszcz@polsl.pl 

 
Abstract: The article presents the use of the method of hierarchical cluster analysis in 
order to group the EU member states into sets homogeneous in terms of their economic 
and environmental situation. The analysis used the Eurostat data in the following 
diagnostic variables: labour productivity (EU-27=100); debt of the general government 
sector in % GDP; GDP per capita at purchasing power parity (current prices) EU-28 = 
100; greenhouse gas emissions (1990=100); total production of primary energy per 
capita in TOE. Collected data have been standardised, and the grouping was done by 
two methods: unweighted pair-group method using the centroid average and Ward. The 
results were presented in the form of dendrograms, based on which 6 and 8 homogenous 
groups were selected. 

 
Introduction 

The aim of the cluster analysis is to extract the given objects from the set, which would be 

similar to each other, and combining them into groups. As a result of this analysis, from one 

heterogeneous set of data we get a group of several homogenous sets. Objects in the same set 

are considered to be “similar to each other”, objects from different sets are treated as 

“dissimilar” [1].  

Cluster analysis techniques include several different algorithms, which can be broadly 

divided into hierarchical and non-hierarchical methods. The agglomeration method is the 

hierarchical method of cluster analysis. The agglomeration algorithm is used for grouping 

objects into growing sets (clusters) using a measure of similarity or distance [2]. 

The agglomeration methods lead to the creation of the connection tree (i.e. dendrogram), 

which is the graphical illustration of the way and the hierarchy of connecting the objects due to 

the decreasing similarity between the objects included to the tree in the next stages and the 

objects previously included in the tree. The hierarchy of these connections allows you to 

determine the mutual position of the objects and groups of objects created on the next stages of 

the tree creation. The groups of similar objects create separate branches on this hierarchical tree. 

The tree hierarchy of the set of subjected O objects is defined as the ordered two <O;V>, where 

V is the matrix, which elements include the values of ultra-metrics between objects. The values 

of ultra-metrics indicate the distance, on which two objects meet on the connection tree. The 
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starting point of the agglomeration methods is the assumption that each object constitutes 

a separate, one-element group (Gr’ r=1,2, …,z). Then, in the next steps, the groups of objects 

which are the most similar due to the values of the described variables are connected. The 

measure of this similarity includes the distances between the groups of objects. In the first step 

the distances between the one-element groups of objects G1, …, Gz are the elements of the input 

matrixes of the D distance. Objects are treated as the spatial objects. In the D matrix we are 

looking for the smallest distance between these groups of objects [3]: 

 
{ } ';...,2,1',;...,,2,1';,...,2,1,min ''

'
' rrzrrninidd rrii

ii
rr ≠====   (1) 

where: 

drr’ – distance of the r-th from the r’-th group. 

 

The most similar objects are connected into one group, what causes the reduction of the 

initial group by one, starting the construction of the connection tree. Then the distances of the 

newly created group of objects are determined from all other groups of objects. These distances 

are placed into the D distance matrix into the spot of rows and columns corresponding to the 

objects (groups of objects) connected into one group. The procedure of connecting groups of 

objects is repeated until they create one group (that is one full connection tree has been created), 

i.e., n-1 times. After each stage of grouping the distance of the newly created group of objects is 

determined from the other groups of objects. These distances create a new matrix, which is 

current at the given stage of grouping, of distances with the increasingly smaller size (n-u) (n-u), 

where u – is the u stage of connection of the object groups. The general formula for determining 

the distances of the newly created group of objects Gr’’, by connecting the groups of objects Gr 

and Gr’, from other groups of objects Gr’’’, while creating the connection tree has the following 

form [3]: 

 
''''''''''''''''''''' rrrrrrrrrrrrrr dddddd −+++= γβαα     (2) 

 
where: 

γβαα ,,, 'rr - coefficients (parameters) of transformations different for various 

agglomeration methods. Specific agglomeration methods differ in methods of determining the 

distances between the objects. The most commonly used ones in practice include:  the method 

of the nearest neighbourhood (single linkage method), the method of the furthest neighbourhood 

(complete linkage), unweighted pair-group method using arithmetic averages, weighted pair-

group method using arithmetic averages, unweighted pair-group method using the centroid 

average, weighted pair-group method using the centroid average, Ward method.  
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Research methodology  

The present article used two methods, i.e., of unweighted pair-group method using the 

centroid average and Ward method, in order to group the EU member countries due to the 

economic and environmental situation. 

 

 

 

 

Fig. 1 Unweighted pair-group method   Fig. 2 Ward method 

 using the centroid average      

 

Unweighted pair-group method using the centroid average The distance between two groups in 
this method is defined as the distance between the centres of gravity of these groups [3]: 
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where: 

cici
d ' - distance of the centre of gravity from the r-th group from the centre of gravity of the r’-

th group. 
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In Ward method the distances between two groups of objects cannot be presented directly with 
the distances between the objects belonging to these groups. Two groups of objects while 
creating the tree of connections, at any stage, are connected into one group, so as to minimise 
the sum of squares of deviations of all objects from these two groups. This means that at any 
stage of connecting the groups of objects those groups are connected into one group, which as a 
result create the group of objects with the smallest diversification due to the variables describing 
them. The measure of this diversification is the ESS criterion (Error Sum of Squares) 
formulated by J.H. Ward (1963) with the form of [3]: 

( ) )4(, ''''''''''
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1''
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where: 
cii

d
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 - distance of the i’’-th object belonging to the newly created r’’-th group from the centre 

of gravity of this group. 
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In the method of Ward the parameters of transformations in (2) formula have the values: 
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The analysis results 
The article grouped the member countries due to the economic and environmental criteria, such 
as: 

• Labour productivity (EU-27=100);  

• Debt of the general government sector in % GDP;  

• GDP per capita at purchasing power parity (current prices) EU-28 = 100; 

Greenhouse gas emissions (1990=100);  

• Total production of primary energy per capita in TOE. 

 

In order to achieve comparability between data collected their normalization method of 
standardization was made according to the formula [4]: 

x

i
i S

xxz −
=

     (6)
 

where: x and Sx are respectively mean and standard deviation of the variable in experiment. 
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Standardised values of the data are presented in table 1 
 

Table 1 Standardised values of the data in 2012 

  

Labour 
productivity 
(EU-27=100) 

Debt of the 
general 
government 
sector in % 
GDP 

GDP per capita 
at purchasing 
power parity 
(current prices) 
EU-28 = 100 

Greenhouse gas 
emissions 
(1990=100) 

Total production 
of primary energy 
per capita in TOE 

France 0.805064 0.622685 0.248935 0.015471 0.375470 
Spain 0.538052 0.504078 -0.065691 1.369208 -0.717898 
Sweden 0.733610 -0.845778 0.684571 -0.089218 1.889363 
Germany 0.459077 0.362880 0.611965 -0.504364 -0.045056 
Finland 0.534292 -0.410887 0.418349 0.293439 1.384732 
Poland -0.797005 -0.354408 -0.743348 -0.038678 0.207259 
Italy 0.545574 1.661904 0.055319 0.246509 -0.886108 
United Kingdom 0.188305 0.580325 0.176329 -0.493534 0.207259 
Romania -1.643168 -0.854250 -1.154782 -1.370755 -0.129162 
Greece -0.108792 2.506270 -0.549732 0.762734 -0.549688 
Bulgaria -1.887616 -1.402099 -1.227388 -1.009759 0.039049 
Hungary -0.887263 0.328992 -0.743348 -0.767891 -0.381477 
Portugal -0.706748 1.580009 -0.525530 1.011822 -0.970214 
Croatia -0.529994 -0.357232 -0.888560 0.022691 -0.633793 
Austria 0.756174 0.165202 0.781379 0.690535 -0.045056 
Czech Republic -0.785723 -0.619861 -0.404519 -0.724572 1.216522 
Ireland 1.764049 1.390803 0.757177 0.625555 -1.054319 
Lithuania -0.781962 -0.780827 -0.622338 -1.594573 -0.970214 
Latvia -1.075299 -0.778003 -0.815954 -1.580133 -0.381477 
Slovakia -0.481104 -0.444775 -0.525530 -0.912290 -0.297372 
Estonia -0.932391 -1.647784 -0.646540 -1.323826 1.889363 
Denmark 0.647113 -0.642452 0.684571 -0.183077 1.552942 
Netherlands 0.511727 0.088955 0.708773 0.224849 1.973468 
Belgium 1.263872 0.893785 0.539359 -0.121707 -0.129162 
Slovenia -0.522472 -0.845778 -0.331913 0.629165 0.123154 
Cyprus -0.052382 0.521022 -0.138297 2.130911 -1.222529 
Luxembourg 2.546280 -1.311732 4.000248 0.423397 -1.138424 
Malta -0.101271 0.088955 -0.283509 2.268089 -1.306634 

 
 
As a result of agglomeration with the methods of unweighted pair-group method using the 
centroid average and Ward, the dendrograms were created, which are shown in figures 3 and 4. 
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Fig. 3 Dendrogram in the unweighted pair-group method using the centroid average  
 

 

 
 

Fig. 4 Dendrogram in the Ward method 
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On the basis of dendrograms presented in figures 3 and 4; 8 and 6 groups of homogenous 
countries were selected in terms of the level of economic development and the environmental 
situation, which was presented in table 2. 
 
Table 2 The results of grouping with the unweighted pair-group method using the centroid 
average and Ward method 

unweighted pair-group method using the 
centroid average 

Ward method 

Sweden I Sweden III 
Denmark Denmark 
Finland Finland 
Netherlands Netherlands 
Belgium II Spain II 
France Cyprus 
Germany Malta 
United Kingdom Greece 
Austria Portugal 
Romania III Romania V 
Bulgaria Bulgaria 
Slovakia Slovakia 
Lithuania Lithuania 
Latvia Latvia 
Hungary Hungary 
Poland Poland 
Croatia Croatia 
Slovenia Slovenia 
Czech Republic Belgium I 
Spain IV France 
Cyprus Germany 
Malta United Kingdom 
Greece V Austria 
Portugal Italy  
Italy Ireland 
Ireland VI Luxembourg IV 
Estonia VII Czech Republic VI 
Luxembourg VIII Estonia 
 

 

Summary and conclusions 

 
Agglomeration methods are a useful statistical tool to be used in comparative analyses. The 
present article has illustrated the grouping of the European Union member states due to the 
economic and environmental situation, as a result of what 8 or 6 groups of homogenous 
countries in these terms were obtained. The results of agglomeration with the method of 
unweighted pair-group method using the centroid average and Ward indicate certain differences 
of the analysis results, what means that the selection of the method affects the grouping of 
objects. In the Ward method, countries such as: Spain, Cyprus, Malta, Greece, Portugal 
constitute the II group, and Italy is part of the I group, while in the centres of gravity method 
these countries constitute two separate groups, i.e., Spain, Cyprus Malta – group IV; Greece, 
Portugal, Italy – group V. Moreover, in the Ward method the Czech Republic; Estonia were 
classified into group VI, while in the centres of gravity method Estonia is the only element of 
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group VII, and the Czech Republic is part of group III. However, the presented differences do 
not undermine the broad practical potential of these methods to be used in practice. 
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Abstract: The present article will illustrate the non-hierarchical cluster analysis method 
k-means, primarily differing from the agglomeration methods in that no cluster is a sub-
cluster of another cluster. Such a grouping is important for practical reasons, because it 
allows to get to know the structure of the studied objects, which in the present study are 
the EU member states, as well as it can constitute the introduction to the further 
multidimensional analyses. The k-means method was used for grouping of the EU 
member states according to five variables characterising their economic and 
environmental situation. 
 
Introduction 

The aim of the cluster analysis is to extract from the set of the given objects (in the present 

article these will be the EU member states) the groups of objects, which are similar to each 

other. As a result of this analysis, from one heterogeneous set of the studied objects we get a 

group of several homogenous subsets. Techniques of the cluster analysis include several various 

algorithms, which generally can be divided into hierarchical and non-hierarchical. 

The present article will present the non-hierarchical method of the cluster analysis k-

means, differing primarily from the agglomeration methods in that no cluster is a sub-cluster of 

another cluster.  

The starting point in this method is to determine the desired number of the groups of 

objects, which we want to create. Then, we determine the composition of individual groups. The 

composition of these groups can be determined, among others:  

- at random, 

- using the expert evaluations, 

- by using the arbitrarily selected variable, 

- assuming the grouping obtained by any taxonomic method, 

- ordering objects according to their distance from the centre of gravity of the various 

groups of objects. 

The optimisation methods seek to improve the goodness of the initial grouping of objects by 

optimising the grouping involving the moving of objects between groups. The optimisation of 

the grouping is done from the point of view of the defined criterion of the grouping goodness 

[1]. 
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The k-means algorithm using Statistica 

 
The analysis of the optimisation of grouping was conducted based on the data describing the 

economic and environmental situation of the member states. The data for the analysis are 

presented in table 1 and contains 5 diagnostic variables: labour productivity (EU-27=100); debt 

of the general government sector in % GDP; GDP per capita at purchasing power parity (current 

prices) EU-28 = 100; greenhouse gas emissions (1990=100); total production of primary energy 

per capita in TOE. 

 
Table 1 Diagnostic variables in 2012 

  

Labour 
productivity (EU-
27=100) 

Debt of the 
general 
government sector 
in % GDP 

GDP per capita 
at purchasing 
power parity  

Greenhouse gas 
emissions 
(1990=100) 

Total production 
of primary energy 
per capita in TOE 

France 116.1 90.2 108 88.9 2 
Spain 109 86 95 126.4 0.7 
Sweden 114.2 38.2 126 86 3.8 
Germany 106.9 81 123 74.5 1.5 
Finland 108.9 53.6 115 96.6 3.2 
Poland 73.5 55.6 67 87.4 1.8 
Italy 109.2 127 100 95.3 0.5 
United 
Kingdom 99.7 88.7 105 74.8 1.8 
Romania 51 37.9 50 50.5 1.4 
Greece 91.8 156.9 75 109.6 0.9 
Bulgaria 44.5 18.5 47 60.5 1.6 
Hungary 71.1 79.8 67 67.2 1.1 
Portugal 75.9 124.1 76 116.5 0.4 
Croatia 80.6 55.5 61 89.1 0.8 
Austria 114.8 74 130 107.6 1.5 
Czech Republic 73.8 46.2 81 68.4 3 
Ireland 141.6 117.4 129 105.8 0.3 
Lithuania 73.9 40.5 72 44.3 0.4 
Latvia 66.1 40.6 64 44.7 1.1 
Slovakia 81.9 52.4 76 63.2 1.2 
Estonia 69.9 9.8 71 51.8 3.8 
Denmark 111.9 45.4 126 83.4 3.4 
Netherlands 108.3 71.3 127 94.7 3.9 
Belgium 128.3 99.8 120 85.1 1.4 
Slovenia 80.8 38.2 84 105.9 1.7 
Cyprus 93.3 86.6 92 147.5 0.1 
Luxembourg 162.4 21.7 263 100.2 0.2 
Malta 92 71.3 86 151.3 0 
Source: http://ec.europa.eu/eurostat 
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Based on the hierarchical analysis with the Ward method 6 clusters were shown involving 

the countries similar in terms of the economic and environmental situation [3]. 

 

 
Fig.1 Cluster analysis using Statistica  

 

On this basis a decision was made to split the data set into 6 homogenous clusters. The 

results of the analysis are presented in the tables 2-7 with the distances from the clusters’ 

centres. 

 

Table 2 Cluster 1 
6 elements Distances from the clusters’ centres 

France 0.574290 
Germany 0.550193 
Austria 0.393716 
Ireland 0.661099 
Belgium 0.403122 
Luxembourg 1.624487 
 
Table 3 Cluster 2 
6 elements Distances from the clusters’ centres 

Poland 0.257652 
United Kingdom 0.583064 
Hungary 0.395906 
Croatia 0.319270 
Slovakia 0.323562 
Slovenia 0.515102 
 
Table 3 Cluster 3 
4 elements Distances from the clusters’ centres 

Romania 0.195604 
Bulgaria 0.417286 
Lithuania 0.418113 
Latvia 0.179524 
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Table 4 Cluster 4 
4 elements Distances from the clusters’ centres 

Sweden 0.215839 
Finland 0.201279 
Denmark 0.156743 
Netherlands 0.286639 
 
Table 5 Cluster 6 
2 elements Distances from the clusters’ centres 

Czech Republic 0.312132 
Estonia 3.312132 
 
Table 7 Cluster 8 
6 elements Distances from the clusters’ centres 

Spain 0.391978 
Italy 0.591428 
Greece 0.693226 
Portugal 0.418382 
Cyprus 0.485300 
Malta 0.663553 
 
Table 8 Average values of diagnostic variables for selected clusters 

 

Labour 
productivity 

(EU-27=100) 

Debt of the general 
government sector 

in % GDP 

GDP per capita 
at purchasing 
power parity 

(current prices) 
EU-28 = 100 

Greenhouse gas 
emissions 

(1990=100) 

Total 
production 
of primary 
energy per 
capita in 

TOE 

Cluster 1 128.4 80.7 145.5 93.7 1.2 
Cluster 2 81.3 61.7 76.7 81.3 1.4 
Cluster 3 58.9 34.4 58.3 50.0 1.1 
Cluster 4 110.8 52.1 123.5 90.2 3.6 
Cluster 5 71.9 28.0 76.0 60.1 3.4 
Cluster 6 95.2 108.7 87.3 124.4 0.4 

 

Based on the presented analysis six groups of homogenous countries were shown due to the 

economic and environmental situation characterised based on five variables.  

The most common elements in the first group are Austria and Belgium because their 

distances from the centres of clusters are the smallest. Most outstanding countries is 

Luxembourg because the greatest distance 1.62 from the cluster centres.  

In the first group, the countries are characterised by the highest labour productivity in the 

member states, with the average for this group of 128.4 and GDP per capita at purchasing power 

at the average level of 145.5. Poland has been classified into the second group, in which it has 

the smallest distance from the cluster focus. The most projecting – different country in this 

group is the United Kingdom with the distance at the level of 0.58. Due to the average level of 
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the GDP variable per capita at purchasing power the 2 group is at a similar level to group 5, 

which includes the Czech Republic and Estonia. 

The cluster 3 contains 4 countries, in which Latvia and Romania are characterised by the 

lowest distance from the cluster centre, i.e., 0.17 and 0.19, while Bulgaria and Lithuania have 

the greatest distance of 0.41. The 3 cluster is characterised by almost the lowest level of debt of 

the general government sector in % GDP with the group average of 34.4.  

The 4 cluster is characterised by the second place among the member states due to the level 

of the GDP variable per capita at purchasing power with the mean of 123.5 and the highest 

average level of the total production of primary energy per capita in TOE of 3.6. 

The 5 cluster contains two countries, the Czech Republic and Estonia, and it is 

characterised by the lowest average level of debt of the general government sector in % GDP of 

28. 

The 6 cluster contains six countries. The most projecting element in the group is Greece, 

with the distance from the cluster centre of 0.69. The group of these countries is characterised 

by the highest level of debt of the general government sector in % GDP shaping at the average 

level of 108.7 and the highest level of greenhouse gas emission of 124.4. 

 

Summary and conclusions 
 

The study results indicate the significant importance of the cluster analysis in the division of the 

countries into the homogenous sets due to their economic and environmental situation. The 

analysis results allow to conduct the detailed comparative analyses necessary in the business 

practice.  

The article focuses on one of the many possible divisions, which results may indicate different 

results, e.g., when selecting another number than the desired number of clusters (6), with the 

change of the set number of iterations (10) and with a different selection than the one in the 

studied example of the initial cluster centres (the article used the distance sorting and the 

selection of observations with the constant interval). However, the multitude enriches the 

methodology and gives a wide range of possibilities of the practical applications. 
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Abstrakt: Do najważniejszych równań funkcyjnych należą równanie Cauchy’ego i równanie 
funkcjonałów kwadratowych. Do uogólnień tych równań należy równanie postaci 
Af(x)+Bf(y)=Cf(x+y)+Df(x-y). W tym artykule omówione zostaną rozwiązania powyższego 
równania w funkcjach rzeczywistych. 

 
Abstract: To the  most important functional equations are Cauchy’s equation and quadratic 
functional equation. Generalization of these equations is equation 
Af(x)+Bf(y)=Cf(x+y)+Df(x-y). In this article will be discussed solutions above equation in 
real functions. 

 

Wstęp 
Do najbardziej popularnych równań funkcyjnych należą równanie Cauchy’ego i równanie 
funkcjonałów kwadratowych ([1], [2]). 

 

Definicja 1 

Równanie postaci  

(1) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 

gdzie 𝑓𝑓:𝐺𝐺1 → 𝐺𝐺2  oraz 𝐺𝐺1 i 𝐺𝐺2 są zbiorami z jednym działaniem +, 
nazywamy równaniem Cauchy’ego. 

 

Definicja 2 

Funkcję f spełniającą równanie Cauchy’ego  dla wszystkich argumentów x, y nazywamy 
funkcją addytywną. 

 

Definicja 3 

Równanie postaci  

(2) 2𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 2𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) 

gdzie 𝑓𝑓:𝐺𝐺1 → 𝐺𝐺2  oraz 𝐺𝐺1 jest zbiorem z dwoma działaniami +, - i 𝐺𝐺2 są zbiorami z jednym 
działaniem +, nazywamy równaniem funkcjonałów kwadratowych.. 
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Definicja 4 

Funkcję f spełniającą równanie funkcjonałów kwadratowych  dla wszystkich argumentów x, y 
nazywamy funkcjonałem kwadratowym. 

 

Uwaga 1 

W szczególności jednomiany stopnia pierwszego są funkcjami addytywnymi , a jednomiany 
stopnia drugiego funkcjonałami kwadratowymi. 

 

Badane są różnego typu uogólnienia wyżej wymienionych równań. Jednym z częściej 
spotykanych uogólnień są równania typu Pexiderowskiego. W tym artykule zajmiemy się 
jednym z możliwych uogólnień równań Cauchy’ego i funkcjonałów kwadratowych postaci  

(3) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑦𝑦) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦). 
Będziemy rozpatrywać szczególną sytuację w której funkcja f jest funkcją rzeczywistą oraz 
współczynniki A, B, C i D są liczbami rzeczywistymi. 

Równanie (3) jest uogólnieniem wyżej wymienionych równań. W szczególności dla 
A=B=C=1 i D=0 jest równaniem Cauchy’ego oraz dla A=B=2 i C=D=1 równaniem 
funkcjonałów kwadratowych.W artykule postaramy się znaleść wszystkie rozwiązania 
równania (3) w sytuacji rzeczywistej. 

 

Rozwiązania uogólnionego równania w funkcjach rzeczywistych 
Poszukujemy rozwiązań równania  

(4) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑦𝑦) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) 

gdzie 𝑓𝑓:ℝ → ℝ oraz 𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶,𝐷𝐷 ∈ ℝ. 
 

Uwaga 2 

Jeśli A=B=C=D=0, to wszystkie funkcje 𝑓𝑓:ℝ → ℝ są rozwiązaniami równania (4). 
 

W związku z Uwagą 2 od tego momentu zakładamy, że 𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2 + 𝐷𝐷2 > 0. 
Na początku udowodnimy kilka oczywistych lematów. 

 

Lemat 1 

Dla dowolnych A, B, C i D funkcja stała równa 0 jest rozwiązaniem równania (4). 

 

Dowód 

Dla funkcji stałej równej 0 lewa strona równania ma postać 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑦𝑦) = 𝐴𝐴0 + 𝐵𝐵0 = 0, 
natomiast prawa 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) = 𝐶𝐶0 + 𝐷𝐷0 = 0. Jak widać lewa strona jest równa 
prawej, czyli funkcja 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≡ 0 jest rozwiązaniem równania (4). 
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Lemat 2  

Jeśli funkcja 𝑓𝑓:ℝ → ℝ  jest rozwiązaniem równania (4) i 𝑓𝑓(0) ≠ 0 , to A+B=C+D. 

 

Dowód 

Wstawmy do równania (4) x=y=0. Dostaniemy wyrażenie postaci 

𝐴𝐴𝐴𝐴(0) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(0) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(0) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(0) 
czyli  

(𝐴𝐴 + 𝐵𝐵)𝑓𝑓(0) = (𝐶𝐶 + 𝐷𝐷)𝑓𝑓(0) 
i ostatecznie 

𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 = 𝐶𝐶 + 𝐷𝐷. 
W ten sposób wykazaliśmy tezę lematu. 

 

Lemat 3 

Jeśli funkcja 𝑓𝑓:ℝ → ℝ  jest rozwiązaniem równania (4), to również funkcja 𝑔𝑔:ℝ → ℝ  
określona wzorem 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0) jest rozwiązaniem równania (4). 
 

Dowód 

Wstawmy do równania (4) x=y=0. Dostaniemy wyrażenie postaci 

(5) 𝐴𝐴𝐴𝐴(0) + 𝐵𝐵𝑓𝑓(0) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(0) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(0). 
Jeśli wykonamy odejmowanie stronami równań (4) i (5) to otrzymamy zależność  

(6) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) − 𝐴𝐴𝐴𝐴(0) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑦𝑦) − 𝐵𝐵𝐵𝐵(0) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) − 𝐶𝐶𝐶𝐶(0) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) − 𝐷𝐷𝐷𝐷(0) 
czyli  

(7) 𝐴𝐴[𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)] + 𝐵𝐵[𝑓𝑓(𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(0)] = 𝐶𝐶[𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(0)] + 𝐷𝐷[𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(0)] 
i ostatecznie 

(8) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑦𝑦) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦). 

W ten sposób wykazaliśmy, że funkcja 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0) jest rozwiązaniem równania (4) 
co kończy dowód lematu. 

 

Lemat 4 

Jeśli funkcja 𝑓𝑓:ℝ → ℝ  jest rozwiązaniem równania (4), to również część parzysta i część 
nieparzysta funkcji f są rozwiązaniami równania (4). 

 

Dowód 

Do równania (4) za x wstawiamy –x oraz za y wstawiamy –y i otrzymujemy równanie   

(9) 𝐴𝐴𝐴𝐴(−𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(−𝑦𝑦) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(−𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(−𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 
 

- 21 -



Po dodaniu stronami równań (4) i (9) oraz podzieleniu przez 2 otrzymujemy równanie  

(10) 𝐴𝐴 𝑓𝑓(𝑥𝑥)+𝑓𝑓(−𝑥𝑥)
2

+ 𝐵𝐵 𝑓𝑓(𝑦𝑦)+𝑓𝑓(−𝑦𝑦)
2

= 𝐶𝐶 𝑓𝑓(𝑥𝑥+𝑦𝑦)+𝑓𝑓(−𝑥𝑥−𝑦𝑦)
2

+ 𝐷𝐷 𝑓𝑓(𝑥𝑥−𝑦𝑦)+𝑓𝑓(−𝑥𝑥+𝑦𝑦)
2

 

 

W ten sposób wykazaliśmy że część parzysta funkcji f jest rozwiązaniem równania (4). 

Po wykonaniu odejmowania stronami równań (4) i (9) oraz podzieleniu przez 2 otrzymujemy 
równanie  

(11) 𝐴𝐴 𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(−𝑥𝑥)
2

+ 𝐵𝐵 𝑓𝑓(𝑦𝑦)−𝑓𝑓(−𝑦𝑦)
2

= 𝐶𝐶 𝑓𝑓(𝑥𝑥+𝑦𝑦)−𝑓𝑓(−𝑥𝑥−𝑦𝑦)
2

+ 𝐷𝐷 𝑓𝑓(𝑥𝑥−𝑦𝑦)−𝑓𝑓(−𝑥𝑥+𝑦𝑦)
2

 

 

Udowodniliśmy więc że również część nieparzysta funkcji f jest rozwiązaniem równania (4), 
co kończy dowód lematu. 

 

Teraz będziemy osobno poszukiwać rozwiązań parzystych i nieparzystych równania (4). 

 

Lemat 5 

Jeśli funkcja f spełnia następujące warunki\ 

1. f jest rozwiązaniem równania (1) 

2. f jest funkcją parzystą 

3. f(0)=0 

to wtedy albo f jest tożsamościowo równa 0, albo zachodzą następujące fakty 

a. A=B=2C=2D 

b. funkcja f jest funkcjonałem kwadratowym. 

 

Dowód 

Na podstawie Lematu 1 funkcja tożsamościowo równa zero spełnia tezę lematu. Załóżmy że 
funkcja f nie jest tożsamościowo równa zero i do równania (4) wstawmy za y zero. 
Otrzymamy wtedy równanie  

(12) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(0) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥) 
Ponieważ f(0)=0 dostajemy równania  

(13) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥) 

A ponieważ f nie jest tożsamościowo równa zero to istnieje taki argument x, że 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 0. 
Możemy więc podzielić obustronnie równanie (13) przez f(x) i dostajemy 

(14) 𝐴𝐴 = 𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 
Teraz do równania (4) wstawimy x=0 i y=x. W ten sposób otrzymamy zależność 

(15) 𝐴𝐴𝐴𝐴(0) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(−𝑥𝑥) 
Ponieważ f(0)=0 dostajemy równania  

(16) 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(−𝑥𝑥) 

- 22 -



Następnie koryzstając z parzystości funkcji f dostajemy równania  

(17) 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥) 
 

A ponieważ f nie jest tożsamościowo równa zero to istnieje taki argument x, że 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 0. 
Możemy więc podzielić obustronnie równanie (17) przez f(x) i dostajemy 

(18) 𝐵𝐵 = 𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 
Po porównaniu równań (14) i (18) zauważamy, że  

(19) 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 
Gdyby A=0 to równanie (4) miałoby teraz postać   

(20) 0 = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) 
Jeśli teraz do równania (20) wstawimy y=x to otrzymamy  

(21) 0 = 𝐶𝐶𝐶𝐶(2𝑥𝑥) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(0) 
i następnie korzystając z faktu, że f(0)=0 dostajemy   

(22) 0 = 𝐶𝐶𝐶𝐶(2𝑥𝑥) 
Ponieważ równanie (22) jest spełnione dla wszystkich x rzeczywistych oraz funkcja f nie jest 
tożsamościowo równa zero, więc C=0. Jeśli teraz fakt ten wykorzystamy w równaniu (13) to 
dostaniemy, że również D=0 co sprzeczne. W ten sposób wykazaliśmy, że 𝐴𝐴 ≠ 0. 
Wstawmy teraz do równania (4) y=x. Dostaniemy wówczas  równanie  

(23) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(2𝑥𝑥) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(0) 
Ponieważ f(0)=0 dostajemy równania  

(24) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(2𝑥𝑥) 
A po wykorzystaniu równania (19) otrzymujemy równanie  

(25) 2𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(2𝑥𝑥) 
Teraz wstawmy do równania (4) y=-x. Dostaniemy wówczas  równanie  

(26) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(−𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(0) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(2𝑥𝑥) 
Ponieważ f(0)=0 dostajemy równania  

(27) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(−𝑥𝑥) = 𝐷𝐷𝐷𝐷(2𝑥𝑥) 
A po wykorzystaniu równania (19)  i skorzystaniu z parzystości funkcji f otrzymujemy 
równanie  

(28) 2𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) = 𝐷𝐷𝐷𝐷(2𝑥𝑥) 
Po porównaniu równań (25) i (28) dostajemy 

(29) 𝐶𝐶 = 𝐷𝐷 
Jeśli porównamy teraz równości (14) i (29) dostajemy następujące fakty 

(30)  𝐴𝐴 = 2𝐶𝐶 
 czyli 

(31) 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 = 2𝐶𝐶 = 2𝐷𝐷 
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Równanie (4) ma teraz postać wówczas   

(32) 2𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥) + 2𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑦𝑦) = 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) 

Ponieważ 𝐴𝐴 ≠ 0, więc również 𝐷𝐷 ≠ 0 i można równanie (32) podzielić obustronnie przez D. 
Otrzymamy wówczas zależność  

(33) 2𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 2𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) 
W ten sposób wykazaliśmy, że f jest funkcjonałem kwadratowym, co kończy dowód lematu. 

 

Lemat 6 

Jeśli funkcja f będąca rozwiązaniem równania (4) jest nieparzysta i nie jest tożsamościowo 

równa zero, to wtedy jest funkcją addytywną oraz 𝐶𝐶 = 𝐴𝐴+𝐵𝐵
2

 i 𝐷𝐷 = 𝐴𝐴−𝐵𝐵
2

. 

Dowód 

Do równania (4) wstawmy y=0 i dostaniemy równanie  

(34) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(0) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥) 

 Ponieważ funkcja f jest nieparzysta, więc 𝑓𝑓(0) = 0.  

Po wykorzystaniu tego faktu równanie (34) przyjmuje postać  

(35) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥) 
Z faktu, że funkcja f nie jest tożsamościowo równa zero i równania (35) wynika 

(36) 𝐴𝐴 = 𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 
Teraz do równania (4) wstawmy x=0 i y=x i otrzymujemy   

(37) 𝐴𝐴𝐴𝐴(0) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(−𝑥𝑥) 

 Ponieważ funkcja f jest nieparzysta, więc 𝑓𝑓(0) = 0.  
Po wykorzystaniu tego faktu  i nieparzystości funkcji f równanie (37) przyjmuje postać  

(38) 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥) − 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥) 
Z faktu, że funkcja f nie jest tożsamościowo równa zero i równania (38) wynika 

(39) 𝐵𝐵 = 𝐶𝐶 − 𝐷𝐷 
Po dodaniu stronami równań (36) i (39) dostajemy, że  

(40)  𝐶𝐶 = 𝐴𝐴+𝐵𝐵
2

  

Natomiast po odjęciu stronami równań (36) i (39) dostajemy 

(41)  𝐷𝐷 = 𝐴𝐴−𝐵𝐵
2

. 

Do zakończenia dowodu wystarczy teraz wykazać, że funkcja f jest addytywna. W tym celu 
wstawmy do równania (4) x=y i y=x. Dostaniemy wówczas równanie  

(42) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑦𝑦) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑦𝑦 − 𝑥𝑥) 
Jeśli skorzystamy teraz z nieparzystości funkcji f to dostaniemy  

(43) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑦𝑦) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) − 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) 
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Po dodaniu stronami równań (4) i (43) otrzymamy równanie  

(44) (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵)𝑓𝑓(𝑥𝑥) + (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵)𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 2𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 
Jeśli skorzystamy tera z równania (40) dostajemy równanie  

(45) 2𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥) + 2𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑦𝑦) = 2𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 

Teraz jeśli 𝐶𝐶 ≠ 0 to równanie (45) możemy podzielić stronami przez C i otrzymamy 
równanie  

(46) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 

czyli funkcja f jest addytywna. Natomiast jeśli 𝐶𝐶 = 0 to na podstawie (36) i (39) dostajemy 

(47) 𝐴𝐴 = 𝐷𝐷 

(48) 𝐵𝐵 = −𝐷𝐷 

Wtedy 𝐷𝐷 ≠ 0 i równanie (4) ma postać równanie  

(49) 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥) − 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑦𝑦) = 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) 
 a po skorzystaniu z nieparzystości funkcji f i podzieleniu obustronnie równania (49) przez D 
dostajemy równanie  

(50) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(−𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) 
W równaniu (50) wstawmy za y=-y i dostajemy równanie  

(51) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 
W ten sposób wykazaliśmy że funkcja f jest addytywna i zakończyliśmy dowód lematu. 

 

Udowodnimy teraz główne twierdzenie artykułu. 

Twierdzenie 1 

Jeśli funkcja 𝑓𝑓:ℝ → ℝ jest rozwiązaniem równania   

(52) 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑦𝑦) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) 

gdzie  𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶,𝐷𝐷 ∈ ℝ to możliwe są następujące przypadki 

1. f jest tożsamościowo równa zero i A, B ,C i D są dowolne. 

2. 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 = 𝐶𝐶 = 𝐷𝐷 = 0 i f jest dowolną funkcją. 

3. 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 = 𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 i f jest funkcją stałą. 

4. 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 = 2𝐶𝐶 = 2𝐷𝐷 i f jest funkcjonałem kwadratowym. 

5. 𝐶𝐶 = 𝐴𝐴+𝐵𝐵
2

 i 𝐷𝐷 = 𝐴𝐴−𝐵𝐵
2

 oraz f jest funkcją addytywną. 

6. 𝐴𝐴 = 2𝐶𝐶 = 2𝐷𝐷 , 𝐵𝐵 = 0 i f jest sumą funkcji addytywnej i stałej. 

 

Dowód 

Pierwsza możliwość wynika z Uwagi 1 natomiast druga z Lematu 1.  Zdefiniujmy 
następujące funkcje równanie  

(53) 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(0) 
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(54) ℎ(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)+𝑓𝑓(−𝑥𝑥)
2

− 𝑓𝑓(0) 

(55) 𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)−𝑓𝑓(−𝑥𝑥)
2

 

Zauważmy, że   

(56) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) + ℎ(𝑥𝑥) + 𝑘𝑘(𝑥𝑥) 
oraz funkcja h jest parzysta a funkcja k nieparzysta. Na podstawie Lematu 3 i Lematu 4 
funkcje g, h i k są rozwiązaniami równania (52). Dodatkowo wiemy, że ℎ(0) = 𝑘𝑘(0) = 0  
Pozostała część tezy wynika z Lematów 1, 5 i 6. 
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Abstrakt: Článek popisuje část řešení projektu TA ČR TE02000029 - Centrum kompetence 
efektivní a ekologické těžby nerostných surovin (CEEMIR), jehož hlavním cílem je revize 
zásob vybraných neenergetických surovin, které se řadí mezi kritické komodity EU. Jednou z 

částí projektu je Work Package WP4 - Prostorové modelování ložisek nerostných surovin, který 
se zabývá převedením vybraných ložisek do digitálních modelů s pomocí vhodných 

matematických postupů na základě studia a přehodnocení dat z archivních materiálů. Jedním z 
vybraných ložisek je ložisko kaolínu Jimlíkov. V článku jsou popsány algoritmy tvorby a 
vizualizace 3D modelu tohoto ložiska, s jejichž pomocí jsou realizovány jednotlivé etapy 

metodického postupu: verifikace vstupních dat získaných revizí všech dostupných archivních 
materiálů archivovaných v Geofondu České geologické služby, výpočet a vizualizace 

prostorové lokalizace vstupních dat, vytvoření digitálního modelu distribuce sledovaných 
technologických parametrů s využitím klasických interpolačních metod a geostatistických 
metod, vizualizace obsahů sledovaných technologických parametrů ve 3D, odhady zásob, 

zhodnocení digitálního modelu s možností aktualizace modelu o výsledky z případného 
dodatečného průzkumu a probíhající těžby. 

 

Abstract: This paper focuses on research within the project TE02000029 Competence Centre 
for Effective and Ecological Mining of Mineral Resources, granted by The Technology Agency 

of the Czech Republic, and, more specifically, on the research within its work package WP4 - 
Spatial modelling of mineral deposit. The focus of this work package is digital modelling of 

selected non-energetic raw materials, which belong to the critical commodities, as defined by 
the European Union. For modelling these deposits, suitable mathematical procedures, based on 
study and reevaluation of archived data, are needed. One of the selected deposits is kaolin 

deposit Jimlíkov. The paper describes the algorithms of creation and visualization of 3D model 
of the deposit. These algorithms are used in particular stages of methodical procedure: 

verification of input data obtained by review of all available archival materials archived in 
Geofond Czech Geological Survey, calculation and visualization of spatial localization of input 
data, creating a digital model distribution of technological parameters monitored using classical 

interpolation methods and geostatistical methods, visualization of contents of monitored 
technology's parameters in 3D , estimates of reserves, evaluation of the digital model with the 

ability to update the model about results from additional exploration and ongoing mining. 
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1. Úvod 
Podle projektu má WP4 v průběhu řešení projektu postupně zpracovávat čtyři ložiska (lokality). 

WP4 musí získat od pracovního balíčku WP3 (Česká geologická služba) postupně 1., 2., 3. a 4. 

lokalitu a všechny dostupné ložiskové údaje pro tvorbu odpovídajících digitálních modelů. Jako 

druhý vhodný objekt bylo WP3 k modelování vybráno ložisko kaolinu Jimlíkov. Ložisko se 

nachází v okolí obce Jimlíkov (poblíž Staré a Nové Role) na Karlovarsku (obr. 1). Kaolin jako 

surovina je využíván při výrobě porcelánu, plavený pak jako plnivo při výrobě papíru, jako 

příměs do barev a do žáruvzdorných hmot. V procesu modelování jsou využívány běžně 

dostupné programové prostředky: MS Excel, programy Surfer a Voxler firmy Golden Software 

a open-source program SGeMS (Stanford Geostatistical Modeling Software) (Remy et al., 

2009). Pro tvorbu speciálních programových aplikací budou použity programovací jazyky: pro 

tvorbu maker v MS Excelu jazyk Visual Basic for Applications (VBA) a pro tvorbu 

samostatných programů jazyk Visual Basic. 

 

Obr. 1 Ložisko kaolinu v okolí obce Jimlíkov. 

2. Geologická situace ložiska 
Zájmové území náleží k centrální chodovsko - starorolské části terciérní Sokolovské pánve. 
Ložiska kaolinu vznikla kaolinizací žul karlovarského masivu v období křída až paleogén. Jde o 

pozůstatky původní zvětralinové kůry, které byly uchovány před denudací. 
Ložisko má poměrně stálou mocnost pohybující se v rozmezí 20-25 m. Intenzita kaolinizace s 

hloubkou klesá. V praxi se používá dělení kaolinového profilu do dvou pásem (obr. 2):  

 reziduální kaolín s výplavem nad 15 % (dobře kaolinizovaná žula – v řezu světle modrá 
výplň) a  

 reziduální kaolín s výplavem pod 15 % (nedokonale kaolinizovaná žula – v řezu fialová 
výplň). 

Nadloží tvoří terciérní sedimenty Sokolovské pánve (obr. 2). V přímém nadloží se nachází 
sedimentace bazálního starosedelského souvrství (kaolinické písky a jíly, písky, pískovce až 

křemence) ve formě různě mocných reliktů (v řezu žlutá výplň). Nad tímto souvrstvím začíná 
sedimentace uhlí, uhelných jílů a písků (v řezu tmavě šedá výplň). V závěru této sedimentace 
dochází k vulkanické činnosti a začíná sedimentace tufů, tufitů a tufitických jílů (v řezu zelená 

výplň). Nad tímto terciérním souvrstvím jsou místy rozšířeny kvartérní sedimenty (písky, hlíny 
a splachy starších hornin, štěrky a štěrkopísky - v řezu světle šedá výplň). 

Napříč ložiskem prochází poruchová zóna cca JZ-SV směru, která se projevuje tektonickou 
(příp. erozní) brázdou o šířce cca 100 m.  
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Obr. 2 Geologický řez ložiskem ve směru SZ-JV(Tvrdý J. et al. 2014). 

 

3. Jakostní a technologická charakteristika ložiska  
Podle NEUMANNA et al. (1992) má kaolin na ložisku Jimlíkov-sever charakteristické 
vlastnosti v chemickém složení, technologických vlastnostech i mineralogickém složení. 

Základní surovinou na ložisku jsou keramické kaoliny. Mezi keramické kaoliny patří kaolin pro 
výrobu porcelánu, kaolin titaničitý a kaolin pro ostatní keramický průmysl. 

Podle vlastností kaolinového výplavu se keramické suroviny zařazují do tříd podle tabulky 1. 
Při určování jakostní třídy se postupuje od I. ke IV. skupině podle tabulky 2. 
 

Tab. 1 Vlastnosti keramických kaolinů na Karlovarsku (Tvrdý J. et al., 2014). 

 
 

Při určování jakostní třídy se postupuje od I. ke IV. skupině podle tabulky 2. 
 
Tab. 2 Jakostní třídy keramických kaolinů (Tvrdý J. et al., 2014). 
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4. Způsob zpracování schváleného výpočtu zásob 
Poslední přepočet zásob (Tvrdý J. et al., 2014) byl proveden metodou geologických bloků. Při 
její aplikaci je objem zásob roven součinu plochy bloku a průměrné mocnosti suroviny a tonáž 

součinem objemu a objemové hmotnosti stanovené v platných podmínkách využitelnosti. Bloky 
zásob byly vymezeny na základě ložiskového hodnocení archivních vrtů (viz obr. 3). Základní 

pravidlo pro interpolaci bylo stanoveno na 1/3 vzdálenosti mezi bilančním a negativním vrtem 
pro bilanční zásoby, 1/2 vzdálenosti mezi bilančním a nebilančním vrtem pro bilanční zásoby a 
1/2 vzdálenosti mezi nebilančním a negativním vrtem pro nebilanční zásoby (Tvrdý J. et al., 

2014). 
 

 
Obr. 3 Dostupné archivní vrty oblasti zájmu na podkladě geologické mapy. 

 

5. Metodické postupy a algoritmy tvorby a vizualizace 3D modelu – současný 

stav 
Cílem je vytvoření digitálního prostorového modelu ložiska kaolínu Jimlíkov s využitím 

matematických postupů, především z matematické statistiky a geostatistiky a také vybrané 
druhy interpolace funkce popsané Staňkem (2005), který bude základem pro detailní lokální 
odhady zásob podle měnících se podmínek využitelnosti s možností aktualizace modelu o 

výsledky z případného dodatečného průzkumu a probíhající těžby.  
V současné době se provádí: 

1. Revize všech dostupných archivních materiálů.  
2. Verifikace a korekce vstupních dat.  
3. Výpočet a vizualizace prostorové lokalizace vstupních dat. 

4. Modelování horninových rozhraní ložiska Jimlíkov. 
5. Statistické zpracování jednotlivých atributů. 

6. Vizualizace jednotlivých atributů ve 3D. 
Ostatní kroky metodického postupu budou upřesněny po jednání se zástupci Sedleckého 
kaolínu a.s. 
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5.1. Revize všech dostupných archivních materiálů 
Od WP3 byla získána data ložiskových údajů v jedné tabulce v prostředí MS Excel: 

• Název vrtu;  

• X, Y, Z souřadnice vrtu;  
• číslo vzorku ve vrtu;  

• metráž od; metráž do; mocnost vzorku;  
• rozbor plaveného vzorku: zbytek na sítě 2,00 mm, zbytek na sítě 0,20 mm; zbytek na 

sítě 0,063 mm; zrna 0,063 – 0,020 mm - šlika mm;  
• kaolinový výplav pod 20 μm;  

• ztráta žíháním;  
• stanovení Al2O3 (%); Fe2O3 (%); TiO2 (%);  
• absolutní bělost za sucha; 

• stanovení žároměrné shody kaolinového výplavu;  
• typ - zatřídění kaolinů podle podmínek využitelnosti (např. 3B → K3B);  

• viskozita. 
Zdrojem údajů a informací pro jejich kontrolu jsou především dostupné archivní materiály o 

lokalitě z archivu Geofondu ([1] až [6]). 
 

5.2. Verifikace a korekce vstupních dat 

Verifikací a korekcí vstupních dat je možné provádět různými způsoby. Prvním z nich je 
konfrontace s archivními materiály, následující možnost je pak pomocí vizualizace (ve 2D a ve 

3D ) a srovnáním s příslušnými archivními horizontálními a vertikálními řezy a třetí způsob je s 
pomocí kontrolních maker (například kontrola návaznosti vzorků a jejich rozdělení na 0.1 m 

nositele stejné délky).  
Přitom jsou zjišťovány chyby (například pozice vrtu JS160 na obr. 4), které se postupně 
opravují.  

 

 
Obr. 4: Pozice průzkumných děl v prostředí Surfer, ukázka zjištěné chyby. 
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5.3. Výpočet a vizualizace prostorové lokalizace vstupních dat 
Opravené a doplněné vstupní údaje byly prostorově lokalizovány ve středu každého vzorku 
(tabulka Analyzy – makro XYZ_data). Pro každý úsek byla doplněna kategorie zásob (viz bod 3 

– tabulka 1, makro Kategorie). Tabulka Analyzy je zdrojem údajů pro další zpracování: pro 
převod potřebných údajů do formátu GSLIB (Deutsch, C., V., Journel, A., G, 1998) (makro 

GSLIB_vystup) pro zpracování v programu SGeMS (obr. 5), výběr dat pro tvorbu 
horizontálních a vertikálních řezů, pro statistické a geostatistické analýzy, vizualizaci ve 2D a 
3D aj.  

 

Obr. 5 Ukázka vizualizace dat převedených do prostředí SGeMS - údaje Al2O3. 
 

5.4. Modelování horninových rozhraní ložiska Jimlíkov 

Pro prostorové omezení výskytu kaolinu bylo nezbytné vymodelovat horninová rozhraní 
ložiska Jimlíkov, viz obr. 6 (povrch, strop a báze výskytu kaolinu) na základě tabulky Analyzy, 

odkryté geologické mapy s vrstevnicovým plánem v měřítku M 1 : 5 000 a archivních zpráv 
(viz bod 5.1). 

 
Obr. 6 Zobrazení stropu a báze výskytu kaolinu v prostředí Voxler. 

 

- 32 -



5.5. Statistické zpracování jednotlivých atributů 

Základní statistické zpracování je prováděno v prostředí SGeMS (Remy et al., 2009). Na obr. 7 
– 10 jsou zobrazeny histogramy četností jednotlivých sledovaných technologických parametrů, 

které ukazují výraznou asymetrii v distribuci dat a základní statistické charakteristiky. Na 
obr. 11 je zobrazena závislost výplavu (%) na hloubce. 

 
Obr. 7 Ukázka statistického zpracování v prostředí SGeMS - histogram četností Al2O3 ukazující 

výraznou asymetrii v distribuci dat a základní statistické charakteristiky. 

 

 
Obr. 8 Ukázka statistického zpracování v prostředí SGeMS - histogram četností Fe2O3 ukazující 

výraznou asymetrii v distribuci dat a základní statistické charakteristiky. 
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Obr. 9 Ukázka statistického zpracování v prostředí SGeMS - histogram četností TiO2 ukazující 

výraznou asymetrii v distribuci dat a základní statistické charakteristiky. 

 

 
Obr. 10 Ukázka statistického zpracování v prostředí SGeMS - histogram četnosti výplavu (%) 

ukazující výraznou asymetrii v distribuci dat a základní statistické charakteristiky. 
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Obr. 11 Ukázka statistického zpracování v prostředí SGeMS – závislost výplavu (%) na 

hloubce. 
 

5.6. Vizualizace jednotlivých atributů ve 3D 
V současné době ještě není určen způsob tvorby 3D gridu jednotlivých atributů. Proces 

kaolinizace ze své podstaty nemá zákonitost zjistitelnou geostatistickou strukturální analýzou. 
% výplavu klesá s hloubkou (viz výše), proto byla pro tvorbu 3D gridu 10*10*1 m 
následujících ukázek (obr. 12-16) zvolena výrazná anizotropie v rovině XY. 

 

 
Obr. 12 3D vizualizace výplavu (%) pomocí FaceRender – nastavení parametrů pro vertikální 

řez. 
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Obr. 13 3D vizualizace výplavu (%) pomocí ObliqueImage – náhodně nastavená geometrie 

řezu. 

 

 
Obr. 14 3D vizualizace výplavu (%) pomocí VolRender. 
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Obr. 15 3D vizualizace výplavu (%) pomocí Isosurface – obálka těles 30 %. 

 

 
Obr. 16 3D vizualizace výplavu (%) pomocí OrthoImage XY, OrthoImage XZ, OrthoImage YZ. 

 
Podobně je možné vizualizovat i ostatní atributy (obsahy Al2O3; Fe2O3; TiO2).  
 

6. Závěr 
Po dokončení prací bude výsledkem prostorový 3D model ložiska Jimlíkov, který umožní 

provádět aktuální stanovování optimální výnosnosti těžby kaolinu nejen na základě archivních 
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dat získaných z průzkumných vrtů v minulosti, ale také z dat získaných z případného 
dodatečného průzkumu a probíhající těžby. 
Uplatnění WP4 navržených metodických postupů povede ke komplexnímu zhodnocení ložiska 

včetně variantních odhadů zásob podle zadaných podmínek využitelnosti. 
 

Poděkování 
Článek byl připraven za podpory projektu TAČR TE02000029 – CEEMIR (Centrum 
kompetence efektivní a ekologické těžby nerostných surovin). 

 

Seznam použité literatury 

[1] Závěrečná zpráva Božičany (JADRNÍČEK et al., 1960). Archiv Geofondu. 

[2] Závěrečná zpráva Jimlíkov, (KŘELINA et al., 1969). Archiv Geofondu. 

[3] Závěrečná zpráva Božičansko sever, (SKOPOVÝ et al., 1976). Archiv Geofondu. 

[4] Závěrečná zpráva Jimlíkov II, (HRZINA et al., 1985). Archiv Geofondu. 

[5] Závěrečná zpráva Jimlíkov-sever, (TVRDÝ et al., 1986). Archiv Geofondu. 

[6] Závěrečná zpráva Jimlíkov-sever II, (NEUMANN et al., 1992). Archiv Geofondu. 

[7] Deutsch, C. V.: Geostatistical Reservoir modeling. Oxford university press, Oxford, 
2002, 376 pp. 

[8] NEUMANN J., UHROVÁ J. et al. (1992): Závěrečná zpráva úkolu Jimlíkov-sever II 
29 873303. Surovina: kaolin. Etapa průzkumu: předběžná. Stav ke dni: 16. 5. 1991. – 
GMS Praha (GF FZ006380). 

[9] Remy, N., Boucher, A., Wu, J.: Applied geostatistics with SGeMS: a user's guide.- New 
York: Cambridge University Press, 2009, xix, 264 p. 

[10] Staněk, F.: Tvorba modelu ložiska uhlí a způsoby jeho hodnocení. In Sb. vědeckých prací 
VŠB – TU Ostrava, rok 2005, ročník LI, řada hornicko - geologická, monografie 14, 125 
pp. 

[11] Tvrdý J., Bartošová J., Burdová A. (2014): Závěrečná zpráva geologického úkolu 
Jimlíkov-východ (přehodnocení ložiska keramického kaolinu a cihlářské suroviny 
Jimlíkov-sever v dobývacím prostoru Jimlíkov II) – č. ú. GET 13/157 

- 38 -



BINARY EIGENVECTORS  
 

Stanisław Kowalik 
The University of Dąbrowa Górnicza 

ul. Cieplaka 1c, 41-300 Dąbrowa Górnicza, Polska 
e-mail: skowalik@wsb.edu.pl 

 
Abstract: The paper presents a method of finding the binary eigenvectors. It is assumed that 
in the equation Ax=λx all the values of the matrix A, the vector x, and λ can only be 0 or 1. 
Operation addition and subtraction are replaced xor operation.  

1. Introduction  
For a square matrix A of degree n there exist vectors x for which there is:  

               xAx λ= .        (1) 
λ can be a complex number. Vector x≠0 is called an eigenvector of the matrix A, and λ is 

called the eigenvalue of the matrix A. If the vector x is the eigenvector matrix A, include each 
vector αx is the eigenvector matrix A.This is due to the fact that  
     )()()()( xxAxxA αλλααα === .       (2) 

The task of determining the eigenvalues and eigenvectors is widely used in such distant 
areas, such as. immunoassays construction mechanical vibration, in statistical research (factor 
analysis) models based on differential equations, the economic models and natural.  

2. The binary matrices and vectors   
In our deliberations we confine ourselves to the matrix A and the vectors x only ones or 

zeros. Also we accept the premise that λ can have a value of only 0 or 1. 
In other words  
           1lub0=ija ,   1lub0=ix     (for njni ...,,1;...,,1 == ),    10 or=λ .    (3) 

The operations of addition and subtraction are replaced xor operation. For xor use the 
symbol ⊕. As a reminder, we give the xor operation for various reasons  

 

Table 1. The values for the operation xor  

p q p ⊕ q 
0 0 0 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 
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For xor operation the following relationships are true  
1. (a ⊕ b) ⊕ b = a. 
2. a ⊕ b = b ⊕ a. 
3. (a ⊕ b) ⊕ c = a ⊕ (b ⊕ c). 
4. a(b ⊕ c) = ab ⊕ ac. 
5. (a ⊕ b)(c ⊕ d) = ac ⊕ bc ⊕ ad ⊕ bc. 

A matrix multiplication of the vector x determined by the equation (4)  

        .
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     (4) 

In order to solve the system of equations we will use the determinant of the matrix A using 
xor operation. We define it in the next chapter. We define a row of a matrix using xor 
operation, and in the next section we define the inverse matrix used in solving systems of 
equations.  

3. Determinant of xor 
We shall now define the determinant of a square matrix A so-called. determinant of xor in 

which operations of addition and subtraction will be replaced by xor operation. For xor use 
the symbol ⊕. This determinant will be used to solve systems of equations. As the name of 
the determinant accept det_xor(A). 

When defining the determinant of xor-this we use the method of Laplace expand the 
determinant with respect to the row or column [1].  

Definition 1 
Determinant of xor square matrix of dimension 1×1 is the only element that is., if A=[a11], 

it det_xor(A)=a11. 

    )(det_)(det_
1

ik

n

k
ik AxoraAxor ∑

=

⊕=        (5) 

or 

    )(det_)(det_
1

kj

n

k
kj AxoraAxor ∑

=

⊕= ,       (6) 

where Aij is the minor of the matrix obtained by plotting the i-th row and j-th column. 
Formula (5) defines an extension of the determinant with respect to the i-th row, the 

formula (6) defines an extension of the determinant with respect to j-th column. 
Sign ⊕ the sum means that the summation is performed operation xor, not a simple 

addition. 
Example 1 illustrates the calculation of the determinant of xor-this. 

Example 1 
For a matrix of size 5×5, we calculate the XOR determinant using the expansion along the 

third column, because it contains the largest number of zeros  
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For the matrix A of size 2×2, the following simplified formula can be used  
     12 12 21 1)(d e t _ aaaaAx o r ⊕=        (7) 

Example 2 
For the matrix of size 2×2, we will compute the XOR determinant according to the formula (5)  

1011011
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For the matrix A of size 3×3, the following simplified formula (similar to the Sarrus rule) 
can be used  

      123 13 31 22 12 33 21 12 31 23 11 33 22 13 32 21 1)(d e t _ aaaaaaaaaaaaaaaaaaAx o r ⊕⊕⊕⊕⊕=         (8) 

Example 3 

For the matrix  we 
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=

100
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111

A will calculate the XOR determinant according to the 

formula (6). 
1010000100111101110101101)(det_ =⊕⊕⊕⊕⊕=⋅⋅⊕⋅⋅⊕⋅⋅⊕⋅⋅⊕⋅⋅⊕⋅⋅=Axor  

4. The xor rank of a matrix  
Definition 2 
The rank of the matrix rank_xor(A), for which the xor operation has been defined, can be 

defined as the size of the largest minor whose value det_xor equals 1. 

Example 4 
We have a  4×5 matrix. 
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The rank of the matrix rank_xor(A)=2, and the normal rank rank(A)=3. Thus det(A)=2. 
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It should be pointed out that rank_xor(A) and rank(A) can be different – this applies to 
determinants, too.  
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5. The inverse of a matrix 
Definition 3 
A square matrix A is called noninvertible (or singular) when det_xor(A)=0. Otherwise 

matrix A is called invertible (nonsingular) [1, 2].  

Definition 4 
An quadratic matrix A is invertible (nonsingular)  if there exist a quadratic matrix B such 

that 
      ,EBAAB ==             (9) 

where E is the identity matrix [1, 2]. 
The matrix B is called the (multiplicative) inverse of A. We denote the inverse of A by A-1. 
We present two methods for finding the inverse: the Gauss-Jordan elimination method and 

the method of determinants (cofactors method). These methods are used in classical algebra 
[1, 2]. We will modify them slightly, i.e. the operations of addition „+” and subtraction „-“ 
will be replaced  with the xor operation „⊕”, and only 0 and 1 will be used as matrix values.  

6. Finding eigenvectors 
We are dealing with the system of equations (1), (10)  

              .xAx λ=        (10) 
For λ=0 we have  
      .0=Ax        (11) 
While, for λ=1 
      .xAx =        (12) 
The system of equations (12) is the equivalent (13)  
             ,0)( =− xEA       (13) 

where E is the unit matrix.  
Taking B=A-E get equivalent forms of equations (11) and (13). To find the eigenvectors of 

the matrix A, solve the systems of equations (11) and (13). 
We assume that A≠0 and x≠0. If determinant det_xor(A)=1, then the only solution of the 

system (11) is x=0. This solution is not eigenvector. The binary vectors own so we are looking 
for a matrix where det_xor(A)=0. Then rank_xor(A)<n. For the matrix A we are looking for 
the greatest minor M, for which det_xor(M)=1.  

7. Solving a binary system of equations Ax=0 
Let the rank of minor M is r ie. rank_xor(M)=r. Based on this minor we solve a simplified 

system of equations. Line numbers included in minora is denoted by i1, i2, ..., ir, and column 
numbers by j1, j2, ..., jr. Other numbers of rows and columns denote by ir+1, ir+2, ..., in and jr+1, 
jr+2, ..., jn. We have to solve the following system of equations  
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  (14) 

The values of the vector [
nrr jjj xxx ,...,,

21 ++
]T  is treated as parameters. They can only be 0 or 

1. The possible combinations of these values are:  

- 42 -



         .

11101
11110

11000
10000

)12,(2























=−− −











rnrnX     (15) 

Now we solve the following system of equations  
          ,21 XDXM ⋅=⋅       (16) 
where  
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Solving the system of equations (16) we get  
         ,21 1 XDMX ⋅⋅= −        (18) 
where M-1 is the inverse matrix to minor M.  

Because the matrix X1 column has the form  [
rjjj xxx ,...,,

21
]T and X2 matrix with columns 

of the form [
nrr jjj xxx ,...,,

21 ++
]T, then linking them together we get all solutions x of the 

equation (11).  

Example 5 
Is determined by a matrix A  
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First, we are looking for eigenvectors for the eigenvalue λ=0. We solve the system of 
equations Ax=0. We are minor M with the largest dimension. This is a minor 
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Row numbers of matrix A, which form a minor M is 2, 3, 5, 6; and column numbers are: 2, 
3, 5, 6. The rank rank_xor(M)=4. The system of equations (14) has the following form  

 .

00
00
00
00

1011
0011
0110
1111

4

1

6

5

3

2




























=





































x
x

x
x
x
x

  

Matrix (15) has the form 
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Inverse matrix M-1 has the form  
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Solving the system of equations (18) we have  
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On the basis of the matrix X1 and X2, and based on the number of lines forming minor M 
we obtain a set of solutions  
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We received so 3 eigenvectors of the matrix A for the eigenvalue λ=0: [0, 0, 0, 1, 0, 0]T, 
[1, 0, 0, 0, 0, 0]T, [1, 0, 0, 1, 0, 0]T. 

Repeat now calculate the value of their own λ=1. We solve the system of equations Ax=x, 
ie. (A-E)x=0. 

The matrix A-E has the form  

.

000110
010110
001000
010000
110100
000001



























=− EA  

We are minor M with the largest dimension. This is a minor  
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Row numbers of matrix A, which form a minor M is 1, 2, 3, 4, 5; and the column numbers 
are 1, 2, 3, 4, 5. The rank rank_xor(M)=5. The system of equations (14) has the following 
form  
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The matrix (15) has the form [ ].12 =X  
Inverse matrix M-1 has the form 
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Solving the system of equations (18) we have 
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On the basis of the matrix X1 and X2 and based on the number of rows forming a minor M 
obtain a set of solutions X=[0, 1, 1, 0, 0, 1]T. 

Received one eigenvector matrix A for a eigenvalue λ=1: [0, 1, 1, 0, 0, 1]T.  

8. Conclusion 
The study shows how to find the binary eigenvectors. The matrix was zero-one. The 

problem was brought to solve the system of equations Ax=λx for λ=0 and λ=1. There was no 
need to set zeros of the characteristic equation or reduce the matrix A to form Hassenberg or 
apply the algorithm QR for matrix Hassenberg. The presented method can be applied when 
we want to manipulation of only binary values.  
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Úvod do analýzy dat z plnorozsahového
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Abstrakt:
Výcvik personálu jaderné elektrárny Dukovany probíhá na plnorozsahovém tre-

nažéru typu bloková dozorna nebo na plnorozsahovém displejovém simulátoru. Bě-
hem výcviku operátorů blokové dozorny je zaznamenáváno velké množství dat. Ana-
lýzou dat z trenažéru blokové dozorny se zabývají pracovníci Ústavu jaderného vý-
zkumu Řež, a.s..

Abstract:
Training of staff in the power plant Dukovany runs on the full-scope simulator of

the replica-tape unit control room or full-scope display simulator. There is a large
amount of data recorded during training of control room operators. Researchers from
Nuclear Research Institute Rez plc deal with analysis of data from the full-scope
simulator.

1. Úvod
Odborná příprava a výcvik pracovníků jaderné elektrárny je důležitý nástroj pro

bezpečný provoz jaderné elektrárny. Každý zaměstnanec elektrárny musí úspěšně
absolvovat školení a zkoušky (tzv. Normu odborné přípravy). Po jejich absolvování
je mu vystaveno Pověření k výkonu funkce.

Provoz jaderné elektrárny je řízen z blokové dozorny. Obsluhu blokové dozorny
tvoří vedoucí reaktorového bloku, operátor primárního okruhu a operátor sekun-
dárního okruhu. Příprava operátorů na blokové dozorně trvá déle než dva roky.
Po vykonání státních zkoušek před státní zkušební komisí je operátorovi vystaveno
Oprávnění k vykonávání funkce. Státní zkoušku vykonávají operátoři každé dva roky
a výcviku na simulátoru se účastní jednou ročně.[1]
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Obrázek 1: Bloková dozorna EDU

2. Data z trenažéru blokové dozorny
Při výcviku osádky blokové dozorny při zvládání mimořádných stavů jaderné

elektrárny jsou pomocí sběrného modulu zaznamenávány nejvýznamnější parametry
popisující stav jaderné elektrárny (tlaky, teploty, stavy čerpadel, armatur, atd.).
Data z trenažéru jsou zaznamenávána dvěma způsoby:

• periodicky,

• změnově.

Data se zaznamenávají do souborů s předem definovanými a neměnnými ná-
zvy. Tyto soubory se pro každou procvičovanou úlohu ukládají do samostatného
adresáře. Jsou to např. soubor zásahů operátorů, soubor změn stavů akčních členů,
soubor zásahů instruktora. Významným zdrojem informací je soubor s názvem Peri-
odicky výpis parametrů. Zaznamenává se čas, označení archivované proměnné a její
hodnota v daném čase, textový popis dané proměnné a fyzikální jednotka.[2]

Obrázek 2: Periodicky výpis parametrů
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3. Analýza dat
Pro zpracování dat v souborech s označením Periodicky výpis parametrů je vyu-

žíván počítačový program vytvořený v prostředí Visual Basic for Applications. Jde
o objektový programovací jazyk, který je součásti produktů MS Office. Program se
skládá z několika podprogramů:

• otevření vstupních souborů a načtení dat - data z jednotlivých souborů vloží
do Excelu na samostatný list,

• vytvoření seznamu všech zaznamenaných parametrů a veličin - využívá ovlá-
dacího prvku ListBox, který zobrazuje seznam parametrů a umožňuje uživateli
vybrat jednu nebo více položek,

• vykreslení grafu - vykreslí závislost zvoleného parametru na čase.

Obrázek 3: Ukázka výsledných grafů

4. Závěr
Výstupem počítačového programu jsou grafy, které zachycují vývoj parametrů

charakterizujících stav jaderné elektrárny během simulované události. Pomocí grafů
analytici Ústavu jaderného výzkumu Řež, a.s. hodnotí a porovnávají činnost osádek
blokové dozorny, které se daného výcviku účastnily. Na základě této analýzy pak pra-
covníci ÚJV Řež navrhují doporučení k otázkám lidského faktoru (např. doporučení
k výcviku, doporučení k provozním předpisům, doporučení pro analýzu spolehlivosti
lidského činitele).
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Abstrakt: Ke snížení energetické náročnosti kelímkových pecí, které se používají pro 
tavení kovů nebo pro udržování kovů v tekutém stavu, by mohla přispět i matematická 
optimalizace tvaru kelímku. Součástí příslušného matematického modelu transportu 
tepla radiací je výpočet indexů směrovosti, jejichž analytické řešení je možné jen ve 
zvláštních případech. V článku je navržen zjednodušený analytický výpočet místních 
indexů směrovosti pro kelímkovou pec s konvexním kelímkem. 
Abstract: View factors for the crucible furnace with the convex crucible. To reduce 
the energy intensity of Crucible Furnaces, which are used for melting metal or for 
keeping the metal in liquid state, could contribute even a mathematical optimization of 
the parameters of the cup. Part of the mathematical model of the radiation heat transfer 
is the calculation of the view factors, whose analytical solution is possible only in 
special cases. This article deals with a proposal to simplify the analytical calculation of 
the local view factors for the crucible furnace with the convex crucible. 

Keywords: crucible furnace, view factor. 

Úvod 
Kelímkové pece určené jak k tavení, tak i k udržování taveniny v tekutém stavu, 

jsou značně náročné na spotřebu energie. Spotřebu energie může kromě mnoha dalších 
faktorů ovlivnit i tvar kelímku. Při posuzování různých tvarů kelímků a pro návrh 
nových tvarů je možno část náročných pokusů nahradit užitím matematického modelu. 
Pro zkoumání jsou pak obecně vhodnější ty matematické modely, v nichž jsou 
numerické výpočty různých závislostí nahrazeny analytickým vyjádřením těchto 
závislostí. Tento článek navazuje na [1] a [2] a týká se části matematického problému 
výpočtu transportu tepla radiací v kelímkové peci. V článku je navrženo zjednodušené 
analytické vyjádření místního indexu směrovosti pro konvexní tvar kelímku. 

Matematická formulace úlohy 
Výpočet transportu tepla radiací mezi kelímkem a pecí, tj. mezi kelímkem 

(těleso A ohraničené plochou SA) a pecí (těleso B s vnitřní plochou SB), se dá 
z matematického hlediska vyjádřit pomocí plošného integrálu po ploše SA, jehož 
integrandem je plošný integrál po ploše SB (viz [3]). 
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Tento článek se bude zabývat jen obvyklým případem charakterizovaným dvěma 
podmínkami: Kelímek (rotační těleso) je centrálně umístěn do válcové pece, tj. že 
plochy SA a SB jsou rotační a souosé. Všechny body povrchu SA kelímku v určité výšce 
mají stejnou teplotu a rovněž teplota všech bodů plochy SB závisí jen na jejich výšce 
(měřené od dna kelímku). 

Vzhledem k uvedeným předpokladům, pak pro praktické užití stačí znát indexy 
směrovosti elementu dSA jen k následujícím dílčím plochám: stěna pece, resp. její pásy 
mezi výškami h1 a h2, dno a víko pece, resp. jejich mezikruží určená poloměry r1 a r2. 

Základem výpočtu po ploše SB je tzv. místní index směrovosti (též view factor). 
Místní index směrovosti (dále jen index směrovosti) pro záření z elementární plošky dSA 
na určitou část plochy SB (obr. 1) je dán vztahem  

B
S

BA
BA dS

dB

⋅∫
⋅

=Φ
*

2,
coscos1 αα

π  ,   

kde dSB je element plochy SB. Úhly αA, αB jsou úhly mezi normálami plošek dSA, dSB a 
spojnicí obou elementárních plošek, d je vzdálenost plošek. Vnitřkem pece je povrch 
válce, který se pro praktické výpočty dělí jen na uvedené dílčí plochy. Plochou pro 
výpočet integrálu však obecně není celá dílčí plocha, ale jen její „viditelná“ část 
označená SB*. Ploška dSA totiž vyzařuje jen do vnějšího poloprostoru. 

Navrhované řešení pro místní index směrovosti 
V dostupných zdrojích [4], bylo nalezeno jen jediné analytické řešení 

formulované úlohy, které je přímo použitelné pouze v případě, že plášť SA kelímku je 
válcový, přičemž uvedený vzorec pak vyjadřuje index směrovosti elementu dSA na dno, 
resp. na víko pece. 

V dalším textu bude používána cylindrická soustava souřadnic, určená osou pece 
a dnem pece (dno pece bude mít souřadnici 0), a dále značení: 

RB - (vnitřní) poloměr pece (viz obr. 2), 
H - (vnitřní) výška pece, 
rA, hA - souřadnice elementu dSA (poloměr, výška), 
αK - úhel kolmice elementu dSA a vodorovné roviny. 

Navrhované zjednodušení výpočtu indexu směrovosti pro svislý element dSA 
vychází ze skutečnosti, že plochy SA a SB jsou rotační a souosé. Na obr. 2 je vodorovný 
řez plochami SA a SB, v němž jsou plnou zelenou čarou znázorněny dva elementy dSA1 a 
dSA2 které mají stejnou velikost a jsou ve stejné výšce. Každý z elementů určuje 
elementární válcovou výseč, které na stěně pece odpovídá stejně velká plocha (na obr. 2 
se tyto plochy jeví jako oranžové oblouky). Obr. 2 přispívá k objasnění výchozího 
tvrzení: Stejné množství záření, které element dSA1 vyzařuje do určité výšky na 
plášť výseče elementu dSA2, vyzařuje i element dSA2 do stejné výšky na plášť výseče 
elementu dSA1.  

Výchozí tvrzení pak opravňuje k zjednodušujícímu předpokladu: Rozdělení 
indexů směrovosti elementu dSA do uvedených dílčích ploch na stěně kelímkové pece 
přibližně odpovídá rozdělení indexů směrovosti elementu dSA do průniku těchto dílčích 
ploch s plochou elementární výseče. 

Uvedenou skutečnost jsme využili již v [1] a navrhli požadované indexy 
směrovosti elementu dSA nahradit indexy směrovosti získanými za fiktivního 
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předpokladu, že každý element vyzařuje vše jen do své výseče. Při mechanickém užití 
stejného zjednodušení pro dno a víko pece však v některých případech docházelo 
k větším odchylkám od výsledků dle [4]. Zejména pak v případě, že element dSA byl 
v blízkosti dna nebo víka pece. 

Uvedené problémy se však v [2] podařilo odstranit důsledným uplatněním 
výchozího tvrzení, pokud se vztáhlo na nekonečně dlouhou válcovou plochu, která je 
prodloužením válcové plochy vnitřní stěny pece (obr. 3). Na obr. 3 jsou charakteristické 
plochy kelímku a pece kresleny jako průhledné, uvedené prodloužení na interval 
(-∞, +∞) je naznačeno světlejšími čarami. 

Při výpočtu indexu směrovosti pro mezikruží dna nebo víka pece je třeba 
poloměrům r1 a r2 nejprve přiřadit výšky h1 a h2 (pro víko viz obr. 4). Fiktivní výška hi, 
která odpovídá určitému poloměru ri na dně nebo víku pece se získá projekcí poloměru 
ri na nekonečnou válcovou plochu. Např. pro poloměr ri z víka pece platí: 

( )( )
Ai

AAB
Ai rr

hHrRhh
−

−−
+=    . 

Základem výpočtu požadovaných indexů směrovosti je tedy v navrhovaném 
řešení integrál I(h1,h2) pro výpočet množství záření na část pláště (elementární) výseče 
nekonečně dlouhé válcové plochy mezi výškami h1 a h2. 

V [2] byl integrál I(h1,h2) uveden jen pro svislý element, ze kterého je „vidět“ 
celý plášť elementární výseče. Integrál byl normován tak, aby na intervalu (-∞, +∞) 
nabýval hodnotu 1 (1 je dle definice požadovaná hodnota pro součet indexů směrovosti 
elementu dSA na všechny viditelné plochy). Na stejném principu bylo nyní odvozeno 
vyjádření integrálu I(h1,h2) pro element dSA z pláště konvexního kelímku (viz obr. 5). 
Element dSA konvexního kelímku může zářit jen na stěnu, víko a dno kelímku (tj. 
nemůže zářit na žádnou část kelímku). 

 
   Obr. 2. Vodorovný řez kelímkovou pecí 

 
Obr.3. „Prodloužení“ stěny pece 

 
     Obr. 1. Index směrovosti pro záření 
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Integrál I(h1,h2) pro element dSA konvexního kelímku: 

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( ) 













⋅

−+−

−⋅−
⋅+⋅

−+−

−
⋅⋅= ∫∫ dh

hhrR

hhrR
dh

hhrR

rR
hhI

h

h AAB

AAB
K

h

h AAB

AB
K

2

1

2

1

222

2

222

3

21 sincos2, αα
π

 

Pokud kolmice elementu dSA není vodorovná (αK = 0), ale svírá s vodorovnou 
rovinou úhel αK > 0 (obr. 5), je horní mez integrálu I(h1,h2) dána průsečíkem tečné 
roviny určené elementem dSA a pláště elementární výseče (h = hπ/2). Je-li hπ/2 > H, září 
element dSA na víko až od poloměru rπ/2. Integrálem I(h1,h2) lze přímo vyjádřit indexy 
směrovosti i pro mezikruží dna od poloměru rA . Index směrovosti pro mezikruží dna 
určeného poloměry r-π/2 a rA má hodnotu 1-I(-∞,hπ/2). 

Závěr 
Návrh přibližného výpočtu místního indexu směrovosti pro konvexní kelímek 

lze jednoduše využít při výpočtech přenosu tepla radiací nejen v případě, že teplota pece 
je konstantní, ale i v případě, že teplota stěny závisí na vzdálenosti od dna pece a teplota 
dna a víka pece na vzdálenosti od osy pece. Aby bylo možno provádět uvedené výpočty 
pro obecný tvar kelímku, je třeba rozšířit návrh i na případy, kdy nějaká část kelímku 
září i na kelímek. 
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Abstract: We show a practical application of numerical methods in biochemistry.
We employ the Michaelis-Menten’s model for enzyme kinetics. Given the experimen-
tal data, we find a dependence of a reaction rate on a concentration of a substrate.
In a first part, the problem is linearized and then solved by the least squares method.
In a second part, we do not use linearization and solve the original problem by the
Newton’s method for systems of non-linear equations. We conclude our contribution
with a comparison of both approaches and results. This solved exercise is a part of
the new set of teaching materials we have prepared for a new bachelor’s programme
Applied Sciences and Technology at VŠB – Technical University of Ostrava.

1 Introduction

A bachelors programme Applied Sciences and Technologies belongs among univer-
sity study programmes. The students are provided a broad foundation in natural
sciences such as mathematics, physics and chemistry together with a portion of
computer science and rudiments of applications in various fields of engineering. We
put the strong accent on the theoretical aspects of engineering which allows our
graduates to develop an interdisciplinary way of thinking and to be able to handle
engineering problems with efficiency and bold creativity. For this purpose we devel-
oped a collection of solved exercises where we (besides other things) showed usage
of numerical methods in applied sciences (see [4]). In what follows you can taste a
flavour of one of the examples we elaborated.
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2 Michaelis-Menten kinetics

Michaelis-Menten is one of the best-known models for enzyme kinetics ([2, p. 7]).
The model takes the form of an equation

v(x) =
a1x

a2 + x
,

relating a reaction rate v to a concentration of a substrate denoted by x. Constants
a1 and a2 are unknown.

Analyze the experimental data (see Table 1) and find appropriate values of con-
stants a1 and a2.

xi [10−4 mol · dm−3] 2.267 2.703 3.575 4.098 4.098 3.974 4.211

vi [10−8 mol · dm−3 · s−1] 1.220 2.451 4.897 9.780 14.688 19.576 24.483

Table 1: The experimental data

3 Solution with linearization

The original equation

v =
a1x

a2 + x

can be rewritten into an equivalent form

1

v
=

a2 + x

a1x
⇒ 1

v
=

a2
a1
· 1

x
+

1

a1
.

After substitutions V := 1
v
, X := 1

x
, A := 1

a1
and B := a2

a1
, it becomes

V = BX + A.

A manoeuvre we have just described is called a linearization (see [1, p. 201]) of
a problem. Considering the new variables X and V we obtain a transformed data,
see Table 2.

Xi 0.441 0.370 0.280 0.244 0.244 0.252 0.238

Vi 0.820 0.408 0.204 0.102 0.068 0.051 0.041

Table 2: The linearized data

To acquire reasonable values of constants A and B we employ the least square
method (see [3, p. 85] or [5, p. 431]) for the modified problem. Hence, our goal is
finding a minimum of the function

Ψ(A,B) =
∑
i

[
(BXi + A)2 − Vi

]2
.
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First, we compute the partial derivatives of Ψ and we set both of them equal
zero.

∂Ψ

∂A
= 2

∑
i

(BXi + A− Vi) = 0,

∂Ψ

∂B
= 2

∑
i

(BXi + A− Vi)Xi = 0.

After straightforward modification we get the normal equation in a matrix
form ( ∑

i 1
∑

i Xi∑
iXi

∑
i X

2
i

)(
A

B

)
=

( ∑
i Vi∑

i XiVi

)
.

The normal equation is easily solvable with use of Matlab.

>> x = [2.267 2.703 3.575 4.098 4.098 3.974 4.211];

>> v = [1.220 2.451 4.897 9.780 14.688 19.576 24.483];

>> X = 1./x;

>> V = 1./v;

>> [7 sum(X); sum(X) sum(X.^2) ]\[ sum(V); sum(X.*V)]

ans =

-0.8054

3.5455

Therefore A = −0.8054 and B = 3.5455. If we go back to the original unknowns,
we end up with

a1 =
1

A
= −1.2416, a2 =

B

A
= −4.4022,

hence vL(x) =
−1.2416x

−4.4022 + x
.

4 Solution without linearization

The linearization leads to a great simplification of the problem. Nevertheless, we pay
a price for this simplicity as the resulting function is not necessarily the best fit in
the least-squares sense. Now, we carry out a computation without the linearization
trick. We are looking for a minimum of a function

Ψ(a1, a2) =
∑
i

(
a1xi

a2 + xi

− vi

)2

.

We compute the partial derivatives of Ψ and we set both of them equal zero.

∂Ψ

∂a1
= 2

∑
i

(
a1xi

a2 + xi

− vi

)
xi

a2 + xi

= 2
∑
i

(
a1x

2
i

(a2 + xi)2
− xivi

a2 + xi

)
= 0,

∂Ψ

∂a2
= 2

∑
i

(
a1xi

a2 + xi

− vi

)
−a1xi

(a2 + xi)2
= −2

∑
i

(
a21x

2
i

(a2 + xi)3
− a1xivi

(a2 + xi)2

)
= 0.
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We adjust the equations by cancelling the constants 2 and −2. Moreover, we
denote the functions by f1 and f2 and rewrite the equations as

f1(a1, a2) =
∑
i

(
a1x

2
i

(a2 + xi)2
− xivi

a2 + xi

)
= 0,

f2(a1, a2) =
∑
i

(
a21x

2
i

(a2 + xi)3
− a1xivi

(a2 + xi)2

)
= 0.

The computation is carried out in Matlab. We begin with definitions of vectors
x, v and functions f1, f2. Take notice of a vector A as an input variable of the
functions.

>> x = [2.267 2.703 3.575 4.098 4.098 3.974 4.211];

>> v = [1.220 2.451 4.897 9.780 14.688 19.576 24.483];

>> f1 = @(A)sum(A(1)*x.^2./(A(2)+x).^2-x.*v./(A(2)+x));

>> f2 = @(A)sum(A(1) .^2*x.^2./(A(2)+x).^3-A(1)*x.*v./(A

(2)+x).^2);

We have obtained a rather difficult system of equations but with the assistance
of the Newton’s method (see [3, p. 31] or [5, p. 283])may gain at least an ap-
proximate solution. We need to find a Jacobi matrix of the mapping f(a1, a2) =
(f1(a1, a2), f2(a1, a2))

> which is

Jf (a1, a2) =


∂f1
∂a1

(a1, a2)
∂f1
∂a2

(a1, a2)

∂f2
∂a1

(a1, a2)
∂f2
∂a2

(a1, a2)

 =

=


∑
i

x2
i

(a2 + xi)2

∑
i

−2a1x
2
i

(a2 + xi)3
+

xivi
(a2 + xi)2∑

i

2a1x
2
i

(a2 + xi)3
− xivi

(a2 + xi)2

∑
i

−3a21x
2
i

(a2 + xi)4
+

2a1xivi
(a2 + xi)3

 .

Assuming Jf is regular at points where necessary, the Newton’s method defines
a sequence (ak) such that

a0 = (−1.2416,−4.4022)> (i.e., the result of linearized problem),

ak+1 = ak − Jf (ak)−1 f(ak).

Then, we define the Jacobian matrix in Matlab.

>> Jf = @(A)[sum(x.^2./(A(2)+x).^2),

sum(-2*A(1)*x.^2./(A(2)+x).^3+x.*v./(A(2)+x).^2);

sum (2*A(1)*x.^2./(A(2)+x).^3-x.*v./(A(2)+x).^2),

sum(-3*A(1)^2*x.^2./(A(2)+x).^4+2*A(1)*x.*v./(A

(2)+x).^3)];
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We pick a result of the linearized problem as an initial approximation and ac-
complish the first step of the Newton’s method. We also save the computed value
into the variable X.

>> X = [ -1.2416; -4.4022];

>> Xnew = X-inv(Jf(X))*[f1(X);f2(X)], X=Xnew;

Xnew =

-1.2411

-4.4224

We repeat the last command while the visible digits of the approximation vector
Xnew change.

% After several repetitions:

>> Xnew = X-inv(Jf(X))*[f1(X);f2(X)], X = Xnew;

Xnew =

-1.6433

-4.5168

We may conclude that

a1 = −1.6433, a2 = −4.5168

is a good approximation of the problem and hence

vN(x) =
−1.6433x

−4.5168 + x
.

5 Comparison of results

Let us summarize our results

vL(x) =
−1.2416x

−4.4022 + x
, vN(x) =

−1.6433x

−4.5168 + x
.

The linearization is a very useful tool which may help us handle problems that
would be unsolvable otherwise. Nevertheless, as we observe in the Table 3 and in
the Figure 1, the results obtained by linearization may be distorted in general.

Finally, let us show the sums of squares of both results which allows to measure
an accuracy in sense of least squares (”the smaller the better”). Their difference is
less negligible than one would probably expect∑

i

(vL(xi)− vi)
2 = 125.9015,

∑
i

(vN(xi)− vi)
2 = 103.9764 .

We hope this exercise teaches a lesson that every problem in numerical mathe-
matics permits many solutions. It can be very useful to use a simplified model of
the situation. Nevertheless, you cannot expect to obtain the same result as if you
do all the hard work.
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xi vi vL(xi) vN(xi) (vL(xi)− vi)
2 (vN(xi)− vi)

2

2.2670 1.2200 1.3182 1.6559 0.0097 0.1900
2.7030 2.4510 1.9751 2.4489 0.2265 0.0000
3.5750 4.8970 5.3660 6.2378 0.2199 1.7979
4.0980 9.7800 16.7261 16.0799 48.2482 39.6882
4.0980 14.6880 16.7261 16.0799 4.1538 1.9373
3.9740 19.5760 11.5229 12.0311 64.8519 56.9257
4.2110 24.4830 27.3451 22.6290 8.1915 3.4375

Table 3: Comparison of results
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Figure 1: Comparison of results and data
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Streszczenie: Struktura zużycia energii w Polsce uwarunkowana jest historycznie i wynika z głębokiej dominacji 
sektora wydobywczego paliw stałych. Dominacja ta znajdowała podstawę w bogatych zasobach węgla 
kamiennego i brunatnego, jak również w uwarunkowaniach społecznych, politycznych, ekonomicznych oraz 
techniczno – technologicznych. Należy zaznaczyć, że bezpieczeństwo energetyczne kraju zależy w głównej mierze 
od dostępu do źródeł energii pierwotnej, czyli zależy od surowców energetycznych [7]. W artykule omówiono 
stan aktualny i perspektywy rozwoju polskiego systemu energetycznego, w odniesieniu do prognoz Ministerstwa 
Energii. 

Abstract: Energy consumption structure in Poland is historically conditioned and is a result of strong solid fuel 
excavation sector’s dominance. This dominance had its roots in rich hard and brown coal deposits, as well as, 
social, political, economic and technological conditions. Energy security of a country is mostly dependent on its 
access to primary energy sources, thus it relies on energy resources (Szlązak J., 2015). The article discusses the 
current state and perspectives for development of Polish energy system. 

Wprowadzenie 

Polityka energetyczna Polski to jeden z głównych tematów budzących różne, czasami 

nawet skrajne emocje. Wielu ekspertów opracowuje serie prognoz w sprawie 

zapotrzebowania na energię elektryczną i jej zużycia na przestrzeni lat. Istotną rolę odgrywa 

tu pojęcie bezpieczeństwa energetycznego kraju oraz wpływ organizacji międzynarodowej 

jaką jest Unia Europejska. Konieczność zapewnienia ciągłości dostaw nakłania do 

formułowania rozwiązań zorientowanych na prawidłowy rozwój sektora energetycznego. 

Rozwój sektora energetycznego pozwala na wykorzystanie wielu zasobów materialnych, 

technologicznych i ludzkich. Dzięki niej istnieje możliwość dokonywania rzeczy kluczowych 

i pomocnych [9].  

Ograniczone zasoby surowców mineralnych stanowią poważne zagrożenie dla 

bezpieczeństwa energetycznego, zatem wykonano nowoczesne opracowania i projekty 
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ukierunkowane na rozwój energetyki. Szereg scenariuszy to opinie pozytywne i negatywne, 

które uznano za szanse dla ludzkości ale i zagrożenia.  

Energia w Polsce 

Polska energetyka w głównej mierze skupia się na pozyskiwaniu energii z paliw 

kopalnych – węgiel kamienny i węgiel brunatny oraz ropa naftowa. Od 2010 roku rozpoczęto 

pozyskiwanie ze źródeł odnawialnych [9]. 

Węgiel kamienny jest głównym paliwem w sektorze energetycznym. To właśnie na nim 

oparta jest gospodarka energetyczna w Polsce, co wynika głównie z jego dostępności na 

terenie całego kraju. Z racji, że Polska jako kraj uzależniony od surowców importowanych 

zmuszony jest do wprowadzenia szeregu zmian polepszających sytuację energetyczną 

w kraju, wykonanie planów rozwojowych, które przyniosą ogólne korzyści dla państwa. 

Według prognoz tworzonych przez Ministerstwo Gospodarki sugeruje się istotny wzrost 

zapotrzebowania na energię elektryczną [3] [6]. Wzrost ten może zaznaczać się nawet na 

poziomie 40%. Rząd polski stworzył nowy program rozwoju energetyki, który miał opierać 

się na produkcji energii z OZE, gazu i energii jądrowej. Mimo to, nadal prym w gospodarce 

wiedzie węgiel. Energia z wiatru, słońca lub biogazu może stać się nieopłacalna. Inwestycje 

wymagają dofinansowania, które obejmuje tylko krótki okres czasu. Stąd też, zapewnienie 

bezpieczeństwa energetycznego kraju sprowadza się do energetyki jądrowej [8]. 

Według danych statystycznych zapotrzebowanie na energię elektryczną brutto jest 

zróżnicowane na przestrzeni lat. W latach 2006-2015 poziom zużycia energii kształtował się 

na zbliżonym poziomie (150,7-152,8 TWh). Szacunkowo przyjmuje się, że sytuacja może 

ulec diametralnej zmianie. Prognozy sugerują, że wzrost zapotrzebowania na energię do 

końca 2030 r. może kształtować się na poziomie 217,4 TWh, co w porównaniu do 2006 roku 

stanowi 25% zwiększenia zarówno zapotrzebowania jaki  zużycia.  
Tabela 1 

Prognoza krajowego zapotrzebowania na energię elektryczną brutto [TWh] 

 
Źródło: [7] 
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Prognozy w opracowaniu [6] zapotrzebowania na moc szczytową w okresie letnim 

i zimowym oparto na projekcji zapotrzebowania na energię elektryczną, zawartej w projekcie 

Polityki energetycznej Polski do 2050 r. Zostały one wyznaczone w oparciu o analizę danych 

historycznych, relacji zachodzących pomiędzy krajowym zapotrzebowaniem na energię 

elektryczną i zapotrzebowaniem na moc szczytową dla skrajnych warunków pogodowych, co 

pokazano na rys. 1 

 

Rys. 1 Prognozy zapotrzebowania na moc elektryczną w szczycie zimowym i letnim, źródło [7]. 

Struktura paliwowa do produkcji energii elektrycznej do roku 2030 zapewnia największy 

udział węgla kamiennego i brunatnego, co łącznie daje 59%. Pozostałe źródła energii mają 

niewielki wpływ, jednakże Polska nie jest w stanie wyprodukować tyle, ile potrzebuje. 

Szczególnie jeżeli chodzi o ropę naftową i gaz zmienny (rys. 2). To powoduje, że Polska jako 

kraj nie jest niezależna energetycznie. 
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Rys. 2 Struktura paliwowa do roku 2030 [2]. 

Uzależenie energetyczne 

Wskaźnik uzależnienia energetycznego wyznacza stopień uzależnienia gospodarki od importu 

wszystkich nośników energii Poziom dywersyfikacji dostaw energii wyznacza się 

z wykorzystaniem wskaźnika Stirlinga. Obliczono go jako sumę iloczynów udziału i-tego 

nośnika energii w strukturze zasilania kraju w energię i logarytmu naturalnego tegoż 

udziału [10].  

[ ]%100

K
s Z

PW ⋅
=  

gdzie: 
P – wydobycie paliwa w danym roku 
Zk – krajowe zużycie globalne równe sumie ilości dostarczonych na rynek krajowy poszczególnych paliw 
pomniejszone o salda zapasów krajowych 

Zawirowania na Ukrainie znacząco uświadomią europejskim decydentom jak ważne 

są własne źródła energii, których import nie jest uzależniony od nikogo. Dane Eurostatu 

pokazują jasno że za rok 2012 kraje UE są zależne od importu surowców energetycznych 

i energii w 53,3%. Dania, jako jedyne państwo UE ma nadwyżkę 3,4% i nie jest uzależniona 

od importu surowców. Polska na tle krajów europejskich nie wypada źle i z poziomem 30,7% 

zależności plasuje się wśród krajów najmniej zależnych. Do państw z mniejszą zależnością 

energetyczną niż Polska można wyróżnić Czechy (25,2%), Estonia (17,2%), Rumunia 

(22,7%) i Szwecja (28,7%.). Holandia plasuje się na tym samym miejscu co Polska. 

Największe gospodarki w UE mają duży stopnień zależności energetycznej i do takich państw 

można zaliczyć: Niemcy (61,1%), Francję (48,1%.) i Wielką Brytanię (42,2%). Można 
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znaleźć także kraje, które niemal całkowicie są uzależnione od importowanych surowców 

energetycznych, jak: Luksemburg (97,4%), Belgia (74%), Hiszpania (73,3%), Włochy 

(80,8%) [4] [5].  

Podsumowanie 

Głównym celem polityki energetycznej Polski jest jak największe wykorzystanie 

swoich rodzimych surowców energetycznych. Rozwój odnawialnych źródeł energii w wielu 

krajach UE został zwolniony, a jednym z powodów są wysokie koszty, a także stabilność 

pracy OZE, która jest uzależniona od warunków pogodowych [1]. Sądzono, że elektrownie 

jądrowe to lek na całe zło, ale warto przypomnieć wydarzenia jakie rozegrały się w Japonii po 

ataku tsunami, więc energetyka jądrowa będzie budzić spore kontrowersje społeczne i jej 

rozwój może okazać się niemożliwy. Analizując sytuację rynku energetycznego i mając 

w zamyśle ograniczenie importowanego gazu i ropy, a jednocześnie wykluczyć elektrownie 

atomowe, to jedynym wyjściem jest sięgniecie po swoje rodzime surowce paliw kopalnych, 

a Unia Europejska ma ich sporo. Jednym z podstawowych surowców, a i flagowych w Polsce 

jest węgiel kamienny. Trzeba także podkreślić, że takie państwa jak: Polska, Czechy, 

Rumunia i Bułgaria, które to czerpią energię z własnych źródeł są w dużo mniejszym stopniu 

niezależne energetycznie w UE. To obrazuje jak ważne jest prognozowanie wielkości 

sprzedaży węgla, aby producenci mogli zaspokoić popyt na ten surowiec.  
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Streszczenie: Artykuł prezentuje najważniejsze regulacje środowisko dotyczące polskiej energetyki 
oraz omawia przyszłość sektora górniczego w związku z dostosowaniem się Polski do wymagań Unii. 
Wdrażanie regulacji środowiskowych dotyczących sektora energetycznego w krajach członkowskich 
Unii Europejskiej wpływa pośrednio na krajowy sektor górnictwa węgla kamiennego. Wprowadzenie 
pakietu klimatyczno-energetycznego oraz jego kontynuacja zapowiedziana na lata 2021–2030 są 
potwierdzeniem utrzymania polityki dekarbonizacyjnej prowadzonej przez Komisję Europejską. Już 
dotychczas wprowadzone regulacje, obowiązujące do 2020 r., znacząco oddziałują na pozycję węgla 
kamiennego na rynku paliw przeznaczonych do produkcji energii elektrycznej [8].  

Abstract: The article presents the most important environmental regulations in regards to Polish energy and 
discusses the future of mining sector in relation to Poland’s adaptation to European Union’s 
requirements.  Implementation of environmental regulations regarding energy sector in European Union’s 
member states, indirectly influences the national hard coal mining sector. Introduction of Climate and Energy 
Package and its announced continuation in 2021-2030 confirms the support of decarbonization policy conducted 
by European Commission. Regulations that have already been introduced, remaining in force until 2020, have 
significant impact on hard coal’s position on energy fuel market [8].  

Wprowadzenie 

Krajowe górnictwo węgla kamiennego znajduje się w kolejnej fazie przemian 
wynikających z konieczności przywrócenia opłacalności wydobycia w dobie niskich cen tego 
surowca, zarówno na rynku krajowym i światowym. Przywrócenie rentowności branży jest 
możliwe - najprostszym sposobem jest obniżenie jednostkowego kosztu wydobycia węgla, co 
można uczynić, np. przez wprowadzenie pracy w soboty, redukcję niektórych przywilejów 
pracowniczych, takich jak deputat węglowy. Ponieważ Polska, jak większość krajów świata 
jest członkiem Światowej Organizacji Handlu (WTO) i w dodatku jest członkiem Unii 
Europejskiej nie ma technicznych możliwości podniesienia ceny węgla ponad poziom cen 
światowych. Zatem należy podjąć inne działania zapewniające konkurencyjność polskiego 
węgla wobec węgla z rynku międzynarodowego, zatem należy dostosować się do regulacji 
środowiskowych. 

Główne działania instytucji europejskich oparte są obecnie na założeniach i celach 
przyjętych w pakiecie klimatycznym, które wyznaczają kierunek polityki w zakresie redukcji 
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emisji z sektora wytwarzania energii elektrycznej i ciepła. Działania podejmowane przez 
Komisję Europejską skierowane są z jednej strony na ograniczenie szkodliwych emisji 
zanieczyszczeń i gazów cieplarnianych pochodzących przede wszystkim z sektora 
wytwarzania energii elektrycznej, a z drugiej strony na promocję i wspieranie rozwoju 
jednostek wytwórczych wykorzystujących odnawialne zasoby energii (OZE). W celu 
realizacji wymienionych działań przyjmowane są na szczeblu unijnym odpowiednie 
dyrektywy, które następnie transponuje się do prawodawstwa krajów członkowskich. Do 
istotnych regulacji środowiskowych wdrożonych na poziomie UE, które oddziałują 
i w dalszym ciągu będą oddziaływać na sektor paliwowo - energetyczny są [7]: 

− dyrektywa Parlamentu Europejskiego i Rady 2003/87/WE w sprawie ustanowienia 
systemu handlu uprawnieniami do emisji gazów cieplarnianych, 

− dyrektywa Parlamentu Europejskiego i Rady 2009/29/WE usprawniającą i rozszerzającą 
wspólnotowy system handlu emisjami, 

− dyrektywa Parlamentu Europejskiego i Rady 2010/75/UE w sprawie emisji 
przemysłowych, 

− dyrektywa Parlamentu Europejskiego i Rady 2009/28/WE w sprawie promowania 
stosowania energii ze źródeł odnawialnych 

− dyrektywa Parlamentu Europejskiego i Rady 2012/27/UE w sprawie efektywności 
energetycznej [1] [2] [3] [4] [5] [6] 

Krajowy System Elektroenergetyczny 

Aktualnie system elektroenergetyczny w Polsce tworzą [11]: 

− Grupa Kapitałowa (GK) PGE – firma zarządzająca m.in. ponad 40-stoma elektrowniami 
i elektrociepłowniami, 8 operatorami sieci dystrybucyjnych, 7 przedsiębiorstwami sprzedaży 
detalicznej i 3 kopalniami węgla brunatnego. 

− GK Tauron – posiada moc zainstalowaną elektrowni węglowych na poziomie 5 300 MW, 35 
elektrowni wodnych (132 MW) i dwie farmy wiatrowe (61 MW), w 2011 r. producent 21,4 TWh 
energii elektrycznej, tj. 14% produkcji krajowej, a także 16% energii cieplnej w kraju. 

− GK Enea – operator elektrowni węglowej w Kozienicach (2,9 GW) i dystrybutor energii 
w zachodniej Polsce, łączna moc zainstalowana grupy to 3,1 GW. 

− EDF – operator m.in. elektrowni w Rybniku, dystrybutor energii, grupa posiada moc 
zainstalowaną 3 500 MW i odpowiada za 10% produkcji energii elektrycznej oraz 15% produkcji 
ciepła sieciowego w Polsce, grupa powstała dzięki inwestorowi francuskiemu, który wszedł na 
polski rynek w 1997 r.  

− ZE PAK – drugi co do wielkości podmiot produkujący energię z węgla brunatnego, z mocą 
zainstalowaną 2 900 MW.  

− GK Energa – jest operatorem 47 elektrowni wodnych i elektrowni węglowej w Ostrołęce.  

Zasięg terytorialny producentów pokazano na rys. 1. 
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Rys. 1 Zasięg terytorialny firm systemu elektroenergetycznego, źródło [11] 

Przez ostatnie kilkanaście lat polski sektor paliwowo-energetyczny, rozumiany jako 
kompleks elektroenergetyki, gazownictwa, ciepłownictwa, górnictwa, paliw płynnych, 
przechodził wiele różnorodnych przeobrażeń, według prognoz opracowanych przez 
Ministerstwo, w Polsce udział węgla w zapewnieniu bezpieczeństwa energetycznego będzie 
malał z 56% w roku 2010 do 33% w roku 2050 (rys. 2). 

Według prognozy zapotrzebowania na paliwa i energię do 2050 roku, przygotowanej 
przez Krajową Agencję Poszanowania Energii na zamówienie Ministerstwa Gospodarki, 
polska energetyka w połowie wieku będzie się znacznie różnić od dzisiejszej, opartej prawie 
w 90% na węglu. W prognozie tej udział węgla kamiennego w produkcji energii elektrycznej 
spadnie z obecnych ok. 48 %. do 33 % w 2050 roku. Przy czym ilość energii produkowanej 
z tego paliwa (ok. 73 TWh rocznie) ma się właściwie nie zmienić.  
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Rys. 2 Udział w produkcji energii elektrycznej wg prognoz Ministerstwa, źródło 
www.wysokienapiecie.pl 

Mimo, że Ministerstwo planuje zmniejszenie udziału węgla w zapewnieniu 
bezpieczeństwa energetycznego kraju to i tak planowane są nowe bloki węglowe, co 
pokazano na rys. 3. Wynika to głównie z zapotrzebowania na energię elektryczną, która ma 
wzrosnąć z ok. 150 TWh obecnego zużycia do blisko 230 TWh około 2040 roku. 

 

Rys. 3 Lokalizacja planowanych nowych podmiotów systemu elektroenergetycznego, źródło [11] 
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Model teoretyczny popytu na węgiel energetyczny 

Badanie wpływu polityki energetycznej, regulacji środowiskowych, czy cen paliw na 
funkcjonowanie sektora paliwowo-energetycznego wymaga zastosowania odpowiednich 
metod, bazujących na matematycznym modelowaniu złożonych systemów. Właściwe badania 
modelowe muszą być poprzedzone identyfikacją najistotniejszych czynników (w tym 
środowiskowych) oddziałujących na sektor oraz wypracowaniem sposobu na uwzględnienie 
tych czynników w modelu matematycznym [10]. 

Metoda dekompozycji, którą zastosowano, służy do wyodrębnienia poszczególnych 
składowych. Przyczynia się to, do poznania mechanizmów generujących badany ciąg, 
a w efekcie może przyczynić się do dokładności prognozy. Dekompozycję ciągu czasowego 
wielkości sprzedaży węgla energetycznego przeprowadzono [9]: 

− wyodrębniając trend, 
− wykonując zmodyfikowaną analizę harmoniczną z wykorzystaniem dyskretnej 

transformaty Fouriera. 

W efekcie otrzymano równanie modelu teoretycznego popytu na węgiel energetyczny, 
o postaci [9]: 

𝒚𝒚𝒕𝒕� = 𝒚𝒚𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕 (𝒕𝒕) − 𝒚𝒚𝑺𝑺𝑺𝑺 (𝒕𝒕) − 𝒚𝒚𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 (𝒕𝒕) + 𝒆𝒆𝒕𝒕 

gdzie: 

𝒚𝒚𝒕𝒕�  – prognozowana wielkość popytu na węgiel teoretyczny 

𝒚𝒚𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕 (𝒕𝒕) – liniowa tendencja rozwojowa 

𝒚𝒚𝑺𝑺𝑺𝑺 (𝒕𝒕) – pierwsza składowa cykliczna 

𝒚𝒚𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 (𝒕𝒕) – druga składowa cykliczna 

Zbudowany model został zaimplementowany w Visual Basic’u, dzięki czemu 
uzyskano program wspierający proces planowania w przedsiębiorstwach górniczych służący 
dostosowaniu się do zmian zachodzących na rynkach międzynarodowych. Dzięki 
opracowanemu programowi można generować prognozy popytu, a narzędzie to: 

− stanowi dokładną metodę matematyczną wyznaczenia poziomu sprzedaży,  
− uwzględnia nurt sezonowości,  
− jest elastyczne na szybkie zmiany rynkowe relacji popyt – podaż,  
− stanowi metody wspomagające optymalne wyznaczenie rozmiarów produkcji,  
− pozwala na dokładne zaplanowanie polityki kadrowej, poprzez dokładną liczbę osób 

zaangażowanych w produkcję, na rys. 4 pokazano ekran uruchomieniowy opracowanego 
oprogramowania. 
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Rys. 4 Ekran startowy programu do prognozowania popytu na węgiel energetyczny, źródło 
opracowanie własne 

Podsumowanie 

Od kilku lat, pomimo rozwoju gospodarczego, zapotrzebowanie na energię 
elektryczną nie zwiększa się znacząco, co jest w największym stopniu związane z poprawą 
efektywności energetycznej. Niewielki wzrost zapotrzebowania na energię elektryczną oraz 
wzrastający udział OZE w strukturze wytwarzania przekładać się będzie na zmniejszenie 
zapotrzebowania na paliwa kopalne. Spółki górnicze staną przed wyzwaniem ulokowania 
wydobywanego węgla na rynku [8]. Z kolei łatwy dostęp do innych surowców 
energetycznych, takich jak ropa naftowa, gaz ziemny, itp. to główne przyczyny 
„nadprodukcji” węgla. Wymusza to stosowanie przez przemysł wydobywczy 
zaawansowanych technik rozpoznania potencjalnych możliwości sprzedaży węgla, analiz 
elastyczności popytu względem ceny, ocen zachowania się konkurentów i reakcji odbiorców 
na ich zachowania. Niezbędne zatem staje się określenie zdolności frontu eksploatacyjnego, 
która zaspokoi coraz niższe, ale dalej zmienne zapotrzebowanie na węgiel kamienny. To 
uzasadnia podjęcie prac badawczych związanych z wypracowaniem metod i technik 
prognostycznych, związanych z opracowaniem modelu teoretycznego wielkości sprzedaży 
węgla kamiennego, dzięki któremu można prognozować wiarygodne wielkości.  
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Streszczenie: W artykule autorzy podjęli próbę odpowiedzi na pytanie czy istnieje możliwość 
nauczania matematyki na studiach wyższych wyłącznie za pomocą nauczania na odległość  
(e-learning), a może stosując blended learning (tzw. nauczanie mieszane). Badanie tego 
zagadnienia polegało kolejno na: 

- zapoznaniu się z literaturą przedmiotu w szczególności tej dotyczącej e-edukacji        
w szkolnictwie wyższym [2],  

- analizą platform zdalnej edukacji,  
- konfrontacją z własnym doświadczeniem autorów (kursy zamieszczone na platformie 

zdalnej edukacji Politechniki Śląskiej), 
- analizą wyników ankiet przeprowadzonych wśród studentów zarówno studiów 

stacjonarnych jak i niestacjonarnych I-go oraz II-go stopnia. 
Słowa kluczowe:  nauczanie zdalne, nauczanie mieszane, platforma zdalnej edukacji 
 
Abstract: The authors attempted to answer the question whether it is possible to teach 
mathematics in higher education exclusively by means of distance learning, perhaps using 
blended learning. In this article the authors presented the analysis of the results of surveys 
conducted among students. 
Key words: e-learning, blended learning, e-learning platform 
 

1. Wprowadzenie – „e-edukacja“ w szkolnictwie wyższym oraz narzędzia do jej 
realizacji 

Termin e-edukacja (inaczej e-nauczanie lub e-uczenie się) na świecie określany jako       
e-learning to proces edukacyjny odbywający się w przestrzeni pozaszkolnej. Wywodzi się on 
z koncepcji edukacji na odległość (distance learning, distance education), który to proces 
wykorzystuje nowoczesne urządzenia multimedialne (komputery stacjonarne, komputery 
przenośne, urządzenia mobilne). „Nauczanie na odległość jest to metoda prowadzenia procesu 
dydaktycznego w warunkach, gdy nauczyciele i uczniowie (studenci) są od siebie oddaleni 
(czasami znacznie) i nie znajdują się w tym samym miejscu, stosując do przekazywania 
informacji - oprócz tradycyjnych sposobów komunikowania się - również współczesne, 
bardzo nowoczesne technologie telekomunikacyjne, przesyłając: głos, obraz wideo, 
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komputerowe dane oraz materiały drukowane. Współczesne technologie umożliwiają również 
bezpośredni kontakt w czasie rzeczywistym pomiędzy nauczycielem, a uczniem za pomocą 
audio- lub wideokonferencji, niezależnie od odległości, jaka ich dzieli." [5]  

W praktyce stosuje się również kształcenie w trybie mieszanym z angielskiego zwane 
blenden learning, które jest formą uczenia się, łącząca w sobie zajęcia tradycyjne 
(bezpośredni kontakt z prowadzącym) z aktywnościami prowadzonymi zdalnie przy pomocy 
komputera lub urządzenia mobilnego. W praktyce oznacza to, że  w porównaniu do 
tradycyjnego modelu, uczestnicy biorący udział w kursie wykorzystującym blended learning, 
mogą spotykać się tylko sporadycznie w celu weryfikacji wiedzy, przyswajanej za pomocą 
komputera. W USA blended learning staje się stopniowo podstawową metodą stosowaną na 
szczeblu szkolnictwa wyższego. Szacuje się, że nawet 93% wykładowców i asystentów 
stosuje tą technikę nauczania w swoim instytucie. Szkolenie metodą blended learning składa 
się z szkolenia multimedialnego, warsztatów, testów interaktywnych, gier symulacyjnych, 
animacji, wideokonferencji, mentoringu, opieki merytorycznej kursu oraz spotkania                   
z ekspertem. 

Na rynku dostępnych jest wiele produktów umożliwiających projektowanie oraz realizację 
działalności dydaktycznej w e-edukacji. Do dyspozycji są zarówno narzędzia komercyjne jak 
i oprogramowanie zgodne z licencją open source (tzw. wolne oprogramowanie).  

Przykładami takiego oprogramowania typu open source są platformy  ATutor, Claroline, 
Ilias, Manhattan Virtual Classroom oraz platforma wykorzystywana na Politechnice Śląskiej 
Moodle. Wymieniono tylko niektóre z nieodpłatnych platform e-learningowych  w większości 
rozwijanych na uczelniach wyższych. 

Na Politechnice Śląskiej korzysta się z platformy Moodle (http://platforma.polsl.pl/), która 
w ostatnim czasie stała się jednym z głównych narzędzi e-edukacji. Warto podkreślić,            
że system ten został przetłumaczony również na wersję polską. Platforma Moodle może 
zostać zainstalowana nieodpłatnie na dowolnym serwerze pracującym w systemach Windows, 
Linux i Mac OS z zainstalowana obsługa aplikacji sieciowych korzystających z języka PHP 
połączonego z obsługa baz danych MySQL lub PostageSQL. Użytkownicy chcący korzystać 
z systemu muszą mieć dostęp do Internetu oraz korzystać z dowolnej przeglądarki stron 
WWW ( https://moodle.org).   

Platforma Moodle jest systemem zarządzania nauczaniem LCMS  (Learning Content 
Management System), który umożliwia zarówno zarzadzanie materiałami edukacyjnymi jak             
i wspomaga projektowanie oraz udostępnianie tych materiałów. Pozwala na zarzadzanie 
procesami nauczania zdalnego bazującymi na kursach e-learningowych, umożliwia 
komunikację między nauczycielem, studentem i administratorem systemu. Zaletą tego typu 
systemu jest możliwość organizowania procesu dydaktycznego, a także kontrolowania 
postępów studenta. Ze względu na bezpieczeństwo ważna jest możliwość zapisywania na 
kursy i kontrola dostępu do kursów. Nazwa Moodle jest skrótem mnemotechnicznym od słów 
modular object oriented dynamic learning environment (co oznacza modułowe, zorientowane 
obiektowo, dynamiczne środowisko nauczania) [6]. Platforma ta daje możliwość prowadzenia 
zajęć całkowicie w trybie online oraz jako uzupełnienie tradycyjnego nauczania. Można 
tworzyć dowolne kursy tematyczne w obrębie jednego kursu lub jako samodzielne rozłączne 
kursy. Dostępne są trzy układy treści tzw. formaty kursu. Układ tygodniowy, którego istotą 
jest podział czasowy planowanych aktywności, układ tematyczny z podziałem tematycznym 
oraz układ towarzyski dla którego istotą są fora dyskusyjne. Modularna budowa Moodle 
oznacza, że osoba tworząca kurs ma do dyspozycji wiele modułów, z których każdy ma swoje 
zastosowanie edukacyjne. Poszczególne moduły umożliwiają: 

- Moduł ankieta umożliwia przygotowanie kwestionariusza ankiety. 

- Moduł czat pozwala uczestnikom kursu na przeprowadzenie dyskusji w trybie online. 
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- Moduł dziennik (oceny) to narzędzie komunikacji nauczyciel-uczeń. 

- Forum dyskusyjne pozwala na wymianę informacji pomiędzy uczestnikami kursu. Fora 
dyskusyjne można podzielić na zamknięte (tylko dla nauczycieli), otwarte (dla wszystkich 
uczestników) oraz wydzielone (dla określonej grupy). 

- Lekcja jest modułem służącym do przedstawiania treści edukacyjnych zarówno w formie 
tekstu jak i grafiki. 

- Moduł quizy jest to moduł istotny dla kontroli postępów nauki, służy do tworzenia 
testów składających się z pytań zarówno otwartych jak i wielokrotnego wyboru, można 
również umieszczać grafikę. Omawiany moduł pozwala na automatyczne ocenianie testów. 

- Słownik pojęć umożliwia stworzenie zbioru definicji  pojawiających się w kursie. 

- Warsztaty pozwalają na pracę grupową przy zadaniach, projektach zadawanych przez 
prowadzącego kurs. 

- Moduł zadania umożliwia zadawanie zadań uczestnikom kursu, które to zadania należy 
odesłać w określonym terminie w formie elektronicznej nauczycielowi. 

- Zasoby to zbiór materiałów dydaktycznych zapisywanych w dowolnym formacie 
(HTML, Word, PowerPoint, Flash). 

Na rysunku 1 przedstawiono panel nauczyciela na Platformie Zdalnej Edukacji 
Politechniki Śląskiej. 

 

Rys.1. Platforma Zdalnej Edukacji Politechniki Śląskiej realizowana w oparciu o platformę 
Moodle panel nauczyciela 

Gotowym systemem do nauki matematyki jest ALEKS (https://www.aleks.com/), 
stworzony w 2011 roku przez naukowców z New York University i University of California. 
ALEKS oferuje kursy głównie z matematyki ale również z innych przedmiotów (w języku 
angielskim i hiszpańskim), zarówno dla studentów jak i dla uczniów szkół podstawowych, 
gimnazjalnych i ponadgimnazjalnych. Jeśli chodzi o kształcenie na poziomie wyższym oprócz 
matematyki są też kursy z statystyki, finansów, rachunkowości (moduł biznesowy), chemii      
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i nauk społecznych. System indywidualnie i na bieżąco ocenia każdego studenta, dzięki 
sztucznej inteligencji. Na początku ocenie podlega aktualny stan wiedzy uczestnika kursu, 
poprzez test zawierający od 20-30 pytań. W zależności od wyniku testu, platforma oferuje 
wybór tematów odpowiednich dla kursanta. Po wyborze tematu przychodzi czas na jego 
opanowanie poprzez rozwiązanie problemów praktycznych. System generuje algorytmicznie  
(unikalnie) pytania, które wymagają odpowiedzi otwartych, nie ma tutaj testu wyboru, ani 
odpowiedzi typu prawda/fałsz. Jeśli uczeń nie umie poszczególnego problemu, ma dostęp do 
wyjaśnienia i teorii. Kiedy ilość poprawnych odpowiedzi jest wystarczającą na zadany temat 
ALEKS uważa, że temat został opanowany i student wybiera inny temat do nauki. System 
obrazuje postępy uczestnika kursu w postaci wykresu kołowego. 

Kolejnym wartym uwagi projektem dedykowanym do nauki matematyki w sieci jest 
ActiveMath (DFKI, Saarland University). ActiveMath został opracowany pod kierunkiem dr 
Erica Melisa w 1999 roku (http://www.active-maths.co.uk/). Zawiera różne tematy 
realizowane zarówno w szkołach, jak i na uniwersytetach, jest również dobrym narzędziem 
do uczenia się przez całe życie. W przypadku ActiveMath istnieje również możliwość 
dostosowania poziomu do indywidualnej wiedzy kursanta i jego celów edukacyjnych. System 
zawiera informacje na temat postępów uczniów. Mamy tutaj pytania testowe, w przypadku 
prawidłowej odpowiedzi, system poinformuje studenta, że odpowiedź jest poprawna                     
i prezentuje kompletne rozwiązanie. W przypadku odpowiedzi niepoprawnej sugeruje, aby 
spróbować ponownie lub poprosić o podpowiedź. Kilkakrotna podpowiedź, pozwala uzyskać 
kompletne rozwiązanie. ActiveMath integruje kilka funkcji i narzędzi. Do powyżej 
omówionych systemów dostęp jest płatny. 

Interaktywna edukacyjna platforma 4math (http://4math.ms.polsl.pl/) pomocna           
w nauce matematyki jest projektem zrealizowanym na Politechnice Śląskiej przez 
pracowników Instytutu Matematyki i Informatyki [3]. Platforma jest zbiorem zadań z różnych 
tematów. W przypadku problemu z rozwiązaniem kursant ma możliwość odwołania się do 
teorii (e-books)  lub może uzyskać wskazówkę na danym etapie rozwiązania zadania. Zadania 
mają różny stopień trudności w obrębie różnych gałęzi matematyki. Popełniane błędy 
użytkowników są rejestrowane, analizowane, a następnie stają się podstawą do utworzenia 
listy ćwiczeń dostosowanych indywidualnie do poziomu wiedzy studenta. W przypadku 
powtarzających się trudności zalecane są dodatkowe sesje treningowe. System 4math 
uwzględnia potrzeby osób niepełnosprawnych, zwłaszcza niewidomych i niedowidzących. 

Zdalne nauczanie studentów niewidomych i niedowidzących jest jednym z elementów 
innowacyjności w projekcie. Platforma zbudowana jest jednocześnie w dwóch językach: 
polskim i angielskim. Opcja związana z językiem angielskim jest pomocna zarówno dla 
studentów z zagranicy jak i dla polskojęzycznych studentów studiujących w języku 
angielskim, którzy mają trudności z asymilacją określonych pojęć i terminów, których 
znajomość wymagana jest już w trakcie pierwszego roku studiów. Użytkownicy mogą 
słuchać terminów, zwrotów i formuł matematycznych nagranych przez nauczyciela. 
Platforma 4math wykorzystuje elementy konstruktywistycznej teorii uczenia się, które skupia 
się na aktywizacji studentów i ich motywacji poprzez dostosowanie poziomu trudności do 
poziomu wiedzy uczącego się i stopniowania poziomu trudności kolejnych zadań. Twórcy 
platformy planują poszerzyć platformę o moduły z innych dyscyplin naukowych                        
(np. matematyki dla ekonomistów, statystyki, fizyki, chemii i mechaniki, etc.). 

2. Za i przeciw nauczaniu matematyki w formie zdalnej – ankiety studentów  

Krótkie wprowadzenie wskazuje na dużą ilość i różnorodność narzędzi, kursów                      
i materiałów, zarówno darmowych jak i płatnych pomocnych w e-nauczaniu. Wszystko to ma 
ułatwić i pomóc studentom w przyswojeniu nie tylko matematycznej wiedzy teoretycznej, ale 
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i praktycznych umiejętności, jednak istotne są pytania: Czy studenci i na ile korzystają z tych 
ułatwień? Co sądzą na temat nauki matematyki w formie zdalnej?  

W celu odpowiedzi na powyższe pytania autorzy artykułu przeprowadzili ankiety wśród 
studentów Politechniki Śląskiej. W ankiecie uczestniczyło 118 studentów Politechniki 
Śląskiej w tym 29 studentach studiów zaocznych stopnia I Wydziału Górnictwa i Geologii, 20 
studentach studiów dziennych stopnia II Wydziału Górnictwa i Geologii oraz 69 studentach 
studiów dziennych stopnia I Wydziału Transportu. Dzięki takiemu doborowi uczestników 
ankiety zbadano również różnice w poglądach studentów różnych wydziałów i typów 
studiów. Ankieta zawierała 5 pytań zamkniętych i jedno otwarte.  

 
Pytania były następujące: 
1. „Czy korzystał pan/pani z kursów e-learningowych w trakcie nauki?” 
2. „Czy korzystał pan/pani z narzędzi zdalnych do wspomagania procesu nauczania?” 
3. „Czy odniósł pan/pani korzyści z zdalnych form nauczania?” 
4. - 4a.  „Czy uważa pan/pani że zajęcia z matematyki mogą być prowadzone wyłącznie 

w formie e-learningu?” 
- 4b. „Czy uważa pan/pani że zajęcia z matematyki mogą być prowadzone w formie 
mieszanej (e-learning plus zajęcia stacjonarne)?” 

      5. „Wymień 3 zalety i 3 wady nauczania matematyki w formie zdalnej?” 
 
Wyniki ankiety przedstawiono przedstawiono w tabelkach i na wykresach. 
 
Tabela1. Pytanie 1: „Czy korzystał pan/pani z kursów e-learningowych w trakcie nauki?” 

Studenci Tak Nie Tak procentowo Nie procentowo 
Zaoczni 19 10 66 34 

II stopień 15 5 75 25 
Dzienni 63 6 91 9 
Razem 97 21 82 18 

 

 
Rys. 2: Sumaryczne wyniki pytania1 

- 77 -



 
Rys. 3: Procentowe wyniki pytania 1 z podziałem na grupy 

 
Wniosek: Można zauważyć że studenci w większości korzystają z kursów e-learningowych      
w trakcie nauki. Procentowo w wypadku studiów dziennych osiąga to nawet 91 procent. 
 
Tabela 2. Pytanie 2: „Czy korzystał pan/pani z narzędzi zdalnych do wspomagania procesu  
                nauczania?” 

Studenci Tak Nie Tak procentowo Nie procentowo 
Zaoczni 19 10 66 34 
II stopień 20 0 100 0 
Dzienni 65 4 94 6 
Razem 104 14 88 12 

 

 
Rys. 4. Sumaryczne wyniki pytania 2 
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Rys. 5. Procentowe wyniki pytania 2 z podziałem na grupy 

 
Wniosek: Na podstawie pytania drugiego można wyciągnąć wniosek że narzędzia zdalnego 
wspomagania nauczania są wykorzystywane przez większość studentów i zwiększa się on     
w miarę trwania kształcenia na studiach. 
 
 Tabela 3. Pytanie 3:  „Czy odniósł pan/pani korzyści z zdalnych form nauczania?” 

Studenci Tak Nie Tak procentowo Nie procentowo 
Zaoczni 20 9 69 31 
II stopień 20 0 100 0 
Dzienni 67 2 97 3 
Razem 107 11 91 9 

 
 

 
Rys. 6. Sumaryczne wyniki pytania 3 
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Rys. 7. Procentowe wyniki pytania 3 z podziałem na grupy 

 
Wniosek: Ogólnie studenci są zadowoleni z nauczania w formie zdalnej 
 
Tabela 4. Pytanie 4a: „Czy uważa pan/pani że zajęcia z matematyki mogą być  prowadzone  
                w formie  e-learningu?” 

Studenci Tak Nie Tak procentowo Nie procentowo 
Zaoczni 8 21 28 72 
II stopień 1 19 5 95 
Dzienni 31 38 45 55 
Razem 40 78 34 66 

 
 

 
Rys. 8. Sumaryczne wyniki pytania 4a 
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Rys. 9. Procentowe wyniki pytania 4a z podziałem na grupy 

 
Wniosek: Studenci nie chcą, aby zajęcia z matematyki odbywały sie tylko w formie zdalnej. 
 
Tabela 5. Pytanie 4b: „Czy uważa pan/pani że zajęcia z matematyki mogą być prowadzone     
                w formie mieszanej?” 

Studenci Tak Nie Tak procentowo Nie procentowo 
Zaoczni 16 13 55 45 
II stopień 15 5 75 25 
Dzienni 59 10 80 20 
Razem 90 28 76 24 

 
 

 
Rys. 10. Sumaryczne wyniki pytania 4b 

 
Rys. 11. Procentowe wyniki pytania 4b z podziałem na grupy 
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Na podstawie ankiety można wyciągnąć wniosek, że studenci są zainteresowani 
nauczaniem matematyki za pomocą e-learningu, ale uważają że powinien taki kurs mieć 
postać mieszaną. Studenci nie wyobrazają sobie, aby zajęcia matematyki odbywały się tylko 
w formie zdalnej. 
Pytanie 5: „Wymień 3 zalety i 3 wady nauczania matematyki w formie zdalnej?” 
Studenci udzielali tu bardzo różnych odpowiedzi. Z zalet najczęściej wymieniali: 
powtarzalność materiału, brak stresu, wygodę (nauka w domu), ciszę i spokój. Z wad często 
pojawiały się następujące problemy: brak motywacji, brak dostępu do Internetu, brak 
możliwości bezpośredniej odpowiedzi na pytania i brak kontroli nad postępami                      
w opanowaniu materiału. Wnioski uporządkawano w tabeli 6 przy czym kolejność ich 
występowania związana jest z częstotliwością z jaką wystąpiły w ankietach studentów . 
 
Tabela 6. Wnioski końcowe 

za przeciw 
wielokrotne odtwarzanie materiału ograniczenia kontaktów międzyludzkich, brak 

osobistego kontaktu z innymi studentami, spotkań ze 
znajomymi z grupy 

nauka w dowolnym czasie I miejscu bardzo praco i czasochłonne opracowanie kursu 
indywidualne tempo nauki brak odpowiedniej motywacji do nauki, brak 

samodyscypliny  studentów 
oszczędność czasu (brak dojazdów) brak atmosfery dopingującej do nauki 

charakterystycznej dla szkoły lub grupy 
wykorzystanie wielu form prezentacji 
materiału, większa możliwość 
zaciekawienia studenta 

konieczność posiadania predyspozycji do 
samokształcenia, doskonalenia i dokształcania 

zdobywanie wiedzy przez osoby 
niepełnosprawne  

drogi sprzęt (komputer, mikrofon), oraz szybki dostęp 
do Internetu 

zdobywanie wiedzy poprzez osoby 
zamieszkałe w miejscach poza ośrodkami 
akademickimi 

zbyt dużo czasu spędzonego przed komputerem  

kształcenie bezstresowe brak bezpośredniego kontaktu z prowadzącym 
brak możliwości 
przyspieszenia/opóźnienia  tempa zajęć i 
pominięcia pewnych fragmentów 

Kodowanie w formie elektronicznej i przekaz nawet 
niezbyt złożonych treści wymaga wygenerowania 
znacznej porcji materiałów co generuje bardzo dużą 
ilość materiału  
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Abstrakt: W artykule przestawiono analizę wieku emerytów górniczych pobierających 

świadczenie z Zakładu Ubezpieczeń Społecznych oraz jego zestawienie z ogółem polskich 

emerytów. Podjęto próbę zidentyfikowania problemów wynikających z wykonywania pracy 

górniczej w istniejących warunkach geologiczno-górniczych. 

 

Abstract: The article presents an analysis of the age of retirement mining receiving payment 

from the Social Insurance Institution and its statement of total Polish pensioners. An attempt 

was made to identify the problems arising from the performance of mining work in the 

existing geological and mining conditions. 

 

 

1. Wstęp 

 

 Tradycyjne podejście do problemów zdrowotnych górników opiera się na analizie 

zapadalności na choroby zawodowe. Jednak analizy te wymagają uzupełnienia  

o wnioski z zaistniałych zgonów naturalnych oraz sytuacji zdrowotnej emerytów górniczych.  

Celem tej pracy jest sprawdzenie czy możliwe jest, aby warunki wykonywania pracy 

górniczej miały wpływ na stan zdrowia a co za tym idzie na długość życia górników. Przyjęte 

założenia polegają na zestawieniu danych dotyczących osób pobierających emerytury 

górnicze z ogółem emerytów pobierających świadczenie z Funduszu Ubezpieczeń 

Społecznych (z wyłączeniem emerytów górniczych). Górnicy jak inne wybrane grupy 

zawodowe w Polsce otrzymały przywilej przejścia na tak zwaną „wcześniejszą emeryturę”. 

Zgodnie z tak zwaną Ustawa Emerytalną: „Prawo do górniczej emerytury, bez względu na 

wiek i zajmowane stanowisko, przysługuje pracownikom, którzy pracę górniczą wykonywali 

stale pod ziemią i w pełnym wymiarze czasu pracy przez okres co najmniej 25 lat(…)”[4]. 
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Nie jest to jedyna opcja, gdyż na emeryturę górniczą mogą również przejść osoby spełniające 

jednocześnie trzy poniższe warunki: 

 ukończyły 55 lat, 

 mają zaliczony „okres pracy górniczej wynoszący łącznie z okresami pracy 

równorzędnej co najmniej 20 lat dla kobiet i 25 lat dla mężczyzn, w tym co najmniej 

10 lat pracy górniczej”[4], 

 nie przystąpiły do otwartego funduszu emerytalnego lub przekazali środki z tegoż 

funduszu na dochody budżetu państwa [4]. 

 

2. Definicja pracy górniczej 

 

 Precyzyjne wskazanie grupy pracowników, których obejmuje przywilej przejścia na 

emeryturę górniczą wymaga zdefiniowania pojęcia pracy górniczej, co uczynił również 

ustawodawca. Pracę górniczą wykonują pracownicy zatrudnieni: 

 pod ziemią w kopalniach węgla i innych surowców; 

 pod ziemią i przy głębieniu oraz budowie szybów  oraz w przedsiębiorstwach 

wykonujących roboty górnicze i prace remontowe pod ziemią; 

 na odkrywce w kopalniach siarki i węgla brunatnego (przy ściśle określonych 

pracach); 

 pod ziemią na stanowiskach dozoru ruchu oraz kierownictwa ruchu kopalń, 

przedsiębiorstw zajmujących się wyżej wymienionymi robotami, a także w kopalniach 

siarki i węgla brunatnego oraz innych wymienionych w ustawie; 

 w charakterze członków drużyn ratowniczych kopalń, mechaników sprzętu 

ratowniczego oraz ratowników zawodowych wykonujących obowiązki w stacjach 

ratownictwa górniczego; 

 na stanowiskach maszynistów wyciągowych na szybach oraz na stanowiskach 

sygnalistów na nadszybiach szybów w kopalniach podziemnych; 

 na stanowiskach pracy pod ziemią w nieczynnych kopalniach podziemnych; 

 na stanowiskach instruktorów zawodu wykonujących pracę w górniczych polach 

szkoleniowych zlokalizowanych pod ziemią oraz w kopalniach siarki oraz węgla 

brunatnego [4]. 

  

3. Specyfika warunków pracy górniczej  

 

 Obecnie w Polsce po zasoby węgla sięga się coraz głębiej oraz wyrobiska 

eksploatacyjne zlokalizowane są coraz dalej od szybów co ma znaczący wpływ na 

pogorszenie warunków pracy. W związku z powyższym rośnie ilość i natężenie zagrożeń 

naturalnych należy również uwzględnić zagrożenia techniczne spowodowane przede 

wszystkim stosowanym sprzętem, technologiami oraz energią [3]. Liczba i intensywność 

występujących zagrożeń zależy przede wszystkim od rodzaju wykonywanej pracy oraz 

lokalizacji stanowiska pracy pod ziemią. Pracownicy wykonujący pracę górniczą  

w większości pracują w zapyleniu, dołączając do tego  tzw. mikroklimat gorący (wysoka 

temperatura oraz wilgotność powietrza), wydłużony czas dojścia do stanowisk pracy,  

zainstalowane maszyny oraz stosowane technologie generujące hałas i wiele innych zagrożeń 

mechanicznych. Obciążeniem jest również stres wynikający z obawy o życie swoje oraz 

współpracowników wynikający ze świadomości, że w każdej chwili może dojść do aktywacji 

zagrożeń naturalnych. Przykładowo sama atmosfera kopalniana to taka w której występują 

gazy szkodliwe dla zdrowia, istnieje możliwość zapalenia lub wybuchu gazów oraz pyłu 

węglowego [2]. Oczywiście lista zagrożeń w pracy górniczej obejmuje wiele innych zagrożeń 

i narażeń w efekcie otrzymujemy jedną z najcięższych obecnie prac zawodowych.   
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4. Charakterystyka emerytów górniczych 

 

 Dyskusja o konieczności zniesienia tak zwanych przywilejów górniczych okresowo 

powraca. Czy na pewno to emerytury górnicze stanowią nadmierne obciążenie systemu 

emerytalnego? Emeryci górniczy stanowią niecałe 4 procent polskich emerytów, co zostało 

zobrazowane na Rysunku 4.1, gdzie obliczono stosunek emerytów górniczych do wszystkich 

pozostałych emerytów pobierających świadczenia z Funduszu Ubezpieczeń Społecznych  

(z wyłączeniem emerytur górniczych) [5].    

 
 

Rysunek 4.1 Stosunek emerytów górniczych do ogółu emerytów. 
 

 Istotnym z punktu widzenia założeń tej pracy było również sprawdzenie jaki jest 

średni wiek emerytów w poszczególnych grupach. Analizę przeprowadzono na podstawie 

danych z lat 2011-2014 [5], wyniki zobrazowano na Rysunku 4.2. Wcześniejsze 

przechodzenie górników na emeryturę powoduje, że znacząco spada w tym przypadku średnia 

wieku średnio rocznie o około 7 lat.    

 

 
Rysunek 4.2 Średni wiek emerytów w Polsce w latach 2011-2014 

 

 Pozytywnym wnioskiem płynącym z prezentowanych danych jest to, iż średni wiek 

emerytów rośnie w obu przypadkach co pokazują wyznaczone na wykresie linie trendu. 
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5. Analiza porównawcza  

 

 Celem  sprawdzenia czy rzeczywiście niższa średnia wieku emerytów górniczych jest 

spowodowana tylko i wyłącznie tym, że wcześniej uzyskują prawo do świadczeń dokonano 

podziału danych na 7 grup wiekowych:  

 54 lata i mniej, 

 55-59 lat, 

 60-64 lat, 

 65-69 lat, 

 70-74 lat, 

 75-79 lat, 

 80 lat i więcej. 

Następnie obliczono wartości procentowe liczby osób w poszczególnych grupach wiekowych 

zarówno dla ogółu emerytów (Tabela 5.1) jak i emerytów górniczych (Tabela 5.2).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 W przypadku ogółu emerytów najliczniejsze grupy stanowią osoby w wieku od 60 do 

64 (w latach 2011-2013) oraz od 65 do 69 lat (w roku 2014), natomiast najmniej liczną grupę 

stanowią emeryci poniżej 55 roku życia. Wynika to z faktu, iż powszechny wiek emerytalny 

w latach przeprowadzania analiz nie był niższy niż 60 lat.   

 

 

 

 

Tabela 5.1 

Emeryci pobierający świadczenia z Funduszu Ubezpieczeń Społecznych 

 z podziałem na grupy 

Wiek w latach 
Rok 

2011 2012 2013 2014 

54 lata i mniej 1,9% 1,5% 1,4% 1,2% 

55-59 8,2% 5,7% 3,3% 2,9% 

60-64 27,0% 27,1% 26,4% 24,4% 

65-69 20,6% 23,0% 25,6% 27,6% 

70-74 17,3% 16,8% 16,5% 16,3% 

75-79 13,2% 13,4% 13,7% 13,8% 

80 lat i więcej 11,8% 12,5% 13,1% 13,8% 

Tabela 5.2 

Emeryci pobierający emeryturę górniczą z podziałem na grupy 

Wiek w latach 
Rok 

2011 2012 2013 2014 

54 lata i mniej  28,1%  27,1%  26,1%  25,1%

55-59  19,9%  20,1%  20,5%  21,1%

60-64  16,6%  16,7%  16,2%  16,0%

65-69  10,7%  11,2%  11,8%  12,2%

70-74  12,1%  11,5%  10,8%  10,1%

75-79  7,8%  8,2%  8,8%  9,2%

80 lat i więcej  4,8%  5,3%  5,8%  6,4%
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 Wartości w przypadku emerytów górniczych są całkowicie odmienne niż  

w poprzednim przypadku, interesującą sprawą wydaję się stopniowe zmniejszanie liczności 

grup wraz ze wzrostem wieku. Najliczniejszą grupę stanowią pracownicy w wieku poniżej 54 

lat natomiast najmniej liczną w wieku 80 lat i więcej. 

 Porównania wyników otrzymanych obliczeń dokonano w sposób graficzny poprzez 

sporządzenie wykresu (Rysunek 5.1) zestawiającego ze sobą dane zawarte w powyższych 

tabelach. 

 

 

 Zestawienie wykazało, że w najstarszej wiekowo grupie emerytów górniczych 

znajduje się ponad połowę mniej osób niż jest to w przypadku ogółu emerytów. Dołączając 

do tego informację, że przykładowo w roku 2011 górnicy pobierali emerytury średnio 4 lata  

i 9 miesięcy dłużej niż wartość obliczona dla ogółu a przechodzą na emeryturę średnio około 

20 lat wcześniej [1] należy szczególnie zainteresować się tym problemem. Otrzymane wyniki 

pokazują, że pracownicy wykonujący pracę górniczą żyją znacznie krócej niż pozostali 

zatrudnieni. Oczywiście badania te powinny być znacząco rozszerzone natomiast już na tym 

etapie widać, że może istnieć związek pomiędzy warunkami, w których wykonywana jest 

praca a stanem zdrowia i w konsekwencji długością życia pracowników.   

 

6. Podsumowanie 

  

 Emerytura górnicza jest niezbędnym przywilejem, gdyż wykonywanie pracy górniczej 

przez okres dłuższy niż 25 lat jest zbyt dużym obciążeniem dla organizmu ludzkiego. Obecne 

warunki geologiczno-górnicze towarzyszące wydobywaniu węgla kamiennego w Polsce 

powodują pogorszenie warunków pracy górników. Duża liczba zagrożeń zawodowych oraz 

ich natężenie mają wpływ na stan zdrowia zatrudnionych w podziemiach kopalń.  

 Osoby pobierające emerytury górnicze stanowią zaledwie 4% ogółu emerytów. Średni 

wiek emeryta w Polsce rośnie. Najliczniejsza grupa emerytów górniczych w analizowanym 

okresie była w wieku poniżej 54 lat, natomiast wśród ogółu emerytów w latach 2011-2013 

grupa w wieku  60-64 lat a w roku 2014 grupa 65-69 lat. Wśród emerytów górniczych 

 
Rysunek 5.1 Zestawienie udziałów procentowych poszczególnych grup wiekowych osób pobierających 

emerytury górnicze oraz ogółu emerytów, którym wypłacane są świadczenia z Funduszu Ubezpieczeń 

Społecznych. 
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zauważyć można, że wraz z wiekiem maleje liczebność grupy. Zjawisko to nie jest tak 

wyraźne w przypadku ogółu emerytów. Grupa emerytów górniczych w wieku 80 lat i więcej 

to od 4,8% do 6,4% natomiast wśród ogółu emerytów to od 11,8% do 13,8% co wynosi ponad 

połowę więcej. Podsumowując emeryci górniczy wcześniej niż pozostali przechodzą na 

emeryturę, lecz zaledwie około 5% dożywa wieku 80 lat zatem w stosunku do ogółu 

emerytów zdecydowanie wcześniej umierają. Powyższe stwierdzenia powinny być 

podstawowym argumentem w walce o pozostawienie obecnie funkcjonujących reguł 

emerytalnych umożliwiających osobom wykonującym tak wyczerpującą pracę górniczą 

wcześniejsze uzyskanie praw emerytalnych.       
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Abstrakt: W opracowaniu dokonano analizy porównawczej wyników oceny ryzyka 
zawodowego na stanowiskach mierniczego górniczego oraz geodety powierzchniowego 
zatrudnionych w dziale mierniczo-geologicznym kopalni węgla kamiennego. Ocenę ryzyka 
wykonano w oparciu o założenia metody Pięciu Kroków oraz jej wersję rozszerzoną o wpływ 
warunków klimatycznych oraz stan zdrowia pracowników. W ocenie ryzyka rozpatrzono trzy 
zagrożenia jednakowe tak dla pracy geodety powierzchniowego, jak i dołowego. 
 
Abstract: In this elaboration was done an comparative analysis of the results of professional 
risk assessment at the workstations of mining surveyor and surface surveyor employed  
in measuring – geological department of hard coal mine. A risk assessment was done using 
assumptions of the Five Steps method and this method expanded to an influence of the 
climatic conditions and health condition of workers. In the risk assessment were considered 
three of the recognized threats, same for the job of surface surveyor and mining surveyor.  
 
Słowa kluczowe: ryzyko zawodowe, identyfikacja zagrożeń, metoda Pięciu Kroków, 
rozszerzona metoda Pięciu Kroków, mierniczy górniczy, geodeta powierzchniowy 

Key words: an occupational risk, an identification of the thretas, the Five Steps method,  
an expanded Five Steps method, a mining surveyor, a surface surveyor   

 
1. Wprowadzenie 

 
Mierniczy górniczy oraz geodeta powierzchniowy to podstawowe stanowiska pracy  

w dziale mierniczym (mierniczo-geologicznym) kopalni węgla kamiennego. Osoby 
zatrudnione na tych stanowiskach odgrywają ważną rolę w prawidłowym funkcjonowaniu 
całego zakładu górniczego oraz mają znaczny wpływ na harmonogram prac poszczególnych 
jego komórek, np. działu przygotowawczego podziemnych robót górniczych [1].  

Obowiązki geodetów podziemnego i powierzchniowego wynikają z bezpośrednich lub 
pośrednich zapisów zawartych w następujących aktach prawnych: 

• Prawie geologicznym i górniczym [2], 
• Rozporządzeniu Ministra Środowiska w sprawie dokumentacji mierniczo – 

geologicznej [3], 
• Planie Ruchu Zakładu Górniczego, 
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• Studium Uwarunkowań i Kierunków Zagospodarowania Przestrzennego Gmin, na 
terenie których zakład górniczy prowadzi działalność, 

• Miejscowych Planach Zagospodarowania Przestrzeni Gmin, w granicach których 
zlokalizowany jest zakład górniczy.   

Do podstawowych zadań geodetów należą: 
• wykonywanie pomiarów sytuacyjno – wysokościowych powierzchni terenu / 

podziemnych wyrobisk górniczych,  
• aktualizacja mapy zasadniczej (mapy sytuacyjno – wysokościowej powierzchni 

terenu) / map podziemnych wyrobisk górniczych o treści niezbędne dla prawidłowego 
prowadzenia ruchu zakładu górniczego, 

• wykonywanie pomiarów realizacyjnych przy budowie powierzchniowych / 
podziemnych obiektów zakładu górniczego, 

• wykonywanie pomiarów inwentaryzacyjnych i kontrolnych obiektów oraz urządzeń 
położonych na powierzchni terenu / w wyrobiskach górniczych,    

• wyznaczanie granic filarów ochronnych na mapach powierzchni terenu / wyrobisk 
górniczych zlokalizowanych na poszczególnych poziomach wydobywczych, 

• wykonywanie pomiarów orientacyjnych podziemnych wyrobisk górniczych: 
sytuacyjnych i wysokościowych, 

• sporządzanie prognoz wpływów eksploatacji górniczej na powierzchnię terenu  
i obiekty na niej posadowione oraz projektu pomiarów deformacji powodowanych ruchem 
zakładu górniczego (geodeta powierzchniowy), 

• prowadzenie obserwacji deformacji terenu i obiektów budowlanych objętych 
wpływami eksploatacji górniczej (geodeta powierzchniowy), 

• prowadzenie dokumentacji pomiarowej, 
• prowadzenie składnicy dokumentacji mierniczej, 
• ustalanie struktury powierzchniowej / podziemnej osnowy geodezyjnej oraz lokalizacji 

punktów pomiarowych i sposobu ich stabilizacji, 
• ustalanie szczegółowego sposobu wykonywania pomiarów geodezyjnych (biorąc pod 

uwagę wymagania dokładnościowe), 
• pomiar poziomu wód gruntowych (w studniach) i powierzchniowych (w zbiornikach 

oraz ciekach wodnych) – geodeta powierzchniowy, 
• ustalanie z przedstawicielami gmin dopuszczalnych wpływów eksploatacji górniczej 

oraz warunków eksploatacji na podstawie założeń miejscowych planów zagospodarowania 
przestrzeni (geodeta powierzchniowy), 

• wykonywanie czynności związanych z przekazywaniem dokumentacji mierniczo – 
geologicznej likwidowanego zakładu górniczego do archiwum Wyższego Urzędu 
Górniczego. 

Jak widać zakres czynności obu geodetów jest bardzo szeroki. Celowym zatem wydaje się 
określenie poziomu ryzyka zawodowego, jakiemu poddani są ww. pracownicy wykonujący 
swoje obowiązki w skrajnie różnych warunkach i środowiskach pracy: w podziemnych 
wyrobiskach górniczych oraz na powierzchni terenu (z uwzględnieniem panujących 
warunków klimatycznych oraz stanu zdrowia). 

 
2. Charakterystyka osprzętowania oraz identyfikacja możliwych zagrożeń 

 
W ocenie ryzyka zawodowego na danym stanowisku pracy należy wziąć pod uwagę: 
• czynniki fizyczne, czyli związane z wykonywaniem pracy w danym miejscu oraz 

użytkowanym sprzętem pomiarowym, 
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• czynniki psychofizyczne, czyli związane z obciążeniem nerwowo–psychicznym 
spowodowanym ryzykiem wypadkowym oraz pracą w trudnych warunkach (szczególnie  
w przypadku mierniczego górniczego).  

Zatem aby rzetelnie przeprowadzić ocenę ryzyka zawodowego na stanowiskach pracy 
geodetów powierzchniowego i dołowego, należy dokonać charakterystyki sprzętu najczęściej 
przez nich użytkowanego oraz identyfikacji zagrożeń z nim związanych. 

Geodeta powierzchniowy (w zależności od charakteru wykonywanej pracy) najczęściej 
wyposażony jest w sprzęt pomiarowy o łącznej wadze wynoszącej od 9,5 do 14,5 kg. 

Podczas wykonywania pomiarów sytuacyjnych (liniowo-kątowych), geodeta korzysta  
z tachimetru z wbudowanym dalmierzem elektronicznym (średnia waga ok. 4,0 kg) lub  
z teodolitu (waga ok. 5,0 kg) i taśmy geodezyjnej o długości 50 m, ważącej ok. 2,5 kg 
(ewentualnie distomatu ważącego ok. 1,0 kg). Ponadto na wyposażenie składają się również: 
statyw drewniany o wadze ok. 3,0 kg, radiotelefon (0,5 kg), szkicownik (0,5 kg) oraz 
kolorowa farba (spray – 0,5 kg).  

Przeprowadzanie pomiarów wysokościowych (niwelacyjnych) wiąże się z koniecznością 
zabrania w teren niwelatora technicznego: optycznego bądź kodowego (o wadze 2,5 kg) lub 
precyzyjnego (waga ok. 4,0 kg), aluminiowego statywu (ważącego ok. 1,5 kg) oraz kompletu 
dwóch łat niwelacyjnych, ważących od ok. 2,5 kg (aluminiowe łaty kodowe) do 6,0 kg (łaty 
drewniane). Oprócz wymienionego sprzętu geodeta korzysta tutaj również z radiotelefonu 
(0,5 kg), szkicownika (0,5 kg) i kolorowej farby (spray – 0,5 kg). 

Praca geodety powierzchniowego w terenie wiąże się z możliwością wystąpienia szeregu 
zagrożeń, które mogą dotyczyć każdego człowieka pieszo poruszającego się w terenie. Należy 
wziąć pod uwagę zarówno zagrożenia, skutkujące przeważnie niewielkimi obrażeniami (np. 
potknięcie się i przewrócenie spowodowane niezauważeniem przeszkody lub jej zasłonięciem 
przez niesiony sprzęt), jak i te bardzo poważne w skutkach (potrącenie przez samochód 
przejeżdżający w pobliżu rejonu wykonywania pomiarów, np. podczas wykonywania 
pomiarów na punktach linii obserwacyjnej zastabilizowanych w poboczu drogi). 

Ponadto należy tutaj uwzględnić zagrożenia typowo związane z charakterem 
wykonywanej pracy. Należą do nich przede wszystkim: 

• ześlizgnięcie instrumentu (tachimetru/teodolitu/niwelatora/dystansomierza) z głowicy 
statywu spowodowane obluzowaniem śruby sercowej, skutkujące uderzeniem najczęściej  
w plecy i kończyny dolne lub zmiażdżeniem stopy, 

• ześlizgnięcie łaty niwelacyjnej z repera ściennego lub jej wypadnięcie z ręki, 
skutkujące uderzeniem w głowę oraz inne części ciała lub zmiażdżeniem stopy, 

• zerwanie stalowej taśmy geodezyjnej (ruletki) podczas wykonywania pomiaru 
odległości na skutek zbyt mocnego naciągu taśmy, powodujące najczęściej rany cięte głowy, 
tułowia i kończyn górnych, 

• wpadnięcie do studni w wyniku nadmiernego wychylenia w kierunku jej dna (podczas 
wykonywania pomiaru poziomu wód gruntowych), skutkujące znacznymi obrażeniami ciała 
lub nawet śmiercią (w przypadku studni głębokich), 

• wpadnięcie do zbiornika wodnego podczas wykonywania z łodzi pomiarów poziomu 
lustra wody oraz ukształtowania jego dna (skutkujące hipotermią lub utonięciem), 

• wpadnięcie do rury szybowej podczas pomiarów inwentaryzacyjnych zbrojenia szybu 
(skutkujące śmiercią), 

• wypadnięcie z wieży szybowej podczas wykonywania pomiarów inwentaryzacyjnych 
maszyny wyciągowej (grożące śmiercią), 

• obsunięcie zbocza zwałowiska węgla kamiennego w trakcie wykonywania pomiarów 
inwentaryzacyjnych ilości wydobytego surowca, skutkujące częściowym lub całkowitym 
zasypaniem geodety (możliwe znaczne obrażenia ciała lub śmierć) [4]. 
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Mierniczy górniczy (w zależności od potrzeb) zobowiązany jest do noszenia sprzętu 
pomiarowego o łącznej wadze wynoszącej około 10 kg. W skład pełnego osprzętowania 
wchodzić mogą: teodolit optyczny (waga ok. 3,5 kg z opakowaniem) wraz ze statywem 
drewnianym (3,0 kg) albo trzpieniami metalowymi (o wadze ok. 2,0 kg) lub niwelator 
optyczny (waga ok. 2,5 kg z opakowaniem) wraz ze statywem drewnianym (o wadze ok. 3,0 
kg), łącznie z zestawem dwóch łat niwelacyjnych (waga ok. 6,0 kg). Mierniczy powinien 
również posiadać dziennik pomiarowy (waga 0,5 kg) oraz taśmę geodezyjną o długości 50 m 
(waga ok. 2,5 kg). Dodatkowo – jak każdy pracownik zjeżdżający do wyrobisk podziemnych 
– wyposażony jest w lampę górniczą oraz aparat ucieczkowy.  

Do najczęściej występujących zagrożeń w pracy mierniczego górniczego należą: 
• wypadnięcie trzpienia metalowego z ociosu wraz z teodolitem, 
• uderzenie zerwaną stalową taśmą geodezyjną, 
• spadnięcie łaty niwelacyjnej ze stropu wyrobiska, 
• poruszające się maszyny (kolejki, przenośniki, itp.),  
• hałas generowany przez stosowane w górnictwie maszyny,  
• porażenie prądem elektrycznym,  
• przemieszczające się wyroby, półwyroby i materiały na przenośnikach, 
• urobek i kamień transportowane ładowarkami, 
• oberwanie się mas i brył skalnych ze stropu lub ociosu,  
• powierzchnie, na których możliwy jest upadek pracujących, np. nierówna  

i zawilgocona powierzchnia spągu, 
• nieprawidłowe oświetlenie, np. sztuczne, 
• zagrożenie wybuchem pyłu węglowego,  
• zagrożenie pyłami szkodliwymi dla zdrowia (frakcja wdychalna) [5]. 

    
Tabela 2.1 Porównanie osprzętowania geodetów powierzchniowego i dołowego.  
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Dołowy                         

 
Tabela 2.2 Porównanie obciążenia geodetów powierzchniowego i dołowego.  

Źródło: opracowanie własne 
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Powierzchniowy 4/5kg 2,5/1kg 3/1,5kg 0,5kg 0,5kg 0,5kg 2,5/4kg 6/2,5 kg 0,5kg 0kg 0kg 0kg 
Dołowy 0/3,5kg 2,5/0kg 3/0kg 0kg 0kg 0,5kg 2,5/0kg 6/0 kg 0,5kg 2kg 1,5kg 4kg 

 
 
3. Wytyczne do oceny ryzyka zawodowego  

 
                     Ocena ryzyka zostanie wykonana w dwojaki sposób: jako pierwsza  
z wykorzystaniem metody Pięciu Kroków (ang. Five Steps), natomiast jako druga będzie 
brana pod uwagę metoda Pięciu Kroków  poszerzona o  funkcje uwzględniające warunki 
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klimatyczne oraz stan zdrowia zatrudnionych [6] W metodzie Five Steps ryzyko jest opisane 
jako [7]: 
 

 𝑹𝑹𝟏𝟏 = 𝑷𝑷 ∙ 𝑺𝑺 ∙ 𝑭𝑭 ∙ 𝑳𝑳 (3.1) 

gdzie: 
R1 – ryzyko,  
P – prawdopodobieństwo wystąpienia zdarzenia,  
S – wielkość szkody,  
F – ekspozycja, 
L – liczba narażonych.  
 

Metoda oceny zaproponowana przez prof. Jana Szlązaka w pracy [6] uwzględnia również 
wpływ warunków klimatycznych (funkcja f2) oraz stanu zdrowia pracownika (funkcja f3) na 
wartość ryzyka, co powoduje następującą modyfikację równania (3.1): 

 

 𝑹𝑹𝟐𝟐 = 𝒇𝒇𝟏𝟏(𝑷𝑷 ∙ 𝑺𝑺 ∙ 𝑭𝑭 ∙ 𝑳𝑳) ∙ 𝒇𝒇𝟐𝟐 ∙ 𝒇𝒇𝟑𝟑 (3.2) 

gdzie: 
R2 – ryzyko,  
f1 – wartość ryzyka obliczona metodą Pięciu Kroków,  
f2 – funkcja wpływu warunków klimatycznych,  
f3 – funkcja wpływu stanu zdrowia pracownika.  

 
4. Wytypowanie pracowników do oceny ryzyka zawodowego 

 
                 Ocena ryzyka zawodowego na stanowisku geodety powierzchniowego poddani 

zostali dwaj pracownicy oznaczeni za pomocą liter A i B. Pracownik A to mężczyzna  
w wieku 46 lat,  którego staż pracy w górnictwie wynosi 21 lat, a stan zdrowia pozwala na 
wykonywanie obowiązków zawodowych. Jednakże pracownik ten wspomagany jest lekami 
na nadciśnienie tętnicze oraz obniżającymi poziom cholesterolu we krwi. Pracownik B to 
również mężczyzna, ale w wieku 32 lat, ze stażem pracy wynoszącym 8 lat. Młodszy 
mężczyzna jest całkowicie zdrowy i w bardzo dobrej kondycji fizycznej. Obliczenia na 
stanowisku mierniczego górniczego wykonano dla pracownika oznaczonego numerem 1 to 
młody (30 lat), zdrowy mężczyzna z krótkim stażem pracy w górnictwie, natomiast 
pracownik oznaczony numerem 2 (44 lata) to doświadczony mierniczy ze stażem pracy 
wynoszącym niecałe 20 lat, o stanie zdrowia w normie dla swojego wieku. 

 
5. Zestawienie wyników przeprowadzonej oceny ryzyka zawodowego 

 
                 Ocena ryzyka zawodowego przeprowadzona została dla następujących – 

spośród zidentyfikowanych – zagrożeń: wypadnięcie trzpienia metalowego wraz z teodolitem, 
uderzenie zerwaną stalową taśmą geodezyjną oraz spadnięcie łaty niwelacyjnej. Na 
wykresach zamieszczonych poniżej przedstawiono wyniki obliczeń dla 4 pracowników  
z wykorzystaniem metody Pięciu Kroków oraz metody rozszerzonej. 

Rezulataty otrzymane dla pracownika 1 zostały przedstawione graficznie na Rysunku 5.1. 
Wszystkie wyniki otrzymane dla tego pracownika znalazły sie w obszarze ryzyka niskiego, 
ale istotnego. Najwyższe wartości ryzyka otrzymano w przypadku uderzenia zerwaną taśmą 
geodezyjną – dla metody Pięciu Kroków uzyskano 16, natomiast dla metody rozszerzonej 24. 
Zagrożenia spadnięciem łaty niwelacyjnej ze stropu wyrobiska jak również wypadnięcia 
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trzpienia metalowego z ociosu wraz z teodolitem uzyskały takie same wartości ryzyka – dla 
metody Pięciu Kroków jest to 10, zaś dla metody rozszerzonej 15. 

 

 
Rysunek 5.1 Zestawienie wyników oceny ryzyka zawodowego mierniczego górniczego dla Pracownika 1 [5] 

 
W przypadku mierniczego górniczeko opisanego jako pracownik 2 wyniki dla metody 

rozszerzonej znalazły się w obszarze ryzyka wysokiego natomiast dla metody Pięciu Kroków 
w obszarze ryzyka niskiego ale istotnego co zobrazowano na Rysunku 5.2. Najwieksze 
rozbieżności uzyskano w przypadku zagrożenia uderzeniem zerwaną taśmą geodezyjną  
w przypadku metody Pięciu Kroków wartość ryzyka wyniosła 24, natomiast w przypadku 
metody rozszerzonej aż 134,4. przypadku pozostałych zagrożeń w metodzie Pięciu Kroków 
uzyskano wartość 15, zaś w metodzie rozszerzonej 84. 

 

 
Rysunek 5.2 Zestawienie wyników oceny ryzyka zawodowego mierniczego górniczego dla Pracownika 2 [5] 
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Wartości ryzyka otrzymane dla pracownika A i obliczone z wykorzystaniem metody 
Pięciu Kroków są znacznie niższe od wartości ryzyka obliczonych metodą rozszerzoną co 
zaobserwować można na rysunku 5.3. Wynika to z wartości funkcji wpływu stanu zdrowia 
pracownika na wartość ryzyka f3, wynoszącej odpowiednio 1,5 i 7,5. Zagrożenie zerwaniem 
stalowej taśmy geodezyjnej charakteryzowało się najniższymi wartościami wskaźnika ryzyka. 
W przypadku metody Pięciu Kroków wyniósł on 7,5, natomiast w przypadku obliczeń 
wykonanych metodą rozszerzoną aż 56,3. Zagrożenia ześlizgnięcia instrumentu z głowicy 
statywu oraz łaty niwelacyjnej z repera ściennego uzyskały takie same wyniki. W przypadku 
metody Pięciu Kroków wskaźnik ryzyka wyniósł 10,0, natomiast w metodzie rozszerzonej 
osiągnął wartość siedem i pół razy większą.Wartości ryzyka obliczone rozszerzoną metodą 
Pięciu Kroków przekroczyły próg ryzyka wysokiego. 

 

 
Rys. 5.3 Zestawienie wyników oceny ryzyka zawodowego dla pracownika A [4] 

 
 
Wartości wskaźnika ryzyka obliczone dla pracownika B dwiema metodami pozostały  

w obszarze ryzyka niskiego, ale istotnego co zobrazowano na rysunku 5.4. Jednakże wyniki 
uzyskane z metody rozszerzonej wskazują na około półtora razy wyższe ryzyko od wartości 
ryzyka obliczonego metodą Pięciu Kroków (we wszystkich trzech sytuacjach). Wskaźnik 
ryzyka osiągnął najniższą wartość w przypadku zagrożenia zerwaniem stalowej taśmy 
geodezyjnej, tj. 7,5 w metodzie Pięciu Kroków oraz 11,3 w metodzie rozszerzonej. Wartości 
ryzyka otrzymane dla zagrożeń ześlizgnięcia instrumentu z głowicy statywu oraz łaty 
niwelacyjnej z repera ściennego były takie same w każdej metodzie i wyniosły one 10,0  
(w metodzie Pięciu Kroków) oraz 15,0 (w rozszerzonej metodzie Pięciu Kroków). 
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Rysunek 5.4 Zestawienie wyników oceny ryzyka zawodowego dla pracownika B [4] 

 
 Wszystkie przeanalizowane przypadki pozwalają stwierdzić, iż koniecznym jest 
rozszerzenie istniejących metod oceny ryzyka zawodowego w szczególności w przypadku 
pracowników zatrudnionych w podziemiach kopalń, gdzie stan ich zdrowia oraz sprawność 
fizyczna mają niezwykle istotny wpływ. 

 
6. Podsumowanie 
           
   Wyniki przeprowadzonej oceny ryzyka zawodowego na stanowisku mierniczego 

górniczego są znacznie wyższe niż dla geodety powierzchniowego. Otrzymane wyniki oceny 
ryzyka zawodowego pozwalają stwierdzić, iż w przypadku starszych, bardziej 
doświadczonych pracowników oraz mających nawet niewykluczające z pracy  
problemy zdrowotne, wartości obliczone metodą rozszerzoną są znacznie wyższe niż  
w przypadku pracowników zdrowych i młodszych.  

 Ograniczenie liczby wypadków w tej grupie jest możliwe poprzez uwzględnienie faktu 
zwiększonego ryzyka zawodowego, a co za tym idzie, zwrócenie szczególnej uwagi na 
problemy zdrowotne tych zatrudnionych oraz wdrożenie specjalnych działań 
profilaktycznych.  

Jednym z proponowanych działań profilaktycznych jest dokładne sprawdzanie sprzętu 
pomiarowego i w razie rozpoznania usterki wymiana do na sprawny lub naprawa a także 
objęcie tych pracowników szczegółową specjalistyczną opieką lekarską. 
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Streszczenie: 

Procesy grawitacyjne wzbogacania kopalin prowadzone w ośrodku wodnym jak i 

powietrznym obarczone są pewną niedokładnością. Niedokładność ta wiążę się z 

przechodzeniem ziaren użytecznych do odpadów i odwrotnie, wyraża się ją za pomocą tzw. 

wskaźników dokładności wzbogacania, takich jak rozproszenie prawdopodobne, imperfekcja, 

trójkąt błędów i inne. W artykule przedstawiono analizę wpływu niedokładności wzbogacania 

mułów węglowych w oparciu o rozproszenie prawdopodobne na końcową wartość 

ekonomiczną otrzymanych produktów handlowych. 

Abstract: 

Processes of gravitational enrichment of minerals, conducted in water and air medium, are 

burdened with uncertainty. This uncertainty is related to usable grain migration into waste 

material and vice-versa. It is represented by so called enrichment uncertainty factors, such as 

ecarte probable, imperfection factor, triangle of errors and other. The article discusses the 

analysis of influence that coal slurry enrichment uncertainty has on economic value of 

obtained products, based on different values of ecarte probable. 

Wprowadzenie 

Przeróbka mechaniczna kopalin jako jedna z gałęzi przemysłowych, w głównej mierze 

ukierunkowana jest na  maksymalny odzysk składnika użytecznego  z urobku, 

eksploatowanego z pokładów kopalni (Blaschke S.). Główną operacją przeróbczą wchodząca 

w skład ciągu technologicznego jest tzw. proces wzbogacania, czyli proces mający na celu 

rozdział nadawy na trzy produkty finalne tzn. koncentrat, półprodukt i odpady(Poradnik 
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Górnika). Proces wzbogacania nigdy nie przebiega w sposób idealny, na skutek 

niedokładności pracy wzbogacalników następuje częściowa migracja ziaren koncentratu do 

półproduktu i odpadów. Główna przyczyna takiej sytuacji wynika z  niedokładności pracy 

maszyny, spowodowanej błędami projektowymi jak i nieprawidłową obsługą maszyny ze 

strony ludzkiej. Wzbogacanie grawitacyjne węgla kamiennego przebiega w trzech 

przedziałach wielkościowych tj.: 200- 20 mm,  20-0,5 mm i 0,5-0 mm. Największe straty 

czystych ziaren węglowych, przechodzących do półproduktu i odpadów dotyczą klas 

drobnych 20-0(0,5) mm, z szczególnym uwzględnieniem klas najdrobniejszych. 

Niedokładność pracy wzbogacalników wpływającą na przenikanie ziaren o pewnej gęstości 

do frakcji sąsiednich, przyjęto określać przy pomocy tzw. rozproszenia prawdopodobnego ep 

wyrażanego wzorem 1: 

 ep= 
𝑑𝑑𝑠𝑠75− 𝑑𝑑𝑠𝑠 25

2     (1) 

Wskaźnik ten określa jaki procent ziaren użytecznych o gęstości xi przeniknął do frakcji o 

gęstości x1-i i x1+i (Terra A., 1939, Tromp K.,1937). Rozproszenie ziaren o gęstości 𝛿𝛿𝑖𝑖 = 1,7do 

frakcji sąsiednich pokazano na rys.1. 

 
Rys.1.Rozproszenie prawdopodobne ziaren do frakcji sąsiadujących                                          

źródło: (Stępiński W., 1973) 

Wykorzystując tzw. krzywe teoretyczne rozdziału jak i niedokładność (ep) pracy maszyny, 

można przewidzieć jakimi parametrami jakościowymi charakteryzować będą się końcowe 

produkty rozdziału, wyznaczając tzw. krzywe wzbogacania (Budryk W., Stepiński W.,1954). 

Krzywe te pokazują jaką wartość użytkową będą posiadać produkty podczas prowadzenia 

procesu wzbogacania w warunkach przemysłowych. 

Analiza analityczna mułów węglowych ukierunkowana na przewidywanie jakości 
produktów wzbogacania w warunkach przemysłowych 

Drobno uziarnione sortymenty węglowe w klasie 1-0 mm zwane mułami, należą do grupy 

produktów handlowych o stosunkowo słabych parametrach jakościowych. Zwiększenie 

sprzedaży  tego typu sortymentu można zwiększyć poprzez zastosowanie wzbogacania 
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wtórnego. Proces wzbogacania wtórnego mułów można przeprowadzać na wzbogacalnikach 

spiralnych zwojowych wybranych typów tj. wzbogacalnik Reichert – LD4 lub też Krebs 2,85. 

Wzbogacalniki te charakteryzują się niskim kosztem jednostkowym wzbogacania 1 Mg 

materiału jak i  stosunkowo dobrymi dokładnością rozdziału (Blaschke W., Blaschke S., 1999). 

Aby określić jakość możliwych do uzyskania produktów rozdziału należy wykreślić tzw. 

krzywe teoretyczne rozdziału w oparciu o wzory przedstawione w tabeli 1, następnie na ich 

podstawie wyznaczyć rozproszenie prawdopodobne. W oparciu o wskaźnik niedokładności 

wzbogacania ep wyznacza się tzw. krzywe wzbogacania, przedstawiające rzeczywiste 

zawartości popiołu w otrzymanych produktach rozdziału (Róg L., 2011).  

Tabela 1. Wzory do obliczania krzywych wzbogacalności 

 

źródło: (Blaschke W., 2009) 

W oparciu o wzory przedstawione w tabeli 1 oraz wyniki rozdziału nadawy w cieczach 

ciężkich, wykreślono krzywe wzbogacalności, które przedstawiono w tabeli 2.W przypadku 

wykreślania krzywych wzbogacalności wskaźnik ep = 0. 
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Tabela 2.Współrzedne krzywych wzbogacalności mułów 

Frakcja 
gęstościowa γ [%] Σγ[%] λn[%] Σγ[%] ϑn[%] βn[%] ε'[%] ε[%] 

  
 

0 
 

 5,6 33,4 100,0 0,0 
< 1,4 40,6 40,6 11,2 100,0 11,2 48,6 86,4 54,1 

1,4 1,5 12,7 53,2 17,8 59,4 12,8 56,9 79,7 69,7 

1,5 1,6 5,4 58,6 26,7 46,8 14,1 60,8 75,3 75,6 
1,6 1,7 4,2 62,7 28,3 41,4 15,0 64,5 71,8 80,1 

1,7 1,8 7,7 70,4 42,4 37,3 18,0 70,2 62,1 86,8 
> 1,8 29,6 100,0 70,2 29,6 33,4 94,0 0,0 100,0 

    100,0               
źródło: opracowanie własne 

 

 

  Rys.1 Krzywe wzbogacalności mułów  
źródło: opracowanie własne 

 W oparciu o wyznaczone krzywe wzbogacalności i przyjętą teoretyczną wartość rozproszenia 

prawdopodobnego wynoszącą ep = 0,12 obliczono współrzędne tabela 3 i wykreślono krzywe 

wzbogacania rys.2. 

 

 

 

 

0
10
20
30
40
50
60
70
80
90

100
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

λn 

ϑ n βn ε 

έ 

- 101 -



Tabela 3.Współrzedne krzywych wzbogacania mułów 

Współrzędne krzywych wzbogacania 

∆[ g/cm3] γr [%] ϑr %] βr %] εr %] ε'r %] 

1,40 10,60 14,30 35,75 13,66 95,46 

1,50 32,26 15,50 42,04 40,98 85,06 

1,60 51,05 17,98 49,65 62,95 72,59 

1,70 66,71 21,95 56,58 78,27 56,26 

1,80 80,96 26,91 61,41 88,96 34,92 

1,90 94,21 31,59 64,27 96,89 11,11 

1,95 100,00 33,48 67,27 100,00 0,00 
źródło: opracowanie własne 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Rys.2 Krzywe wzbogacania i wzbogacalności dla ep = 0,12 

 

Jak widać na rys. 2 krzywe wzbogacania oznaczone kolorem czerwonym są znacznie 

oddalone od krzywych wzbogacalności oznaczonych kolorem zielonym. Warto tutaj dodać, iż 

obydwa zestawy krzywych dotyczą tego samego mułu węglowego z ta małą różnicą, iż w 

przypadku krzywych rzeczywistych uwzględnia się wpływ niedokładności pracy maszyny. 

Odległość dzieląca pary krzywych jakie dotyczą danego parametru  w przypadku krzywych 
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wzbogacania przekłada się na zwiększenie zawartości popiołu w koncentratach jak i 

obniżenie się zawartości popiołu w odpadach. Różnice w zawartości popiołu w otrzymanych 

produktach pokazano w tabeli 4. 

Tabela 4. Różnica w zawartości popiołu w otrzymanych produktach rozdziału 

ep = 0,0 ep = 0,12 Różnica ep = 0,0 ep = 0,12 Różnica 

ϑ [%] ϑr [%] ϑ - ϑr β [%] βr [%] β − βr 
5,6 14,30 -8,7 33,4 35,75 -2,35 

11,2 15,50 -4,3 48,6 42,04 6,56 

12,8 17,98 -5,18 56,9 49,65 7,25 

14,1 21,95 -7,85 60,8 56,58 4,22 

15,0 26,91 -11,91 64,5 61,41 3,09 

18,0 31,59 -13,59 70,2 64,27 5,93 

33,4 33,48 -0,08 94,0 67,27 26,73 

źródło: opracowanie własne 

 

Analiza danych zawartych w tabeli 4 wyraźnie pokazuje, jak wzrost wskaźnika ep przekłada 

się na pogorszenie otrzymanych produktów rozdziału, w kolumnie nr.3 i nr.6 przedstawiono 

prognozowane  różnice w zawartości popiołu w koncentracie i odpadach. Na ich podstawie 

stwierdza się, iż w przypadku koncentratu uzyskiwanego w wzbogacalniku przemysłowym 

nastąpi pogorszenie jego jakości w wszystkich frakcjach gęstościowych. W przypadku 

odpadów jedynie w pierwszej frakcji gęstościowej zauważamy obniżenie zawartości popiołu 

w stosunku do badań laboratoryjnych. Obniżenie zawartości popiołu w pierwszej 

analizowanej frakcji odpadowej nie  należy traktować jako wyznacznik dalszej tendencji 

malejącej w tej frakcji. Rezultat ten mógł być spowodowany błędem podczas 

przeprowadzania analizy densymetrycznej nadawy co przełożyło się na taki a nie inny  wynik 

końcowy. 
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Wnioski 

Przeprowadzona analiza wpływu wskaźnika dokładności wzbogacania na proces rozdziału 

mułów węglowych, wyraźnie pokazuje, iż praca urządzenia z wzrastającą wartością ep, 

przekłada się na pogorszenie jakości otrzymanych produktów z uwzględnieniem 

poszczególnych frakcji gęstościowych. Pogorszenie jakości produktów rozdziału wynikające 

z podwyższonej zawartości popiołu w kolejnych koncentratach, jak i spadającej zawartości 

popiołu w odpadach, przekłada się na spadek wartości rynkowej uzyskanych produktów 

handlowych. Kolejne zwiększanie się wskaźnika rozproszenia prawdopodobnego powodować 

będzie dalsze pogarszanie procesu rozdziału mułów aż do jego całkowitego zaburzenia. 
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Streszczenie 

Na skutek przeróbki mechanicznej węgla powstaje szereg produktów finalnych(sortymentów) 
jakie oferowane są w sprzedaży potencjalnym odbiorcom. Sortymenty te różnią się od siebie 
zarówno pod względem wielkości ziaren wielkościowym jak i jakościowym. Grupa ziaren 
najdrobniejszych zwana mułami surowymi na chwilę obecną stanowi największy problem dla 
producentów, bowiem z jednej strony posiada w sobie pewien potencjał energetyczny a z 
drugiej obciążona jest dużą ilością balastu(popiołu i siarki) co wpływa na małe 
zainteresowane ze strony nabywców. Dlatego też zasadnym staje się przeprowadzanie 
procesu wzbogacania mułów surowych w celu polepszenia ich wartości użytkowych. Na 
proces polepszenia parametrów jakościowych tego typu sortymentów wpływa szereg 
parametrów technologicznych, istotność tych parametrów zbadano w oparciu o odpowiednie 
techniki statystyczne. Jednym z współczesnych narzędzi statystycznych, pomocnych w tego 
typu badaniach, jest pakiet komputerowy STATISTICA. Pakiet komputerowy STATISTICA 
wykorzystano do przeprowadzenia następujących analiz statystycznych: określenia wartości 
oczekiwanej produktu, analizy jakości rozdziału – rozproszenia, czy efektywności procesu. W 
wyniku ich wykorzystania pokazano zależności pomiędzy wybranymi parametrami 
technologicznymi rozdziału i zmieniającymi się parametrami jakościowymi wzbogacanych 
mułów. 

Abstract 

As a result of mechanical processing of coal, a series of final products (assortments) is 
produced, which is offered for sale to potential customers. Assortments vary between one 
another, based on grain size and quality. The smallest group of grains, called the raw slurry is 
currently the biggest problem to the producers, because it has certain energetic potential but 
on the other hand it is burdened with high amount of ballast (ash and sulfur), which is 
reflected by customers showing little interest in this product. That is why it is reasonable to 
conduct enrichment of raw slurry to enhance its value in use. Enrichment process of such 
assortment is influenced by series of technological parameters, importance of these 
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parameters has been studied using appropriate statistical techniques. One of modern statistical 
analysis tools, helpful in this type of research is computer package STATISTICA. 
STATISTICA package has been used to perform following statistical analyses: designating 
expected value of the product, analysis of distribution quality – dispersion, or the effectivity 
of the process. As a result, connection has been shown, between chosen technological 
distribution parameters and changing qualitative parameters of enriched slurry. 

Słowa kluczowe: wzbogacanie węgla kamiennego, dokładność wzbogacania, analiza 
statystyczna 

Wprowadzenie 

Urobek górniczy wydobywany z dołu kopalni nie posiada parametrów jakościowych 
jakie wymagane są poprzez potencjalnych nabywców, z uwagi na zbyt duże zanieczyszczenie 
skałą płonną. Urobek ten musi zostać poddany procesom wzbogacania ukierunkowanym na 
maksymalizacje odzysku ziaren kopaliny użytecznej i jej koncentracje w jednostce objętości. 
Procesy wzbogacania kopalin oparte są na odpowiednim doborze parametrów 
technologicznych rozdziału wpływających na jakość końcową otrzymanych koncentratów 

węglowych (Poradnik Górnika 1976, Blaschke S. 2001). W większości przypadków 

parametry te powiązane są ze sobą co można przedstawić w postaci odpowiedniej analizy 
(Manowska A. 2012). 

 
Analiza laboratoryjna mułów węglowych 

Muły węglowe charakteryzujące się słabymi parametrami jakościowymi tzn. wysoka 
zawartość popiołu i siarki oraz niska wartość opałowa stanowią swego rodzaju problem dla 
zakładu przeróbcze prowadzącego procesy wzbogacania w ośrodku wodnym, jednakże 
posiada one pewien potencjał energetyczny jaki można odzyskać na drodze wzbogacania 
wtórnego. Wyniki wzbogacania wtórnego mułów węglowych na stole koncentracyjnym  
przedstawiono w tabelach 1-4, parametry technologiczne przyjęte podczas wzbogacania to 

częstość skoku płyty roboczej f= 250-220 1/min i zagęszczenie nadawy ρ= 350 g/dm3. 

Tabela 1. Wyniki badań mułu surowego w klasie < 0,6mm dla częstotliwość skoków płyty roboczej stołu  f=250 
[1/min] 

Produkt 
Wychód 

procentowy γ[%] 
Suma wychodu  

Σγ [%] 
Zawartość 

popiołu Aa[%] 
Zawartość siarki 

𝑆𝑆𝑐𝑐𝑎𝑎 [%] 
Koncentrat 1 7,22 7,22 3,06 0,45 
Koncentrat 2 9,49 16,71 4,65 0,48 
Koncentrat 3 8,06 24,77 6,38 0,45 
Półprodukt 1 17,11 41,88 17,91 0,45 
Półprodukt 2 15,48 57,36 38,43 0,43 
Półprodukt 3 17,78 75,14 54,43 0,41 

Odpad 1  10,75 85,89 78,84 0,42 
Odpad 2 12,11 98 84,45 0,9 

źródło: badania własne 

 

Tabela 2. Wyniki badań mułu surowego w klasie < 0,6mm dla częstotliwość skoków płyty roboczej stołu  f=240 
[1/min] 
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Produkt 
Wychód 

procentowy γ[%] 
Suma wychodu 

Σγ [%] 
Zawartość 

popiołu Aa[%] 
Zawartość siarki 

𝑆𝑆𝑐𝑐𝑎𝑎 [%] 
Koncentrat 1 5,42 5,42 4,65 0,5 
Koncentrat 2 8,02 13,44 7,23 0,49 
Koncentrat 3 12,74 26,18 9,15 0,48 
Półprodukt 1 19,08 45,26 19,33 0,45 
Półprodukt 2 18,57 63,83 36,41 0,49 
Półprodukt 3 12,26 76,09 50,32 0,46 

Odpad 1  10,88 86,97 76,72 0,47 
Odpad 2 13,03 100 82,23 0,94 

źródło: badania własne 

Tabela 3. Wyniki badań mułu surowego w klasie < 0,6mm dla częstotliwość skoków płyty roboczej stołu  f=230 
[1/min] 

Produkt 
Wychód 

procentowy γ[%] 
Suma wychodu 

Σγ [%] 
Zawartość 

popiołu Aa[%] 
Zawartość siarki 

𝑆𝑆𝑐𝑐𝑎𝑎 [%] 
Koncentrat 1 3,08 3,08 6,17 0,49 
Koncentrat 2 5,44 8,52 8,44 0,48 
Koncentrat 3 7,48 16 10,25 0,47 
Półprodukt 1 17,29 33,29 21,33 0,45 
Półprodukt 2 19,98 53,27 35,56 0,44 
Półprodukt 3 16,32 69,59 48,05 0,46 

Odpad 1  15,1 84,69 67,05 0,47 
Odpad 2 15,31 100 78,62 0,91 

źródło: badania własne 

 

Tabela 4. Wyniki badań mułu surowego w klasie < 0,6mm dla częstotliwość skoków płyty roboczej stołu  f=220 
[1/min] 

Produkt 
Wychód 

procentowy γ[%] 
Suma wychodu 

 Σγ [%] 
Zawartość 

popiołu Aa[%] 
Zawartość siarki 

𝑆𝑆𝑐𝑐𝑎𝑎 [%] 
Koncentrat 1 3,54 3,54 10,12 0,49 
Koncentrat 2 4,2 7,74 12,34 0,48 
Koncentrat 3 8,28 16,02 18,65 0,47 
Półprodukt 1 19,75 35,77 25,55 0,45 
Półprodukt 2 19,39 55,16 32,34 0,44 
Półprodukt 3 16,49 71,65 46,82 0,46 

Odpad 1  15,66 87,31 64,76 0,45 
Odpad 2 12,69 100 74,82 0,91 

źródło: badania własne 

 

Statystyczna weryfikacja procesu wzbogacania mułu węglowego 

Analiza statystyczna obejmowała badanie zależności zmian zawartości popiołu w każdym 
otrzymanym produkcie w odniesieniu do zmieniających się częstości skoku płyty.  

Założono hipotezę Ho, że nie ma tendencji rozwojowej o charakterze liniowym oraz 
hipotezę alternatywna H1, że występuje tendencja rozwojowa o charakterze liniowym. 
Wykorzystując oprogramowanie komputerowe znaleziono model regresyjny o równaniu: 

𝒚𝒚 = −𝟎𝟎,𝟐𝟐𝟐𝟐 𝒙𝒙 + 𝟓𝟓𝟓𝟓,𝟑𝟑𝟑𝟑       1 

Do zbadania istotności statystycznej współczynników modelu wykorzystano 
parametryczny test współczynnika rang Pearsona (Greń J., 1974, Wątroba J., 2015). Wartość 
krytyczna została odczytana z tablic rozkładu t - Studenta dla n-2 stopni swobody (n=2)oraz 
poziomu istotności α=0,05 i wynosi: 
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𝒕𝒕𝜶𝜶 = 𝟐𝟐,𝟗𝟗𝟗𝟗       2 
|𝒕𝒕| ≤ 𝒕𝒕𝜶𝜶       3 

to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Ho co oznacza, że nie udało się udowodnić 
statystycznie istotnego trendu liniowego. 

Jeżeli: 
|𝒕𝒕| ≥ 𝒕𝒕𝜶𝜶       4 

to odrzuca się hipotezę Ho na korzyść hipotezy alternatywnej H1 co oznacza, że udało 
się udowodnić statystycznie istotny trend liniowy w rozważanym ciągu czasowym. 

Dla każdego produktu rozdziału w oparciu o program komputerowy STATISTICA 
wyznaczono model regresji liniowej jak i zbadano istotność parametrów modelu (tempiryczne), 
wyniki badań odniesiono do tα=2,92 
 
Tabela 5.  Wyznaczanie modelu regresji liniowej dla  otrzymanych produktów rozdziału 

Numer 
produktu 

Model regresji 
liniowej  

Istotność parametrów modelu 
tempiryczne  

Statystyka krytyczna  

Produkt 1 y=-0,23x+ 59,35 5,5 6,11 

tα= 2,92 

Produkt2 y= -0,242x+65,22  6,84 7,81 
Produkt 3 y=-0,378x+100,19  3,47 3,89 
Produkt 4 y=-0,249x+79,59 5,44 7,39 
Produkt 5 y=0,191x-9,247 6,08 -1,25 
Produkt 6 y=0,251x-0,98 5,47 -0,84 
Produkt 7 y=0,519x-50,146 4,92 -2,02 
Produkt 8 y=0,325x+3,655 12,32 0,59 

  
t(a) t(b) 

  źródło: opracowanie własne 

Następnie dla wyznaczonych modeli regresji liniowej wyznaczono statystyki jakie otrzymano 
wykorzystując funkcję programu Statistica REGLINP(), co pokazano w tabeli 6.  
Tabela 6.Obliczanie parametrów statystycznych wyznaczonych modelów regresji liniowej 
 

 
Model 1 Model 2 Model 3 Model 4 Model 5 Model 6 Model 7 Model 8 

OPIS WARTOŚCI 
b -0,227 -0,243 -0,379 -0,249 0,191 0,251 0,519 0,325 

D(b) 0,041 0,035 0,109 0,046 0,031 0,046 0,106 0,026 
R2 0,938 0,959 0,857 0,937 0,949 0,937 0,924 0,987 
F 30,224 46,795 12,029 29,650 37,055 29,921 24,162 151,738 
a 59,345 79,592 100,196 79,592 -9,247 -9,080 -50,146 3,655 

D(a) 9,714 10,767 25,715 10,767 7,390 10,796 24,845 6,207 
s 0,923 1,023 2,444 1,023 0,702 1,026 2,361 0,590 

Liczba 
stopni 

swobody 
2 2 2 2 2 2 2 2 

źródło: opracowanie własne 
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Wnioski: 

Laboratoryjna analiza procesu wzbogacania mułów węglowych udowodniła zależność 

pomiędzy zmniejszaniem częstości  skoku płyty stołu a pogorszeniem jakości uzyskanych 

produktów rozdziału. Dla wszystkich otrzymanych produktów rozdziału zbudowano model 

regresji liniowej, wszystkiego współczynniki modelu są statystycznie istotne tzn. zmiana 

częstości skoku płyty roboczej stołu istotnie wpływa na polepszenie jakości otrzymanych 

produktów finalnych. 
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Abstract: The estimation of an unknown phenomenon (or its feature) based on other known 
data (conditional estimation of the expected value) is one of the basic problems of statistical 
data analysis. In the paper, making use of multiple regression, the authors discuss the 
applicability potential of interview survey data in the assessment process of the occupational 
health and safety management quality, assuming the final assessment index of OHS 
management quality as the dependent variable (explained variable), and the type of 
occupational group of the respondents, their age and years of experience in the mining 
industry as independent variables. 
 

Investigating the statistical relations – introduction 

One of the most popular analysis methods of statistical data is regression. In the regression 

analysis we can create a mathematical function which describes the relation between the 

explaining variable (independent variable, predictor) and the explained (dependent) variable, 

which means that the regression enables the prediction of one variable on the basis of other 

variables (the problem of conditional estimation of the expected value), with both the 

explained variables and the explaining ones being either scalar values or vectors [2]. There are 

many types of regressions (linear, nonlinear, logistic, step, ordinal or autoregression). The 

simplest (and most commonly applied) variant is the linear regression, which assumes that the 

relation between the explained variable and the explaining one is a linear dependence. In the 
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case of linear regression analysis (both with respect to a simple model (the analysis with one 

predictor) or to a multiple model (with several predictors)), there are a number of assumptions 

to be followed which state that between the explaining variable and the explained one a linear 

dependence is taking place; the number of observations cannot be lower than the number of 

parameters determined from the regression analysis; the variance of the residuals of the 

random component is the same for all observations (homoscedasticity); the autocorrelation of 

residuals or random component is not taking place (the obtained residuals are independent 

from one another, i.e. their distribution is random, accidental); the residuals have the 

distribution close to normal distribution; there is no colinearity of predictors (none of the 

independent variables is a combination of other predictors introduced to the model); the 

regression analysis should not be extrapolated (the determined regression model, elaborated 

for a given scope of data should not be extrapolated on the data outside the scope upon which 

it was built). 

In the case of multiple regression, we are looking for the equation: 

εαααα ++++= 3322110 XXXY . 

The above relation can be presented in the form of a linear model: 

εα += Xy  

with the estimator of vector α expressed by the vector a: 

( ) yXXXa TT 1−
= . 

 

Calculation example 

In the acquisition process of information which could be applied for the analysis and 

assessment of real (potential) problems covering also the field of occupational health and 

safety, a number of methods and techniques can be applied. One of such methods is interview 

survey, treated as a form or tool of controlling [6]. Through the application of interview 

surveys, we can obtain input data of the qualitative character (subjective opinions), which 

after a transformation (based on a given mathematical model) can be used as objectified and 

comparative input data for the realization of a specific diagnostic process [3], [4].  

In the example described here, we applied the results of research studies carried out in a coal 

mine based on the program Management Evaluation Regarding Itemized Tendencies 

(MERIT). The said program worked out in the mid 1970s by the National Institute for 

Occupational Safety and Health (NIOSH) is a constituent part of the Total Safety 
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Management, and it can be used to assess the quality of decisions taken in the realm of OHS 

management [1], [5].  

The described interview surveys were carried out in the 4th quarter of 2014 on so called layers 

– the research involved 60% of the supervising staff of coal mine departments and 60% of 

handworkers being the underground transport department staff of the coal mine. Basing on the 

completed interview survey sheets, partial assessment indexes WOPi were determined for nine 

problem areas (area A - Planning actions in the field of occupational safety management, area 

B - Investigation of accidents, area C - OHS control and inspection, area D - Observation and 

analysis of the way of work task realization, area E - Personal protection, area F - OHS 

regulations in the company, area G - Information provided on the condition of OHS, area  

H - Promotion of OHS, area I - Personal evaluation of OHS conditions) which were then used 

to determine the final assessment index of OHS management quality WZBP (an arithmetic 

average from the partial assessments WOPi). In the presented case the index WZBP was the 

dependent (explained) variable Y, and the explaining variables (predictors) involved the 

following: the type of occupational category to which the surveyed  worker belonged X1, age 

of the employee X2 [years], period of work experience in mining industry X3 [years]. Due to 

the fact that the first from the predictors mentioned above has the qualitative character, the 

zero-one notation was accepted for the calculations: 0 – handworker, 1 – supervision (in the 

case of the two remaining independent variables, we have the quantitative parameters given in 

years). The set of input data used for the calculations is presented in Table 1: 

 

Table 1. Input data used for the calculations. 
Assessment index of OHS 

management quality (WZBP) 
Supervision / 

worker Age of worker[years] Years of work in the 
mining industry [years] 

2.528 0 38 18 
2.556 0 39 15 
2.731 1 42 20 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 
3.231 1 24 1 

 
For the above data the following was determined: 
 

=XX T



















860322305388623
223056535010611942
38810613030
62319423060
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( ) =XX Tdet 522052569 

( ) =
−1XX T



















−
−−−

−
−

003369,00029,0000214,00587461,0
0029,0003007,000326,0065587,0

000214,000326,0085105,00605821,0
058746,006559,0060582,04992208,1

 

 

=yX T



















425,1783
265,5612

605,89
197,174

 

 

( ) yXXXa TT 1−
= =



















−
−

00964,0
01266,0

292234,0
267084,3

 

 
The fitting level of the model to the empirical data was defined by determining the average 

fitting error – residual variance (assessment of the random component variance): 

( ) ( )yXayy
kn

S TTT
e −

+−
=

1
12  

and the average estimation errors of the parameters aj: 

( ) ( ) 1
1,1

2 −

++= jj
T

ej XXSaS  

For the output data the errors were respectively: 

012376,02 =eS  

( ) 136214,00 =aS  

( ) 032454,01 =aS  

( ) 0061,02 =aS  

( ) 006457,03 =aS  

and the determination coefficient R2 

2

2
2

ynyy
ynyXaR T

TT

−
−

= =0,653076 
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which means that the value of the final assessment index of OHS management quality WZBP 

can be in about 65.3% explained by the type of the occupational group carrying out the 

assessment, age of the worker and their work experience in the mining industry. 

When assessing which of the explaining variables have relevant influence on the value of the 

final index WZBP, the following hypotheses can be formulated: 

0:0 =jH α , i.e. the variable jX  has no relevant impact on the variable Y , 

0:1 ≠jH α , i.e. the variable jX  has relevant impact on the variable Y . 

For the input data involving the presented example, i.e. for 56 degrees of freedom, and 

assuming the level of significance 05,0=α , the critical value read out from the t-Student 

distribution was 003,2=αt . It means that the rejection area of the hypothesis H0 has the form 

( )+∞<∪>−∞− ;003,2003,2; , which in comparison with the values of testing statistics: 

( ) ( ) 005,9
1

1
1 ==

aS
aat   

( ) ( ) 075,2
2

2
2 −==

aS
aat  

( ) ( ) 493,1
3

3
3 −==

aS
aat , 

allows us to state that with the accepted level of significance, the value of WZBP index is only 

relevantly influenced by the type of occupational group to which the surveyed person 

belonged (X1) and by the age of the worker (X2). 
 

Conclusion 

Using the obtained exemplary research results based on the survey Management Evaluation 

Regarding Itemized Tendencies (MERIT), the paper presents the problem involving the 

extension of statistical series analysis through the application of multiple regression. We 

accepted the final assessment index of OHS management quality WZBP as the dependent 

(explained) variable, and the independent variables (predictors) comprised the type of 

occupational group of the respondent, their age and years of work experience in the mining 

industry. Basing on the obtained results the following model was determined: 

ŷ iii xxx 321 00964,001266,0292234,0267084,3 −−+= , 

with the standard estimation errors of the parameters being respectively: 0,136214; 0,032454; 

0,0061 and 0,006457 . The determined value of determination coefficient R2 allows us to state 
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that the set of accepted predictors is explaining in about 65.3% the variation of the final 

assessment index of the OHS management quality. With the accepted level of significance 

05,0=α , in the case of one of the variables (work experience in the mining industry X3) we 

cannot reject the hypothesis stating the lack of significant impact on the explained variable 

(assessment index WZBP), which means that there is a necessity to reconstruct the determined 

model in the way to ensure that all the parameters involving the explaining variables are 

statistically relevant. 
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Abstrakt: Článek popisuje část řešení projektu TA ČR TE02000029 - Centrum kompetence 

efektivní a ekologické těžby nerostných surovin (CEEMIR), jehož hlavním cílem je revize 

zásob vybraných neenergetických surovin, které se řadí mezi kritické komodity EU. Jednou z 

částí projektu je Work Package WP4 - Prostorové modelování ložisek nerostných surovin, 

který se zabývá převedením vybraných ložisek do digitálních modelů s pomocí vhodných 

matematických postupů na základě studia a přehodnocení dat z archivních materiálů. Jedním z 

vybraných ložisek je Li-Sn-W ložisko Cínovec východ. V článku jsou popsány algoritmy 

tvorby a vizualizace 3D modelu tohoto ložiska, s jejichž pomocí jsou realizovány jednotlivé 

etapy metodického postupu. 

 

Abstract: This paper focuses on research within the project TE02000029 Competence Centre 

for Effective and Ecological Mining of Mineral Resources, granted by The Technology 

Agency of the Czech Republic, and, more specifically, on the research within its work 

package WP4 - Spatial modelling of mineral deposit. The focus of this work package is digital 

modelling of selected non-energetic raw materials, which belong to the critical commodities, 

as defined by the European Union. For modelling these deposits, suitable mathematical 

procedures, based on study and reevaluation of archived data, are needed. One of the selected 

deposits is Li-Sn-W deposit Cinovec east. The paper describes the algorithms of creation and 

visualization of 3D model of the deposit. These algorithms are used in particular stages of 

methodical procedure. 

 

Úvod 

Článek popisuje část řešení projektu TA ČR TE02000029 - Centrum kompetence efektivní a 

ekologické těžby nerostných surovin (CEEMIR), jehož hlavním cílem je revize zásob 

vybraných neenergetických surovin, které se řadí mezi kritické komodity EU. Jednou z částí 

projektu je Work Package WP4 - Prostorové modelování ložisek nerostných surovin, který se 
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zabývá převedením vybraných ložisek do digitálních modelů s pomocí vhodných 

matematických postupů na základě studia a přehodnocení dat z archivních materiálů. Jedním z 

vybraných ložisek je Li-Sn-W ložisko Cínovec-východ.  

V článku jsou popsány algoritmy tvorby a vizualizace 3D modelu tohoto ložiska, s jejichž 

pomocí jsou realizovány jednotlivé etapy metodického postupu: verifikace vstupních dat 

získaných revizí všech dostupných archivních materiálů archivovaných v Geofondu České 

geologické služby, výpočet a vizualizace prostorové lokalizace vstupních dat, tvorba 

horizontálních řezů se znázorněním obsahů Li, Sn, W a kódu litologie ve vzorcích, vymezení 

tělesa granitu, určení distribuce obsahů Li, Sn, W v jednotlivých řezech a transformace 

zešikmených dat do normovaného normálního rozdělení, variografie transformovaných 

obsahů Li, Sn a W v jednotlivých řezech (určení anizotropie a teoretického modelu 

variogramu), tvorba 2D gridů transformovaných obsahů Li, Sn a W v jednotlivých řezech v 

oblasti granitu – blokový kriging, zpětné transformace těchto gridů do původních distribucí 

obsahů Li, Sn a W, vizualizace obsahů Li, Sn a W v horizontálních řezech, převod těchto 2D 

gridů do 3D gridu v tělese granitu, vizualizace obsahů Li, Sn a W ve 3D, vymezení bilančních 

a nebilančních oblastí v horizontálních řezech podle libovolně zadaných podmínek 

využitelnosti, odhady zásob, vizualizace bilančních a nebilančních oblastí (ve 2D a ve 3D). 

Navržený metodický postup spolu s nově vyvinutým programovým vybavením umožňují 

vytvářet variantní modely ložiska tohoto typu, umožňují i rychlé aktualizace modelů při 

doplnění nebo změně vstupních dat (případně i parametrů modelování). To vede ke 

komplexnímu zhodnocení ložiska včetně variantních odhadů zásob podle zadaných podmínek 

využitelnosti. 

V procesu modelování jsou využívány běžně dostupné programové prostředky: MS Excel, 

programy Surfer a Voxler firmy Golden Software a open-source program SGeMS (Stanford 

Geostatistical Modeling Software) (Remy et al., 2009). Pro tvorbu speciálních programových 

aplikací byly použity programovací jazyky: pro tvorbu maker v prostředí MS Office jazyk 

Visual Basic for Applications (VBA) a pro tvorbu samostatných programů jazyk Visual 

Basic. 

 

Ložisko Cínovec - východ 

Ložisko Cínovec - východ je situováno východně od osady Cínovec, jv. od ložiska Cínovec - 

jih a částečně se mimoúrovňově překrývá ve své s. části s ložiskem Cínovec - odkaliště. 

Cínowolframové a lithiové zrudnění v oblasti Cínovce je spjato s elevační formou mělce 

intruzívní lithnotopazové žuly typu Cínovec. Intruze prostupuje tělesem teplického ryolitu v 

elipse protažené podél severojižní osy. Ložisková žulová klenba má délku cca 1500 m (z toho 

v ČR 1100 m) a šířku max. 400 m (ve střední části je zúžena na 180 m). Styk žulové klenby s 

ryolitem je většinou zvýrazněn hrubozrnným pegmatitovým lemem (tzv. stockscheiderem), 

místy až 4 m mocným. 

 

Algoritmy použité v jednotlivých krocích metodického postupu tvorby a vizualizace 3D 

modelu ložiska 

V kapitole jsou definovány jednotlivé navazující kroky (1 až 13) metodického postupu a 

popsány algoritmy vytvořené pro jejich realizaci. Při libovolné změně vstupních parametrů 

lze tyto kroky programově rychle přepočítat bez nutnosti zdlouhavých ručních postupů. Proto 

je také možné snadno provést modelování v několika variantách.  

 

1. Revize všech dostupných archivních materiálů. 

Z archivních materiálů Geofondu ČR byla získána prostorová data ložiskových vzorků s 

analýzami Li-Sn-W, která byla členěna do tří tabulek v prostředí MS Excel:  

- Geometrické parametry průzkumných děl, 
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- litologické charakteristiky a alterace bočních hornin, 

- vzorky s obsahy Li, Sn a W.  

Zdrojem údajů a informací pro jejich kontrolu byly především dostupné archivní materiály o 

lokalitě Cínovec z archivu Geofondu ([1] až [4]).  

 

2. Verifikace a korekce vstupních dat.  

Verifikace vstupních dat byla prováděna konfrontací s archivními materiály a také s pomocí 

vizualizace (ve 2D a ve 3D) a srovnáním s příslušnými archivními horizontálními a 

vertikálními řezy. Přitom bylo zjištěno značné množství chyb, které byly způsobeny nejen 

překlepy souvisejícími s digitalizací archivních podkladů. Velký počet chyb bylo zjištěno také 

v původní důlně-geologické dokumentaci. Chybné údaje byly v maximální možné míře 

opraveny. Například pro vizuální kontrolu srovnáním s příslušnými archivními horizontálními 

řezy bylo vytvořeno makro, které vytváří bln soubory pro vykreslení průběhů vrtů a chodeb v 

rovině XY v prostředí Surferu (obr. 1).  

 
Obr. 1: Opravené průběhy průzkumných děl v rovině XY (modře – chodba 1. patra, zeleně – 

chodby 2. patra, tmavě modře – vrty dovrchní z 1. patra, světle modře – vrty úpadní z 

1. patra, tmavě zeleně – vrty dovrchní z 2. patra, světle zeleně – vrty úpadní z 2. 

patra) v prostředí Surfer. 

 

Pro kontrolu návaznosti vzorků (odhalení překryvů apod.) bylo vytvořeno další makro. 

Většina vzorků má mocnost 1 m, některé však byly delší (u povrchových vrtů byly úseky i 
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několikametrové). Pro rozdělení takových bylo také vytvořeno makro, neboť aby bylo další 

zpracování údajů korektní, musí mít vzorky nositele stejné délky.  

 

3. Výpočet a vizualizace prostorové lokalizace vstupních dat. 

Pro vizuální kontrolu srovnáním s příslušnými archivními vertikálními a horizontálními řezy, 

pro kontrolu návaznosti vzorků, výpočet jejich souřadnic apod. bylo vytvořeno několik 

maker. Opravené a doplněné vstupní údaje slouží pro další zpracování: pro výběr dat pro 

tvorbu horizontálních a vertikálních řezů, pro statistické a geostatistické analýzy, vizualizaci 

ve 2D a 3D aj. Na obr. 2 je ukázka zobrazení opravených dat - proporcionální zobrazení 

obsahu Sn vzorků v prostředí Voxler. 

Údaje o litologických charakteristikách a alteracích hornin slouží především pro modelování 

tvaru tělesa mineralizace. Speciální makro bylo vytvořeno pro určení stupně mineralizace 

v průzkumných dílech. Na obr. 3 je zobrazen proporcionální stupeň mineralizace 

v průzkumných dílech a řez 3D gridu stupně mineralizace v prostředí Voxler.  

 

 
Obr. 2: Proporcionální zobrazení obsahu Sn vzorků v prostředí Voxler. 

 

 
Obr. 3: Zobrazení stupně mineralizace v prostředí Voxler. 
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Na obr. 4 je ukázka vizualizace vertikálního řezu chodbou CH10307V a na obr. 5 ukázka 

vizualizace horizontálního řezu 2. patrem ve srovnání s archivním řezem v prostředí Surferu s 

proporcionálním zobrazením obsahu Li ve vzorcích (kružnice), proporcionálním zobrazením 

stupně mineralizace (šedé křížky), hnědá křivka představuje interpretovanou hranici granitu. 

 
Obr. 4: Ukázka vizualizace vertikálního řezu chodbou CH10307V v prostředí Surferu. 

 
Obr. 5: Ukázka vizualizace horizontálního řezu 2. patrem v prostředí Surferu. 

 

Další makro provádí převod potřebných údajů do formátu GSLIB (Deutsch, C., V., Journel, 

A., G, 1998) pro zpracování v programu SGeMS. Po jeho načtení do prostředí SGeMS lze 

tyto údaje vizualizovat (obr. 6), provádět základní statistické rozbory (obr. 7) a případně 

provádět i jiná geostatistická zpracování. 
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Obr. 6: Ukázka vizualizace dat převedených do prostředí SGeMS - údaje obsahu Li. 

 

   
Obr. 7: Ukázka statistického zpracování v prostředí SGeMS - histogramy četností parametrů 

Li, Sn a W (%) ukazující výraznou asymetrii v distribuci vstupních dat a základní 

statistické charakteristiky. 

 

4. Vytvoření horizontálních řezů po 10 m v hloubkovém rozsahu od 500 do 700 m n.m. 

Vzhledem k prostorovému rozmístění a množství vstupních dat probíhalo modelování 

postupně ve 21 horizontálních řezech po 10 m od 500 do 700 m.n.m s hloubkovým přesahem 

výběru dat od řezu ± 7.5 m od nadmořské výšky řezu z důvodu zachování návaznosti 

horizontálních řezů v prostoru. Při odlišném prostorovém rozmístění a množství vstupních dat 

lze ale obecně tyto parametry volitelně upravit. S pomocí makra je možné provést najednou 

výběry dat do samostatných listů Excelu od zadané počáteční nadmořské výšky (v našem 

případě 500 m) se zadaným krokem (v našem případě 10 m), počtem řezů (v našem případě 

21) a zadaným hloubkovým přesahem od řezu (v našem případě 7.5 m). 

Další makro provádí najednou převod potřebných údajů jednotlivých horizontálních řezů do 

formátu GSLIB pro zpracování těchto řezů v programu SGeMS. Po jejich načtení do prostředí 

SGeMS lze tyto údaje vizualizovat (obr. 8), provádět základní statistické rozbory, provádět 

transformace zešikmených dat do normovaného normálního rozdělení (viz krok 6), provádět 

zpětné transformace dat z normovaného normálního rozdělení do původní distribuce (viz krok 

9) a případně provádět i další geostatistická zpracování. 
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Obr. 8: Ukázka vizualizace dat horizontálního řezu 580 m n.m. převedených do prostředí 

SGeMS - údaje obsahu Li. 

 

5. Modelování tělesa granitu a celkové litologie ložiska. 

Modelování tělesa granitu vycházelo z poznatků pracovního balíčku WP3 (Česká geologická 

služba) a studia archivních zpráv [1-4]. Tvar celého cínoveckého masivu byl relativně dobře 

prozkoumán dřívějšími průzkumnými pracemi, především vrtným a částečně také důlním 

průzkumem [4]. Obecně lze morfologii tělesa popsat jako protáhlou zaoblenou kopuli ve 

směru S-J, což je v souladu s geologickým vývojem oblasti [4]. Proměnlivý je úklon okraje 

masivu s okolním teplickým křemenným porfyrem. Vlastní elevace je tvořena především 

středně zrnitou žulou a prostoupena řadou křemenných žil. Greiseny se v granitu vyskytují 

jednak jako nepravidelná tělesa a jednak jako lemy kolem křemenných žil. Na první typ je 

vázáno především Li zrudnění, na druhý typ také Sn a W zrudnění [2, 3, 4]. Z toho plyne, že 

litologické rozhraní mezi granitem a teplickým křemenným porfyrem je v zájmové oblasti 

limitní okrajovou hranicí. Proto bylo nezbytné modelovat toto těleso granitu (hranici dosahu 

zrudnění) co nejpřesněji. Proces modelování granitového tělesa byl prováděn v krocích a 

opakovaně. Na obr. 9 je 3D pohled na výsledné těleso granitu (šedá plocha), povrch a pozice 

důlních a průzkumných děl (vrtů) v rámci demarkace ložiska. 

 

6. Určení distribuce obsahů Li, Sn a W v jednotlivých řezech, transformace do 

normovaného normálního rozdělení. 

Jednou ze základních úloh statistického rozboru i volby dalších metod zpracování je studium 

charakteru statistické distribuce. Jen na základě správného popisu distribuce lze odhadnout 

statistické charakteristiky a realizovat další zpracování. Empirické distribuce většiny veličin 

popisujících geologická tělesa nevyhovují běžně uvažovanému normálnímu rozdělení, ale že 

mají distribuci asymetrickou (převážně kladně – viz obr. 7). Přitom je ale normální distribuce 

základní podmínkou použití mnoha dalších matematických postupů. Proto se v případě, že 

vstupní soubor dat nevyhovuje normální distribuci, provádí tzv. kvantilová (grafická) 

transformace vstupního souboru tak, že výsledný soubor má normované normální rozdělení 

(se střední hodnotou nula a směrodatnou odchylkou 1, dále NNR) (Wellmer, 1998). Tuto 

transformaci realizuje například program NSCORE v geostatistickém toolboxu GSLIB 

(Deutsch, Journel, 1998) nebo utilita Trans programu SGeMS (Remy et al., 2009). 
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Obr. 9: 3D pohled na těleso granitu (šedá plocha), povrch a pozice důlních a průzkumných 

děl (vrtů) v rámci demarkace ložiska Cínovec - Východ s proporcionálním 

zobrazením obsahu Li v prostředí Voxleru. 

 

Vizualizace distribucí obsahů Li, Sn, W a určení základních statistických charakteristik v 

jednotlivých řezech ukazují značné kladné zešikmení. Proto je nezbytná transformace do 

NNR, která je prováděna v prostředí SGeMS právě utilitou Trans. Následně se provede 

interpolace transformovaných dat v pravidelné síti bodů (gridu) vybranou interpolační 

metodou (viz krok 8) a hodnoty gridu jsou pak programově zpětně transformovány opět 

utilitou Trans do původní distribuce (viz krok 9).  

Na obr. 10 je zobrazena distribuce hodnot obsahu Li vzorků v horizontálním řezu 570 m n.m. 

spolu se základními statistickými charakteristikami – vlevo původní distribuce a vpravo údaje 

transformované do NNR. 

 

  
Obr. 10: Distribuce hodnot obsahu Li vzorků v horizontálním řezu 570 m – histogramy 

relativních četností (vlevo původní distribuce a vpravo transformovaná do NNR). 

 

7. Geostatistická strukturální analýza (transformovaných) obsahů Li, Sn, W.  

Úkoly analýzy struktury pole pro potřeby modelování komplexně řeší geostatistická 

strukturální analýza analýzou variogramů, které v sobě obsahují všechny potřebné strukturální 
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informace. Cílem geostatistické strukturální analýzy je pomocí studia variogramů popsat 

kontinuitu, homogenitu, stacionaritu a anizotropii pole. K tomu je potřeba určit 

experimentální variogramy, vybrat odpovídající teoretické modely a provést jejich analýzu 

(Goovaerts, 1997). 

Za tímto účelem je nutné provést zpracování variogramů – tzv. variografie 

(transformovaných) obsahů Li, Sn, W v jednotlivých řezech. Ukázalo se, že výsledky 

geostatistické strukturální analýzy do NNR transformovaných obsahů Li, Sn, W v 

jednotlivých horizontálních řezech (a také odpovídající teoretické variogramy) se v důsledku 

nedostatečného množství údajů a také nevhodného rozmístění liší. Na výsledky strukturální 

analýzy má velký vliv rozmístění průzkumných bodů, přičemž je nejvhodnější pravidelná síť. 

Na obr. 11 jsou zobrazeny pozice vstupních údajů pro horizontální řezy 550 m (vlevo – 1968 

analýz) a 570 m (vpravo – 707 analýz). Obr. 11 ukazuje velmi rozdílnou hustotu vzorkování, 

stejně jako nepravidelnou síť vzorků, která zkresluje zvláště v případě vzorkovaní chodeb v 

horizontálním řezu 550 m (2. patro) výsledky variografie. 

 

  
Obr. 11: Pozice vstupních údajů pro horizontální řezy 550 m (vlevo – 1968 analýz) a 570 m 

(vpravo – 707 analýz) demonstruje velmi rozdílnou hustotu vzorkování, stejně jako 

nepravidelnou síť vzorků. 

Na obr. 12 je ukázka geostatistické strukturální analýzy v prostředí Surfer pro horizontální řez 

570 m - experimentální variogram (černá kolečka) obsahů Li v NNR a teoretický model 

(modrá křivka), který dále slouží pro interpolaci geostatistickými metodami 

(transformovaných) obsahů Li, Sn, W v jednotlivých řezech (viz krok 8). 

Pro určení směru maximální kontinuity se často používá tzv. Anisotropic Semivariance 

Surface (2D Variogram Map) (Isaaks, Srivastava 1989). Na obr. 13 je zobrazena 2D mapa 

variogramu obsahů Li v NNR – horizontální řez 570 m. Z ní je zřejmé, že hlavní osa 

anizotropie (směr maximální kontinuity) je 46° (azimut 44°). 

 

Existují dvě možné cesty řešení výsledků geostatistické strukturální analýzy: 

 Respektovat výsledky strukturální analýzy v jednotlivých řezech a aplikovat pro 

interpolaci obsahů Li, Sn, W (transformovaných do NNR) v každém řezu jiné 

teoretické modely variogramů (viz obr. 12), tak jak byly vyhodnoceny zvlášť v 

každém horizontálním řezu. 

 Uplatnit jednotné teoretické modely variogramů pro všech 21 horizontálních řezů 

ložiska. 

Obě cesty jsou řešitelné k tomu účelu vytvořeným programem GridNNR (viz krok 8). Po 

kunzultaci s WP3 jsme zvolili 2. způsob řešení a respektovali závěry k tomuto účelu 

zpracované studie (Vizi, 2015). 

- 124 -



 
Obr. 12: Experimentální variogram (černé kolečka) obsahů Li v NNR a teoretický model 

(modrá křivka) pro horizontální řez 570 m. 

 

 
Obr. 13: 2D mapa variogramu obsahů Li v NNR – horizontální řez 570 m. 

 

8. Tvorba 2D gridů (transformovaných) obsahů Li, Sn, W v horizontálních řezech.  

Následuje tvorba 2D gridů 10x10 m (transformovaných) obsahů Li, Sn a W v jednotlivých 

horizontálních řezech v oblasti granitu. Pro interpolaci se využívá blokový kriging (Remy et 

al. 2009) využívající strukturální vlastnosti ložiska prostřednictvím teoretických modelů 

variogramu (viz krok 7). Výhodou je také stanovení krigovacích chyb (Remy et al. 2009), 

které v podstatě ukazují věrohodnost stanovení hodnot jednotlivých bloků 10x10 m v řezech. 

Tuto činnost provádí automaticky pro zadané horizontální řezy ve Visual Basicu 

naprogramovaný program GridNNR. Na obr. 14 je ukázka výpočtu programu pro zadané 

vstupní parametry interpolace. Výsledky blokového krigingu závisí nejen na zvoleném typu 

modelů variogramu, ale také na nastavení parametrů interpolace. Změnami nastavení 

parametrů interpolace lze tak provádět variantní výpočty. 
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Obr. 14: Ukázka výpočtu programu GridNNR pro zadané vstupní parametry interpolace. 

 

Výstupy programu GridNNR: 

 Grd soubory (gridy ve formátu Surfer) obsahů Li, Sn a W v NNR distribuci 

jednotlivých horizontů v oblasti granitového tělesa. 

 Ekvivalentní Out textové soubory (ve formátu GSLIB pro převod do prostředí 

SGeMS) gridů obsahů Li, Sn a W v NNR distribuci jednotlivých horizontů v oblasti 

granitového tělesa. 

 Grd soubory krigovacích chyb (gridy ve formátu Surfer) obsahů Li, Sn a W v NNR 

distribuci jednotlivých vrstev horizontů v oblasti granitového tělesa. 

 Log textové soubory příkazů pro automatické načtení Out textových souborů gridů 

obsahů Li, Sn a W v NNR distribuci ve formátu GSLIB do prostředí SGeMS a 

zpětnou transformaci do původní distribuce. 

Na obr. 15 je ukázka výsledků gridování v prostředí Surferu. 

 

  

Obr. 15: Výsledek interpolace v horizontálním řezu 570 m – vlevo blokový kriging pro obsahy 

Li v NNR a vpravo věrohodnost tohoto stanovení – krigovací chyby. 
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9. Zpětná transformace gridů do původních distribucí obsahů Li, Sn, W v jednotlivých 

horizontálních řezech.  

Jak bylo popsáno v kroku 6, je nutno hodnoty gridů v jednotlivých horizontálních řezech 

programově zpětně transformovat do původní distribuce. K tomu je opět využívána utilita 

Trans programu SGeMS (Remy et al. 2009). Jak bylo uvedeno v kroku 8, program GridNNR 

generuje pro každý horizontální řez Out textové soubory s hodnotami v NNR a Log textové 

soubory příkazů pro načtení Out souborů do prostředí SGeMS a zpětnou transformaci do 

původní distribuce. Postupně se tak v prostředí SGeMS pro jednotlivé horizontální řezy 

spouští odpovídající Log textové soubory, které pro daný řez XXX provedou: 

 vytvoření objektu Li obsahujícího dva objekty – Li_XXX_NNR (grid Li řezu XXX v 

NNR) a Li_XXX_NNR_zpet (grid Li řezu XXX v původní distribuci), 

 vytvoření objektu Sn obsahujícího dva objekty – Sn_XXX_NNR (grid Sn řezu XXX v 

NNR) a Sn_XXX_NNR_zpet (grid Sn řezu XXX v původní distribuci), 

 vytvoření objektu W obsahujícího dva objekty – W_XXX_NNR (grid W řezu XXX v 

NNR) a W_XXX_NNR_zpet (grid W řezu XXX v původní distribuci), 

 vytvoření textových souborů ve formátu GSLIB - Li_XXX_zpet.out, 

Sn_XXX_zpet.out a W_XXX_zpet.out pro následný převod těchto gridů do grd 

formátu Surferu (jsou to ekvivalenty objektů Li, Sn a W). 

Na obr. 16 je ukázka výsledku zpětné transformace – zobrazení objektu Li_570_NNR_o.grd v 

prostředí SGeMS.  

 

 
Obr. 16: Zobrazení objektu Li_570_NNR_o.grd v prostředí SGeMS - obsahů Li bloků 10x10 

m v horizontálním řezu 570 m v původní distribuci po zpětné transformaci z NNR 

 

Na obr. 17 je pak srovnání distribucí obsahů Li v horizontálním řezu 570 m – vlevo 707 

vstupních hodnot, vpravo hodnot v 1144 blocích 10*10 m (gridu), které by měly být a jsou 

velmi podobné. Tím je zaručena stejná distribuce původních hodnot Li, Sn a W a hodnot 

gridů Li, Sn a W pro všechny řezy. Nemůže tak dojít k nadhodnocení, nebo naopak 

podhodnocení zásob na ložisku. 
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Obr. 17: Srovnání distribucí obsahů Li v horizontálním řezu 570 m – vlevo vstupních hodnot, 

vpravo hodnot v blocích 10x10 m (gridu) po zpětné transformaci. 

 

10. Převod transformovaných gridů horizontálních řezů obsahů Li, Sn a W do grd formátu, 

jejich převedení do 3D gridů a vizualizace řezů ve 2D. 

Po vytvoření všech gridů 10x10 m obsahů Li, Sn, W v jednotlivých horizontálních řezech (po 

10 m od 500 do 700 m.n.m - viz výše) se provede transformace 2D gridů (Li_XXX_zpet.out, 

Sn_XXX_zpet.out a W_XXX_zpet.out pro XXX = 500, 510, …, 700) z formátu GSLIB do 

formátu grd a zároveň se provede jejich převod do 3D gridů 10x10x10 m ve formě textových 

souborů Li_3D.dat, Sn_3D.dat, a W_3D.dat tak, aby mohly být načteny do 3D prostředí 

Voxleru. Tuto činnost provádí pro zadané horizontální řezy ve Visual Basicu 

naprogramovaný program Viz2D - modul „Výpočet gridů 2D, převod do 3D“ (obr. 18). Po 

ukončení výpočtu této části programu Viz2D se v okně programu zobrazí informace o počtu 

všech bloků 10x10x10 m a o jejich maximálních a průměrných hodnotách Li, Sn, W (obr. 18). 

Program Viz2D - modul „Vykreslení 2D map zadaných vrstev“ provádí vizualizaci všech 

řezů v prostředí Surfer (postupně generuje soubory 500_2D.srf, 510_2D.srf, …, 700_2D.srf).  

 

 
Obr. 18. Informace programu Viz2D o počtu všech bloků 10x10x10 m a o jejich maximálních 

a průměrných hodnotách Li, Sn, W. 
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Na obr. 19 je vizualizace jednoho z 21 takto vzniklých horizontálních řezů v prostředí 

Surferu. Zapínáním, případně vypínáním objektů v levém okně lze zobrazit jednotlivé 

objekty: 

 Obsahy Li bloků řezu (objekt Obsah Li). 

 Obsahy Sn bloků řezu (objekt Obsah Sn). 

 Obsahy W bloků řezu (objekt Obsah W). 

 Color Scale Li bloků řezu (objekt Color Scale Li). 

 Color Scale Sn bloků řezu (objekt Color Scale Sn). 

 Color Scale W bloků řezu (objekt Color Scale W). 

 Krigovací chyby (věrohodnost stanovení) Li bloků řezu (objekt Std Li). 

 Krigovací chyby (věrohodnost stanovení) Sn bloků řezu (objekt Std Sn). 

 Krigovací chyby (věrohodnost stanovení) W bloků řezu (objekt Std W). 

 Color Scale Li bloků řezu (objekt Color Scale Std Li). 

 Color Scale Sn bloků řezu (objekt Color Scale Std Sn). 

 Color Scale W bloků řezu (objekt Color Scale Std W). 

 Pozici vzorků v řezu (objekt Vzorky). 

 Obvod ložiska – damarkaci (objekt Obvod ložiska). 

 Obvod tělesa granitu (objekt Obvod granitu). 

 Jednotlivé osy souřadného systému (Objekty Right Axis, Left Axis, Top Axis, Bottom 

Axis). 

 

 
Obr. 19. Vizualizace horizontálního řezu 570 m n.m. (soubor 570_2D.srf) v prostředí Surferu. 

 

Po nastavení měřítka objektu Map, případně po dalších formálních doplněních, lze takový řez 

přímo tisknout na vhodné výstupní zařízení. 

 

11. Vizualizace obsahů Li, Sn, W ve 3D. 

Po importu 3D gridů obsahů Li, Sn, W (viz krok 10, textových souborů Li_3D.dat, 

Sn_3D.dat, a W_3D.dat) do prostředí programu Voxler je možné ložisko vizualizovat ve 3D 

různým způsobem, v různých projekcích, směrech, rotaci apod. Prostředí Voxleru je 

zobrazeno na obr. 20. V okně Network Manager je schéma objektů použitých pro tuto 

vizualizaci.  
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Obr. 20: Prostředí Voxleru se strukturou objektů určených pro 3D vizualizaci. 

 

Pro zobrazování 3D gridů obsahů Li, Sn nebo W lze použít: 

 ScatterPlot s možností řezů – ClipPlane (obr. 21), 

 FaceRender, 

 ObliqueImage, 

 VolRender, 

 Isosurface (obr. 22), 

 OrthoImage XY, OrthoImage XZ, OrthoImageYZ. 

Tyto objekty je možné zapínáním/vypínáním zobrazovat v libovolné kombinaci, případně je 

možné vytvořit objekty další (například sérii řezů ložiskem pomocí několika objektů 

OrthoImage).  

 
Obr. 21: 3D vizualizace obsahu Li bloků ložiska pomocí ScatterPlot - řez ClipPlane ve směru 

osy X. 

- 130 -



 
Obr. 22: 3D vizualizace obsahu Li bloků ložiska pomocí Isosurface – obálka těles s obsahem 

0.4 %. 

 

Podobně je možné vizualizovat i obsahy Sn a W 10x10x10 m bloků ložiska. 

 

12. Vymezení bilančních a nebilančních oblastí v horizontálních řezech podle libovolně 

zadaných podmínek využitelnosti a odhady zásob. 

Program Viz2D - modul „Mapy bilančnosti“ (viz obr. 18) provádí podle zadaných parametrů 

podmínek využitelnosti (obr. 23) vymezení bilančních a nebilančních bloků 10*10*10 m v 

jednotlivých horizontálních řezech, jejich převod do 3D gridu ve formě textových souborů 

tak, aby mohly být načteny do 3D prostředí Voxleru a generuje zásobovou sestavu s 

průměrnými hodnotami bloků v jednotlivých řezech a celkem (tabulka 1). Zároveň provádí 

vizualizaci bilančních a nebilančních bloků všech horizontálních řezů v prostředí Surfer (viz 

krok 13). Protože je možné postupně zadávat více variant parametrů bilančnosti, jsou 

parametry bilančnosti součástí názvů výstupních souborů. 

 

 
Obr. 23: Viz2D - zadání parametrů bilančnosti. 

 

Tabulka 1: Zásobová sestava pro parametry bilančnosti z obr. 23 
Vrstva Pocet_Bil Pocet_NeB Prum_Li_Bil Prum_Sn_Bil Prum_W_Bil Prum_Li_NeB Prum_Sn_NeB Prum_W_NeB 

   500         0       217           -           -          -       0.229       0.012       0.01 

   510         6       179       0.355       0.014       0.01       0.239       0.013       0.01 

   520        31        32       0.426        0.01       0.01        0.27        0.01      0.007 

   530        47        26        0.46        0.01      0.028       0.234        0.01      0.011 

   540        49        71       0.397         0.1      0.024       0.247       0.022       0.01 

   550        18        54       0.245       0.178      0.019        0.22       0.053      0.015 

   560        11        55       0.242       0.131      0.038       0.223       0.056      0.013 

   570        45        51       0.326       0.173      0.027       0.221       0.056       0.01 

   580        43        38       0.428        0.13      0.019       0.211       0.075      0.015 

   590        31        41       0.364       0.183      0.028       0.213       0.071      0.012 
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Vrstva Pocet_Bil Pocet_NeB Prum_Li_Bil Prum_Sn_Bil Prum_W_Bil Prum_Li_NeB Prum_Sn_NeB Prum_W_NeB 

   600        47        27       0.446       0.327      0.021       0.214       0.083      0.007 

   610        42        24       0.381       0.116      0.017       0.225       0.076      0.009 

   620         2        24        0.21        0.01      0.101       0.221       0.031      0.006 

   630         0        32           -           -          -       0.208       0.021      0.005 

   640        41        93       0.374       0.169       0.01       0.224       0.037      0.009 

   650        35        44       0.329       0.127      0.042       0.224       0.074      0.014 

   660         6         6       0.385       0.023      0.225       0.247       0.015      0.005 

   670         6         0       0.519        0.01      0.143           -           -          - 

   680         9         0       0.401        0.03      0.013           -           -          - 

   690         0         1           -           -          -        0.21        0.01      0.004 

Celkem       469      1015       0.386       0.131      0.027       0.229       0.033       0.01 
 

13. Vizualizace bilančních a nebilančních oblastí (ve 2D a ve 3D). 

Modul „Mapy bilančnosti“ programu Viz2D (obr. 18) provádí také vizualizaci bilančních a 

nebilančních bloků všech horizontálních řezů v prostředí Surfer (postupně generuje soubory 

Bil_XXX_*_2D.srf pro jednotlivé vrstvy XXX s parametry bilančnosti *).  

Na obr. 24 je vizualizace jednoho z 21 takto vzniklých horizontálních řezů v prostředí Surferu 

pro jednu z variant podmínek využitelnosti. Bilanční bloky jsou červené, nebilanční modré. 

Zapínáním, případně vypínáním objektů v levém okně lze zobrazit: 

 Typ bilančnosti bloků řezu (objekt Bilančnost), 

 Pozici vzorků v řezu (objekt Vzorky), 

 Obvod ložiska – damarkaci (objekt Obvod ložiska),  

 Obvod tělesa granitu (objekt Obvod granitu), 

 Jednotlivé osy souřadného systému (Objekty Right Axis, Left Axis, Top Axis, Bottom 

Axis). 

 

 
Obr. 24. Vizualizace bilančních (červené) a nebilančních (modré) bloků horizontálního řezu 

550 m n.m. pro jednu z variant podmínek využitelnosti v prostředí Surferu. 

 

Po nastavení měřítka objektu Map, případně po dalších formálních doplněních, lze takový řez 

přímo tisknout na vhodné výstupní zařízení. 

Po importu 3D gridů bilančnosti (viz krok 12) do prostředí programu Voxler je možné 

bilančnost bloků vizualizovat ve 3D opět různým způsobem, v různých projekcích, směrech, 
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rotaci apod. Na obr. 25 je zobrazení pomocí ScatterPlot s možností řezů – ClipPlane pro jednu 

z variant podmínek využitelnosti. 

 

 
Obr. 25. 3D vizualizace bilančních a nebilančních bloků pro jednu z variant podmínek 

využitelnosti. 

 

Závěr 

Popsaná metodika modelování ložiska Cínovec východ je unikátní v tom, že specifikuje 

jednotlivé kroky metodického postupu od pořízení potřebných vstupních údajů z archivní 

dokumentace, přes uplatnění moderních algoritmů tvorby variantních 3D modelů ložiska až 

po vizualizaci bilančních a nebilančních zásob. Pomocí speciálně vytvořeného programového 

vybavení je zajištěna kontrola vstupních dat, kompatibilita použitých programů (MS Excel, 

Surfer, Voxler, SGeMS) a je také realizováno automatické generování výstupů – různých typů 

vizualizace ložiska ve 2D a ve 3D.  

Tato metodika spolu s nově vyvinutým programovým vybavením umožňuje vytvářet variantní 

modely ložiska tohoto a obdobných typů, umožňuje také rychlé aktualizace těchto modelů při 

doplnění nebo změně vstupních dat (případně i parametrů modelování - například použití více 

variant modelů variogramů). Uplatnění popsaných metodických postupů vede ke 

komplexnímu zhodnocení ložiska včetně variantních odhadů zásob podle zadaných podmínek 

využitelnosti. 
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Abstract: We study the problem of draining fluid from containers represented by solids
of revolution through a small aperture at their bottom under the influence of their own
weight. We analyze the shape of a container for which outflow velocity remains constant
- outlet. We investigate a profile of a container for which the velocity of decrease of the
fluid level is constant - fluid clock. Finally we present the variational aspects of the pro-
blem.

Abstrakt: Studujeme problém vytekání tekutiny z různých rotačních těles malým otvo-
rem v jejich dně pod vlivem vlastní tíhy tekutiny. Analyzujeme tvar tělesa, u kterého
zůstává rychlost vytékání tekutiny konstantní - výpust’. Vyšetřujeme takový profil tělesa,
pro které rychlost snižování hladiny tekutiny zůstává konstantní - vodní hodiny. Závěrem
prezentujeme variační aspekty tohoto problému.

1. Introduction

Problems of the outflow of fluid from a container is applied in practice when emptying
containers and tanks, when analyzing the changes in a fluid level in the containers or tanks,
solving its regulation or keeping constant flow, e.g. in the case of the outlet. This is a
practical application of differential and integral calculus in hydromechanics. The draining
fluid problem is quite exhaustive and complex from the physical and engineering point of
view and it is necessary to take into account various aspects.

The problem significantly depends on whether the container is open or closed; whether
the hole is located in the wall or in the bottom of the container; whether the outflow

1The authors appreciate support of their departments.
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is stable, i.e. when the outflow velocity and the volume of fluid in the vessel does not
change with time (fluid level in the tank is constant, the volume of inflow equals to outflow
volume) or unstable, i.e. when the outflow velocity and the volume of the fluid in the
container changes with time (fluid level in the tank varies, so that the tank is either filled
or emptied); whether the outflow is free, when the fluid flows into the free space, or it is
flooded, when fluid flows beneath the surface; or it is partly flooded outflow, when a part
of the outflow is beneath the surface, thus when the fluid flows partly into the free space
and partly below the surface.

Furthermore, the model of draining of the fluid from the hole depends on the size and
shape of the hole itself. It is also important to realize that the real fluid is not perfectly fluid
and it is not without internal friction. This fact is reflected in the so-called speed factor
which defines the relationship between the actual outflow velocity of the real fluid and
theoretical value of the outflow velocity calculated for the model of the ideal fluid. Speed
factor depends on the shape of the hole and on the value of the Reynold’s number, which
contains information about the type of flow under the outflow (laminar, turbulent). Finally,
it is also necessary to take into account the contraction of the outflowing fluid stream,
which numerically expresses the so-called coefficient of contraction. This coefficient is
defined as κ = Sc/SA, the ratio between the area of the contracted fluid stream and the
area of the hole. Evidently it holds κ ≤ 1. The coefficient of contraction depends on
the quality of the edges of the hole (sharp edges, rounded edges) and can be increased,
e.g. by the rounding of the edges or using the nozzle. For the information we state that
for circular holes with diameter up to 0.3 m the coefficient of contraction has the value
κ = 〈0.6, 0.64〉.

In this article we will investigate the outflows of fluid from various solids of revolution
by a small hole placed at the bottom of the given vessels. Considered vessels are open,
i.e. the pressure above the fluid level and the pressure outside of the container are the
same and equal to the atmospheric pressure pa. We precisely study the free outflow, when
the fluid flows into the free space, hence the outflow is not affected by any fluid behind
the hole. Furthermore, we assume that the fluid is ideal, i.e. it is perfectly fluid, without
internal friction and absolutely incompressible. Consequently, the speed factor is equal
to one (actual outflow velocity is equal to the theoretical value of the outflow velocity
calculated for the model of the ideal fluid). We assume a small circular hole (aperture),
its area is SA = πr2

A << S0, where S0 = πr2(0) denotes the area of the bottom of
the container, rA is radius of the aperture and r0 is radius of the bottom. The contraction
coefficient of the outflow stream we assume κ = 0.6.

In the beginning the containers are filled with the fluid to the same fluid level h0, i.e.
on the bottom of the containers acts the same hydrostatic pressure pH(h0) = h0%g. At the
bottom of the containers is placed a circular hole (aperture) of the same radius rA. We
assume that no fluid inflows to the containers, the containers will be emptied. The outflow
is caused due to the own heaviness of the fluid in the containers. Near the aperture in the
bottom of the container the pressure potential energy changes into the kinetic energy of the
outflowing fluid. We investigate the changes in height of the fluid level in the containers of
various profiles in dependence on time. Seeking time dependence h = h(t) of the height
of fluid level in the container is a solution of the initial value problem for certain nonlinear
differential equation of the first order with the initial condition h(0) = h0. Profiles of the
containers are expressed by the various function r = r(h), which we choose. We compute
the time of the complete emptying of selected containers and we discuss a question, how
the time of the complete emptying depends on their profiles.
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The time of the complete emptying of the container represents from a mathematical
point of view an integral functional and various profiles of containers represent the set of
admissible curves of this functional. Such an approach leads to certain variational questi-
ons regarding the extrema of this functional restricted on a suitable compact subset of the
admissible profiles. We investigate the existence of an „optimal“ profile of the container
which will be completely emptied for the shortest or longest time.

2. Mathematical model of the problem

We consider an open container - solid of revolution with the axis of the rotation iden-
tified with the vertical coordinate axes y. The container is placed in the homogeneous
gravitational field, g is its gravitational acceleration. The container is filled by the fluid up
to a height h0 (initial height of the fluid level). The horizontal sections of the container are
circles, the area of the horizontal section at the height h, h ∈ 〈0, h0〉, is S(h) = πr2(h),
where r(h) is radius of the container at the height h. The area of the bottom of the conta-
iner is S0 = πr2(0), where r(0) = r0 is radius of the bottom. The area of the initial fluid
level is S(h0) = πR2

0, where R0 = r(h0). At the bottom of the container is drilled a small
circular hole, aperture, with the area SA = πr2

A, where rA is radius of the aperture. The
contraction coefficient of the outflowing fluid stream we assume κ = 0.6.

S0 = πr2
0

S(h0) = πR2
0

S(h)

y

x

vh

pa
g

h

h0

%

v
SA

dh
r = r(h)

Our aim is to determine time dependence of the height of the fluid level h = h(t),
time dependence of the outflowing velocity of the fluid stream v = v(t), and to compute
the time T of the complete emptying of the container.

We state the continuity equation and the Bernoulli equation for two different horizon-
tal sections of the container, concretely for the fluid level at certain height h and for the
aperture in the bottom,

S(h)|vh| = SAv,
1
2%v

2
h + h%g + pa = 1

2%v
2 + 0 + pa, (1)

where vh = dh/dt is the velocity of the fluid level decrease at the height h, v is the
velocity of the outflowing stream, % is the fluid density. We express |vh| from the conti-
nuity equation |vh| = (SA/S(h))v, we substitute to the Bernoulli equation and we obtain
outflowing velocity,

v =
√√√√

2gh

1−
(

SA
S(h)

)2 = S(h)

√
2gh

S2(h)− S2
A

= r2(h)

√
2gh

r4(h)− r4
A

. (2)
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In particular, for the small aperture SA << Sh with the small radius rA << r(h), we
obtain well known Torricelli formula for the outflowing velocity

v =
√

2gh. (3)

We derive a differential equation for the mathematical model of the outflow of the
fluid. Our starting point is a balance between an infinitesimal change of the volume dV
of the fluid in the container (infinitesimal change of the fluid level dh) and between the
volume of outflowing fluid from the hole in an infinitesimal small time interval dt,

dV = S(h)dh = πr2(h)dh = −κπr2
Avdt. (4)

The presence of the minus sign in the last equation is due to a negative change of the
volume in the container (fluid level decreases, container empties). Consequently,

r2(h)dh
dt = −κr2

Ar
2(h)

√
2gh

r4(h)− r4
A

. (5)

After the separation of variables and integration from 0 to h0 we obtain a functional of
the time of complete emptying of the container,

T [r(h)] = 1√
2gκr2

A

∫ h0

0

√
r4(h)− r4

A√
h

dh. (6)

In particular for a small hole we get

r2(h)dh
dt = −κr2

A

√
2gh, (7)

which is a differential equation of the considered model. After the separation of variables
we get

− r2(h)
κr2

A

√
2gh

dh = dt. (8)

After the integration from h0 to h = 0 we obtain

− 1
κr2

A

√
2g

∫ 0

h0

r2(h)√
h

dh =
∫ T

0
dt = T. (9)

The functional of the time of complete emptying has the form

T [r(h)] = 1
κr2

A

√
2g

∫ h0

0

r2(h)√
h

dh. (10)

We see that the time of complete emptying T of the container depends on the profile
r(h) of the solid of revolution, on the initial height h0 of the fluid and evidently depends
also on the initial volume V0 of the fluid in the container

V0 = π

∫ h0

0
r2(h)dh. (11)
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3. The outflow of the fluid from the selected containers

In this section we will investigate the dependence of the time of complete emptying T
purely on the shape of the container. To this purpose we will consider different solids of
revolution filled by a fluid to the same initial height h0 = 1 m and with the same initial
volume V0 = 1 m3 of the fluid. We compute the time of complete emptying of given con-
tainers for draining fluid throughout a small aperture drilled at their bottoms of the same
radius rA = 0.01 m and with the same contraction coefficient κ = 0.6. The gravitational
acceleration we take as g = 10 m · s−2.

Cylinder

−1 −0.5 0 0.5 1−1

0

1
0

0.5

1
r(h) = r0 = const.
V0 = πr2

0h0

V0 = 1 m3 ⇒ r0 = 1√
π

.= 0.564 m

T
.= 2 372.54 s computed by (10)

The time dependence of the fluid level decrease,

h(t) = 9
5 · 10−8π2t2 − 3

√
5π

25 · 10−3t+ 1. (12)

Cone frustum R0 > r0

−1 −0.5 0 0.5 1−1

0

1
0

0.5

1

r(h) = Ah+ r0

A = R0 − r0

h0
> 0

V0 = 1
3πh0(r2

0 + r0R0 +R2
0)

R0 = 0.7 m (choice)
V0 = 1 m3 ⇒ r0

.= 0.416 m
T
.= 1 999.25 s computed by (10)

Cone frustum R0 < r0

−1 −0.5 0 0.5 1−1

0

1
0

0.5

1

r(h) = Ah+ r0

A = R0 − r0

h0
< 0

V0 = 1
3πh0(r2

0 + r0R0 +R2
0)

r0 = 0.7 m (choice)
V0 = 1 m3 ⇒ R0

.= 0.416 m
T
.= 2 785.79 s computed by (10)
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Spherical segment R0 = r0
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0

1
0

0.5

1

r(h) =
√
R2 − (h− (ρ+ h0))2

ρ = R2
0 − r2

0 − h2
0

2h0
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2 , R =
√
R2

0 + %2

V0 = 1
2πh0

(
r2

0 +R2
0 + h2

0
3

)

R0 = r0 (choice)

V0 = 1 m3 ⇒ R0 =

√
1
πh0
− h2

0
6 =

√
1
π
− 1

6
R0

.= 0.389 m
T
.= 2 124.09 s computed by (10)

Paraboloid r(h) = A(h+ h0)n, n = 1
2
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√
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2πA
2h2

0
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√

2
3πh2

0

r0 = r(0) .= 0.461 m
T
.= 2 108.93 s computed by (10)

The time dependence of the fluid level decrease,

h(t) = ((2 · 106 − 135
√

5tπ + 5
√

2 · 1011 − 216 · 105
√

5tπ + 3 645t2π2) 2
3 − 104)2

104 · (2 · 106 − 135
√

5tπ + 5
√

2 · 1011 − 216 · 105
√

5tπ + 3 645t2π2) 2
3

.

(13)
Paraboloid r(h) = A(h+ h0)n, n = 1

4

−1 −0.5 0 0.5 1−1

0

1
0

0.5

1

r(h) = A 4
√
h+ h0

V0 = π

∫ h0

0
r2(h) dh = 2

3πA
2(2
√

2− 1)h
3
2
0

V0 = 1 m3 ⇒ A =
√

3
2π(2
√

2− 1)h0
√
h0

r0 = r(0) .= 0.511 m
T
.= 2 234.04 s computed by (10)
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Funnel r(h) = (h+ h0)n, n = 2

−1 −0.5 0 0.5 1−1

0

1
0

0.5

1

r(h) = A(h+ h0)2

V0 = π

∫ h0

0
r2(h) dh = 31

5 πA
2h5

0

V0 = 1 m3 ⇒ A =
√

5
31πh5

0

r0 = r(0) .= 0.227 m
T
.= 1 613.28 s computed by (10)

Catenoid

−1 −0.5 0 0.5 1−1

0

1
0

0.5

1

r(h) = A cosh
(
h− h0

2

)

V0 = π

∫ h0

0
r2(h) dh = πA2

2 (sinh(h0) + h0)

V0 = 1 m3 ⇒ A =
√

2
π(sinh(h0) + h0)

r0 = A cosh
(
h0

2

)
.= 0.610 m

T = 2 451.81 s computed by (10)

Container with infinite time outflow

−1 −0.5 0 0.5 1−1

0

1
0

0.5

1

r(h) = A
4
√
h

V0 = π

∫ h0

0
r2(h) dh = 2πA2

√
h

V0 = 1 m3 ⇒ A = 1√
2π
√
h0

r0 =∞m
T =∞ s computed by (10)

The time dependence of the fluid level decrease,

h(t) = e− 3π
√

5·10−2
125 t. (14)
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Hyperboloid

−1 −0.5 0 0.5 1−1

0

1
0

0.5

1

r(h) =

√(
h− h0

2

)2

− A2

V0 = π

∫ h0

0
r2(h) dh = πh0

(
h2

0
12 − A

2
)

V0 = 1 m3 ⇒ A =

√
h2

0
12 −

1
πh0

r0 = 0.696 m
T = 2 620.99 s computed by (10)

Gaussian container - solid of revolution of the Gaussian curve

−1 −0.5 0 0.5 1−1

0

1
0

0.5

1

r(h) = Ae−(2h− h0
2 )2

V0 = π

∫ h0

0
r2(h) dh = πA2

∫ h0

0
e−2(2h− h0

2 )2

dh

V0 = 1 m3 ⇒ A = 1√
π
∫ h0

0 e−2(2h− h0
2 )2

dh
r0 = 0.606 m
T = 2 845.19 s computed by (10)

Exponential container

−1 −0.5 0 0.5 1−1

0

1
0

0.5

1

r(h) = Aeh−h0

V0 = π

∫ h0

0
r2(h) dh = πA2

2
(
1− e−2h0

)

V0 = 1 m3 ⇒ A =
√

2
π (1− e−2h0)

r0 = 0.316 m
T = 1 756.05 s computed by (10)

Reverse exponential container

−1 −0.5 0 0.5 1−1

0

1
0

0.5

1

r(h) = Ae−h+h0

V0 = π

∫ h0

0
r2(h) dh = πA2

2
(
e2h0 − 1

)

V0 = 1 m3 ⇒ A =
√

2
π (e2h0 − 1)

r0 = 0.858 m
T = 3 282.48 s computed by (10)
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Radomir’s funnel

−1 −0.5 0 0.5 1−1

0

1
0

2

4

r(h) = A arccot(h)

V0 = π

∫ ∞

0
r2(h) dh = π2A2 ln 2

V0 = 1⇒ A = 1
π
√

ln 2
r0 = 0.601 m
T = 2 124.19 s computed by (10)

4. The container for the constant velocity outflow - outlet

We will search a shape of the solid of revolution for which the outflowing velocity
will remain constant and equal to any given value v0. Using the formula (2) we get for the
seeking profile of the container the following expression

r(h) = rA · 4

√
v2

0
v2

0 − 2gh = rA · 4

√
1

1− 2gh
v2

0

. (15)

It is evident that the function (15) is defined only if 1 − 2gh
v2

0
> 0, i.e. h ∈ 〈0, hmax),

where hmax = v2
0/(2g). The horizontal line h = hmax is an asymptote of the function

(15). The shape of such container for the given value of the outlet velocity v0 = 3 m · s−1

is presented on the following figure.
The container for the constant velocity outflow can be used as an outlet in the bottom

of a dam. When the water level of a dam reaches its bottom, i.e. on the level hmax, the
outflowing velocity falls to a given value v0 and then the outflowing velocity remains
constant until to full emptying of the outlet.

−1 −0.5 0 0.5 1 −1

0

1
0

0.2

0.4

r(h) = rA · 4

√
1

1 − 2gh
v2

0

rA = 0.01 m
v0 = 3 m · s−1 (choice)

hmax = v2
0

2g = 0.45 m

V0 = π

∫ hmax

0
r2(h)dh .= 2.827 · 10−4 m3

r0 = rA the formula (10) cannot be used
T = 0.5 s computed by (6)

The time dependence of the fluid level decrease,

h(t) = hmax −
κ2g

2 t2 ⇒ T = 1
κ

√
2hmax

g
. (16)

- 143 -



5. The container for the constant decrease of the fluid level - fluid
clock

We will search a shape of the solid of revolution for which the velocity of decrease of
the fluid level vh = dh/dt is constant and equal to a given value −|v0

h|. It means that we
require the time dependence of fluid level to be linear,

h(t) = h0 − |v0
h| · t. (17)

Using the formula (5) we obtain for the seeking profile the following expression

r(h) = rA · 4

√
1 + 2κ2gh

(v0
h)2 . (18)

The shape of such container for the given value of the velocity of decrease of the fluid
level |v0

h| = 0.0001 m · s−1 is presented on the following figure. The container for the
constant decrease of the fluid level can be used as a fluid clock. The instantaneous fluid
level measures directly time passed from the initial state of the container.

The time of full emptying of the container can be determined instead of the integral
functional (6) directly from (17) as follows,

T = h0

|v0
h|
. (19)

For the fluid clock measuring the given time interval 〈0, T 〉, e.g. T = 1 hour, we choose
the height of the fluid for given v0

h as follows

h0 = |v0
h|T. (20)

−1 −0.5 0 0.5 1−1

0

1
0

0.2

0.4

r(h) = rA · 4

√
1 + 2κ2gh

(v0
h)2

rA = 0.01 m
vh = 10−4 m · s−1 (choice)

T = 1 hour (20)⇒ h0 = 0.360 m

V0 = π

∫ h0

0
r2(h)dh .= 1.214 m3

r0 = rA the formula (10) cannot be used
T = 3 600.00 s computed by (6)
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6. The variational treatment of the outflow problem

First we consider the vector space C〈0,h0〉 of all continuous functions on the closed
interval 〈0, h0〉, as the set of possible profiles r(h) of containers. This space is endowed
with the maxim metric

%(r1(h), r2(h)) = max
h∈〈0,h0〉

|r1(h)− r2(h)|, r1(h), r2(h) ∈ C〈0,h0〉. (21)

Closeness of two profiles r1(h), r2(h) ∈ C〈0,h0〉 is expressed by the requirement

%(r1(h), r2(h)) << 1. (22)

ε-neighbourhood of the profile r0(h), or precisely strong ε-neighbourhood of r0(h) is
defined as the open set

Oε(r0(h)) = {r(h) ∈ C〈0,h0〉, %(r0(h), r(h)) < ε}. (23)

By the variation δr(h) of the profile r0(h) we understand the function

δr(h) = r(h)− r0(h) = ε · ω(h), (24)

where r(h) is a close profile to the profile r0(h), 0 < ε << 1 and ω(h) is some defor-
mation function. The deformed profile one can wright as follows

r(h) = r0(h) + δr(h) = r0(h) + ε · ω(h). (25)

We are going to analyze the time functional of the full emptying of the container,

T [r(h)] = K
∫ h0

0

r2(h)√
h

dh, K = 1
κr2

A

√
2g . (26)

The continuity of the time functional (26): the functional T [r(h)] is continuous (in the
sense of the closeness of the zero order) at the profile r0(h) if for arbitrary ε > 0 there
exists strong δ-neighbourhoodOδ(r0(h)) of the profile r0(h) such that for arbitrary profile
r(h) ∈ Oδ(r0(h)) holds

T [r(h)]− T [r0(h)] < ε. (27)

The functional T [r(h)] is continuous at the profile r0(h) if

lim
ε→0

T [r0(h) + ε · ω(h)] = T [r0(h)], (28)

for some deformation function ω(h). In the following we verify the continuity condition
(28) for the functional (26).

lim
ε→0

T [r0(h) + ε · ω(h)] = lim
ε→0
K
∫ h0

0

(r0(h) + ε · ω(h))2
√
h

dh

= K lim
ε→0

∫ h0

0

r2
0(h) + 2ε · ω(h)r0(h) + ε2 · ω2(h)√

h
dh

= K
∫ h0

0
lim
ε→0

r2
0(h) + 2ε · ω(h)r0(h) + ε2 · ω2(h)√

h
dh = K

∫ h0

0

r2
0(h)√
h

dh = T [r0(h)].
(29)
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We calculate the first variation of the functional (26). For the increment ∆T [r(h)] we
obtain

∆T [r(h)] = T [r(h) + δr(h)]− T [r(h)] = K
∫ h0

0

(r(h) + δr(h))2
√
h

dh−K
∫ h0

0

r2(h)√
h

dh

= K
∫ h0

0

2r(h)δr(h) + (δr(h))2
√
h

dh = K
∫ h0

0

2r(h)δr(h)√
h

dh+K
∫ h0

0

(δr(h))2
√
h

dh.
(30)

The second term of the last expression one can bound above as follows

K
∫ h0

0

(δr(h))2
√
h

dh ≤ K( max
h∈〈0,h0〉

|δr(h)|)2
∫ h0

0

dh√
h

= 2K
√
h0 ||δr(h)||2, (31)

where
‖δr(h)‖ = max

h∈〈0,h0〉
|δr(h)| (32)

is a norm of the variation δr(h). We denote

β(r(h), δr(h)) = 2K
√
h0‖δr(h)‖2. (33)

Evidently
lim

‖δr(h)‖→0
β(r(h), δr(h)) = 0, (34)

hence the second term of the increment ∆T [r(h)] is infinitesimally small function of the
higher order than the first order in the norm ‖δr(h)‖ of the variation for sufficiently small
variations δr(h).

Therefore, the principal part of the increment ∆T [r(h)] has the first term, which re-
presents the linear part of the increment, and is called the first variation

δT [r(h)] = K
∫ h0

0

2r(h)δr(h)√
h

dh. (35)

The necessary condition for the extremum of functional (26) is

δT [r(h)] = K
∫ h0

0

2r(h)δr(h)√
h

dh = 0 (36)

for all variations δr(h) for which ||δr(h)|| → 0. The condition (36) gives us only the
trivial solution r(h) = 0.

Let us consider the following set of possible profiles

C≥0
〈0,h0〉 = {r(h) ∈ C〈0,h0〉, r(h) ≥ 0}, (37)

and its subset
V0C≥0
〈0,h0〉 =

{
r(h) ∈ C≥0

〈0,h0〉, π

∫ h0

0
r2(h)dh = V0

}
(38)

of such profiles which satisfy volume norm condition (condition of the constant volume
V0)

π

∫ h0

0
r2(h)dh = V0, (39)
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the same as well as all investigated profiles of containers in the Section 3, where h0 = 1 m
and V0 = 1 m3.

The extremum r(h) = 0 one can realize in the set V0C≥0
〈0,h0〉 as a limit of the following

sequence of functions (profiles)

rn(h) = An(h+ h0)n, An =

√
(2n+ 1)V0

π(22n+1 − 1)h2n+1
0

, n = 2k, k ∈ N. (40)

The limit profile

lim
n→∞

rn(h) = −3h0

Π
h0(h) =

{
0 h ∈ (−3h0, h0)
∞ otherwise

, (41)

satisfies the volume norm condition

π

∫ h0

0
−3h0

Π2
h0(h)dh = V0, (42)

and the value of the time functional T [r(h)] along it is zero,

T [−3h0

Π
h0(h)] = 0. (43)

It is evidently a minimum. On the other side the sequence of functions (profiles) in C≥0
〈0,h0〉

r̄n(h) = Ān(h− h0)n, Ān =

√
(2n+ 1)V0

πh2n+1
0

, n = 2k, k ∈ N (44)

has the limit profile

lim
n→∞

r̄n(h) = 0
Π

2h0(h) =
{

0 h ∈ (0, 2h0)
∞ otherwise

, (45)

satisfying the volume norm condition

π

∫ h0

0
0
Π2

2h0(h)dh = V0. (46)

However the value of the time functional T [r(h)] along it is not finite

T [0
Π

2h0(h)] =∞, (47)

i.e. the maximum does not exist. Note that from the physical (practical) point of view on
the problem it is evident, that admissible profiles of containers must belong to the subset

C+
〈0,h0〉 = {r(h) ∈ C〈0,h0〉, r(h) > 0} ⊂ C≥0

〈0,h0〉, (48)

respective to the subset

V0C+
〈0,h0〉 = {r(h)C+

〈0,h0〉, π

∫ h0

0
r2(h)dh = V0} ⊂ V0C≥0

〈0,h0〉. (49)

- 147 -



However the limit profiles −3h0

Π
h0(h), 0

Π
2h0(h) do not belong to the sets of physically

admissible profiles of containers

−3h0

Π
h0(h), 0

Π
2h0(h) /∈ V0C+

〈0,h0〉, (50)

though single profiles rn(h), r̄n(h) of sequences (40) and (44) belong to these sets,

rn(h), r̄n(h) ∈ V0C+
〈0,h0〉. (51)

Based on the previous results one can draw the conclusion. If we consider only strictly
monotonous profiles r(h) of the containers, i.e. only increasing functions or only decrea-
sing functions r(h) on the interval 〈0, h0〉, we can claim the following:

More intensive increase of the strictly monotonous profile of the container (bigger
(more intensive) extension of the profile from the bottom towards to a gorge of the conta-
iner or conversely bigger (more intensive) narrowing of the profile from the gorge of the
container towards to the bottom) leads to a decrease of the time T of total emptying of
the container (for the given height h0 of the fluid level and for the given volume V0of the
fluid in the container).

Vice versa, more intensive decrease of the strictly monotonous profile of the container
(bigger (more intensive) narrowing of the profile from the bottom towards to a gorge of
the container or conversely bigger (more intensive) extension of the profile from the gorge
of the container towards to the bottom) leads to an increase of the time T of total emptying
of the container (for the given height h0 of the fluid level and for the given volume V0 of
the fluid in the container).

Finally, the time functional (10) or (26) can be reformulated within the per partes rule
as follows

T [r(h)] = 2K
(
r2(h0)

√
h0 − 2

∫ h0

0
r(h)r′(h)

√
hdh

)
. (52)

If we consider only strictly monotonous profiles r(h) of the containers (only increasing
functions or only decreasing functions r(h) on the interval 〈0, h0〉) with the same initial
fluid level h0 and with the same radius of fluid level r(h0) = R0 we can claim (assert) the
following:

For increasing profiles r(h) of the container (the profile extends from the bottom to-
wards to a gorge of the container or conversely the profile narrows from the gorge of the
container towards to the bottom) is r′(h) > 0, consequently the time of total emptying T
of the container decreases, since integral term in (52) is deducted (substracted) from the
given number 2Kr2(h0

√
h0).

Vice versa, for decreasing profiles r(h) of the container (the profile narrows from the
bottom towards to a gorge of the container or conversely the profile extends from the go-
rge of the container towards to the bottom) is r′(h) < 0, consequently the time of total
emptying T of the container increases, since integral term in (52) is added to the given
number 2Kr2(h0

√
h0).
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ANALÝZA DESKOVÉ HRY

POMOCÍ LINEÁRNÍ ALGEBRY

Martina �t¥pánová

Katedra didaktiky matematiky, MFF UK v Praze
Sokolovská 83, 186 75 Praha 8

E-mail: stepanov@karlin.m�.cuni.cz

Abstrakt: P°ísp¥vek je v¥nován analýze deskové hry Hadi a ºeb°íky (téº známé
jako Skluzavky a ºeb°íky) pomocí lineární algebry. Ukáºeme, jak nám m·ºe mati-
cový po£et pomoci nalézt nap°íklad minimální po£et kol, které musí prob¥hnout
k dokon£ení hry.

Abstract: This contribution is devoted to an analysis of the Snakes and Ladders

board game (also known as Chutes and Ladders) using linear algebra. For example,
we show how matrix calculus can help us �nd the minimum number of moves in the
game.

P°i výuce se pedagog £asto setkává s otázkou: �A k £emu mi to bude?� Pozice
u£itele lineární algebry je v této situaci jednoduchá, nebo´ aplikací uvedené disciplíny
existuje velké mnoºství. Jedním ze zábavných p°íklad·, které lze p°edvést i studen-
t·m se zcela základními znalostmi teorie matic, je vyuºití lineární algebry p°i analýze
deskové hry nazývané Hadi a ºeb°íky nebo téº Skluzavky a ºeb°íky.

1 Hra Hadi a ºeb°íky a její pravidla

Desková hra Hadi a ºeb°íky je zaloºena jen na náhod¥, na její pr·b¥h nemají
vliv nap°. znalosti zú£astn¥ných. Ur£ena je pro dva a více hrá£·. T¥mi mohou být
� p°i mírné pomoci star²ích � i malé d¥ti.

Ke h°e pot°ebujeme klasickou hrací kostku, barevn¥ odli²ené �gurky (práv¥ jedna
�gurka pro kaºdého hrá£e) a hrací desku s o£íslovanými polí£ky, z nichº jsou n¥která
propojena obrázky had· a ºeb°ík·. P°íklad takové desky je na obrázku 1, uspo°ádání
polí£ek do £tverce (£i obdélníku) v²ak není nutné.1

1Samoz°ejm¥ lze pracovat s improvizovanými pom·ckami. Pokud bychom nap°íklad cht¥li zaba-
vit d¥ti touto hrou v p°írod¥, lze hrací polí£ka vyrýt do zem¥, roli had· �sv¥°it� v¥tvi£kám a místo
ºeb°ík· pouºít stvoly rostlin. Jako �gurky mohou poslouºit kamínky r·zných tvar· a kostku lze
zastoupit oby£ejnou ²estibokou tuºkou, na jejichº ²esti bo£ních st¥nách znázorníme (nakreslením
vhodnou psací pot°ebou, vyrytím zavíracím ²pendlíkem apod.) jednu aº ²est te£ek.
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Obrázek 1. Hrací deska

Hrá£i se posadí kolem desky a ur£í, kdo za£ne. To mohou ud¥lat nap°íklad tak,
ºe kaºdý hrá£ hodí kostkou a za£ne ten, komu padlo nejv¥t²í £íslo.2 Hrá£i se budou
postupn¥ st°ídat ve h°e (nap°. po sm¥ru hodinových ru£i£ek): házejí kostkou a na
základ¥ výsledk· hod· pohybují svými �gurkami z polí£ka START (polí£ko £íslo 1)
do polí£ka CÍL (polí£ko s nejv¥t²ím £íslem). Padnou-li £ísla 1 nebo 2, z·stává �gurka
stát na sou£asném polí£ku, nikam se nepohybuje. Padnou-li £ísla 3 nebo 4, postoupí
�gurka o jedno polí£ko vp°ed, a kone£n¥ padnou-li £ísla 5 nebo 6, postoupí �gurka
o dv¥ polí£ka vp°ed (nebo jen o jedno, je-li následující polí£ko poslední). Vstoupí-
li �gurka po tomto tahu na polí£ko s po£átkem ºeb°íku, postupuje je²t¥ dále na
polí£ko, kde tento ºeb°ík kon£í.3 Vstoupí-li v²ak na polí£ko s hlavou hada, sestupuje
zp¥t na polí£ko s jeho ocasem. Vít¥zem se stává ten hrá£, který první vstoupí na
polí£ko CÍL.

2P°i shod¥ nejv¥t²ích £ísel u více hrá£· se hází znovu.
3Po£átek ºeb°íku je na polí£ku s men²ím £íslem neº má polí£ko s druhým koncem p°íslu²ného

ºeb°íku.
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Podotkn¥me, ºe existují r·zné modi�kace herní desky, v£etn¥ verze symbolizu-
jící ºivotní cestu £lov¥ka. V ní jsou jednotlivá polí£ka spojena s lidskými vlast-
nostmi, ºeb°íky znázor¬ují ctnosti a hadi ne°esti. V dne²ních hra£ká°stvích se lze
rovn¥º setkat s prostorovou verzí hry, v níº je hrací deska rozd¥lena na více £ástí
umíst¥ných v r·zných vý²kách, mezi nimiº se p°echází pomocí ºeb°ík· a skluza-
vek. T¥mto upraveným variantám se nebudeme v¥novat, jejich obrázky lze snadno
nalézt na internetu. Na webových stránkách se také nacházejí základní informace
o velmi dlouhé historii hry. Ve velmi stru£né podob¥ ji lze nalézt v knize [1], která
se stala inspirací pro sepsání tohoto populariza£ního £lánku.

2 Otázky °e²itelné pomocí lineární algebry

P°eve¤me nyní pr·b¥h hry do �matematického jazyka�. Poté budeme schopni
pomocí jednoduchých operací maticového po£tu snadno odpov¥d¥t nap°íklad na
následující otázky:

• Jaký je minimální po£et kol hry?

• Kolik je nutné odehrát kol, aby s pravd¥podobností p jiº n¥kdo konkrétní
vyhrál?

Situaci budeme vysv¥tlovat na jednoduchém p°ípad¥ s devíti polí£ky, jedním
hadem a jedním ºeb°íkem.
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Obrázek 2. Hrací deska s jedním hadem a jedním ºeb°íkem

Uvaºujme hrací desku znázorn¥nou na obrázku 2 a sestrojme k ní p°íslu²nou p°e-

chodovou matici A. Jedná se o £tvercovou matici, jejíº °ád je roven po£tu polí£ek hry
(v na²em p°ípad¥ je tedy °ád p°echodové matice 9). Na pozici i, j je pravd¥podob-
nost, ºe po hodu kostkou p°ejdeme �gurkou z polí£ka i na polí£ko j. Prvky matice A
jsou proto reálná £ísla aij ∈ 〈0; 1〉 a jejich sou£et v jednotlivých °ádcích je 1. Mati-
ce A je tedy stochastická.
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Na po£átku hry stojí v²echny �gurky na polí£ku £. 1. Padne-li 1 nebo 2, z·stane
daná �gurka na polí£ku £. 1, padne-li 3 nebo 4, postoupí na polí£ko £. 2, a padne-li
5 nebo 6, postoupí na polí£ko £. 3. Na polí£ka s £íslem v¥t²ím neº 3 nem·ºe �gurka
z polí£ka £. 1 postoupit. Je proto

a11 =
1

3
, a12 =

1

3
, a13 =

1

3
a a1j = 0 pro j > 3.

Obdobná situace nastane pro polí£ko £. 2. Podívejme se na zajímav¥j²í p°ípad,
kdy v okamºiku hodu kostkou stojí �gurka na polí£ku £. 3. Padne-li 1 nebo 2,
z·stane daná �gurka na polí£ku £. 3, a padne-li 3 nebo 4, postoupí na polí£ko £. 4.
Padne-li 5 nebo 6, m¥la by �gurka postoupit na polí£ko £. 5, na n¥mº je v²ak hlava
hada, a proto se vrátí na polí£ko £. 3. Na polí£ka s £ísly jinými neº 3 nebo 4 se
z polí£ka £. 3 dostat nem·ºe, platí proto

a31 = 0, a32 = 0, a33 =
2

3
, a34 =

1

3
a a3j = 0 pro j > 4.

Jestliºe v okamºiku hodu kostkou stojí �gurka na polí£ku £. 4, m·ºe, padne-li 1
£i 2, z·stat stát na tomto polí£ku. Padne-li 3 £i 4, m¥la by postoupit na polí£ko
£. 5, z n¥hoº se v²ak bude muset vrátit na polí£ko £. 3. Padne-li 5 £i 6, m¥la by
postoupit na polí£ko £. 6, z n¥hoº v²ak �vyleze po ºeb°íku� na polí£ko £. 7. Tj.

a41 = 0, a42 = 0, a43 =
1

3
, a44 =

1

3
, a47 =

1

3
a a4j = 0 pro j ∈ {5; 6; 8; 9} .

Pov²imn¥me si, ºe �gurka nikdy nem·ºe stát na polí£kách £. 5 a 6, °ádky i sloupce
£. 5 a 6 p°echodové matice jsou tedy nulové. Vypo£et prvk· v dal²ích °ádcích p°e-
chodové matice ponecháváme na £tená°i.

A =


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
Uvaºujme nyní °ádkový vektor vk typu 1×9, jehoº sloºky jsou pravd¥podobnosti

toho, ºe po k-tém kole stojí �gurka na prvním, druhém, ..., devátém polí£ku. P°ed
zá£átkem hry, tj. po �nultém kole�, stojí �gurka na polí£ku £. 1, tj.

v0 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0).

Jednoduché je rovn¥º ur£ení vektoru v1:

v1 = (
1

3
,
1

3
,
1

3
, 0, 0, 0, 0, 0, 0).
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Po prvním odehraném kole v²ak nevíme, kde p°esn¥ �gurka stojí, proto je výpo£et
vektoru v2 komplikovan¥j²í. Nap°. jeho t°etí sloºku po£ítáme jako sou£et sou£in·:

1

3
· 1
3
+

1

3
· 1
3
+

2

3
· 1
3
+

1

3
· 0 =

4

9
.

Snadno nahlédneme, ºe k výpo£tu j-té sloºky vektoru vk+1 násobíme prvky vek-
toru vk a j-tého sloupce p°echodové matice A, tj.

vk+1 = vkA.

Vypo£t¥me n¥kolik prvních £len· posloupnosti vektor· v1, v2, . . .:4

• v1 = (0, 333; 0, 333; 0, 333; 0; 0; 0; 0; 0; 0)

• v2 = (0, 111; 0, 222; 0, 444; 0, 222; 0; 0; 0; 0; 0)

• v3 = (0, 037; 0, 111; 0, 481; 0, 296; 0; 0; 0, 074; 0; 0)

• v4 = (0, 012; 0, 049; 0, 469; 0, 296; 0; 0; 0, 123; 0, 025; 0, 025)

• v5 = (0, 004; 0, 021; 0, 432; 0, 272; 0; 0; 0, 140; 0, 049; 0, 082)

• v6 = (0, 001; 0, 008; 0, 387; 0, 241; 0; 0; 0, 137; 0, 063; 0, 162)

• v7 = (0; 0, 003; 0, 342; 0, 212; 0; 0; 0, 126; 0, 067; 0, 250)

...

• v10 = (0; 0; 0, 229; 0, 142; 0; 0; 0, 087; 0, 053; 0, 489)

• v11 = (0; 0; 0, 200; 0, 124; 0; 0; 0, 076; 0, 047; 0, 554)

• v12 = (0; 0; 0, 174; 0, 108; 0; 0; 0, 067; 0, 041; 0, 610)

3 Odpov¥di na otázky

Nyní snadno odpovíme na poloºené otázky. Ptáme-li se, jaký je minimální po£et
kol hry, je nutné hledat nejmen²í k takové, ºe poslední, tj. devátá sloºka vektoru vk je
nenulová. (Ptáme se, po kterém kole je jiº pravd¥podobnost, ºe �gurka vstoupila na
deváté polí£ko CÍL, nenulová.) Vidíme, ºe v na²em p°ípad¥ je toto nejmen²í k rovno 4
(p°íslu²ná pravd¥podobnost dosaºení cíle je 0, 025). V jednoduchých p°íkladech lze
p°i pohledu na hrací desku ur£it i n¥kterou z �ideálních� cest k vít¥zství.5 V na²em
p°ípad¥ bychom postupovali nap°íklad po polí£kách £. 3, 4, 7 a 9.

K nalezení odpov¥di na otázku �Kolik je nutné odehrát kol, aby s pravd¥podob-
ností více neº p jiº n¥kdo konkrétní vyhrál?� sta£í vyhledat nejmen²í k takové, ºe
poslední sloºka vektoru vk je v¥t²í neº p. Budeme-li se nap°. ptát, kolik je nutné
odehrát kol, aby na více neº 50% n¥kdo ur£itý vyhrál, odpov¥¤ je 11, nebo´ na
poslední sloºce se poprvé objeví £íslo v¥t²í neº 0, 5 ve vektoru v11.

4Pravd¥podobnosti zaokrouhleme na t°i desetinná místa, sloºky vektor· odd¥lujme st°edníky.
5T¥chto vít¥zných cest m·ºe samoz°ejm¥ existovat více.
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4 Dal²í hrací plochy

�e²me nyní jiný jednoduchý p°íklad. Podívejme se, jak se situace zm¥ní, p°idáme-
li na hrací plochu dal²ího hada (viz obrázek 3).
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Obrázek 3. Hrací deska se dv¥ma hady a jedním ºeb°íkem

P°íslu²ná p°echodová matice je

A =


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
a prvních n¥kolik vektor· v1, v2, . . . vypadá takto:

• v0 = (1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)

• v1 = (0, 333; 0, 333; 0, 333; 0; 0; 0; 0; 0; 0)

• v2 = (0, 111; 0, 222; 0, 444; 0, 222; 0; 0; 0; 0; 0)

• v3 = (0, 037; 0, 111; 0, 481; 0, 296; 0; 0; 0, 074; 0; 0)

• v4 = (0, 012; 0, 074; 0, 469; 0, 296; 0; 0; 0, 123; 0; 0, 025)

• v5 = (0, 004; 0, 070; 0, 440; 0, 280; 0; 0; 0, 1420; 0; 0, 066)

• v6 = (0, 001; 0, 071; 0, 412; 0, 263; 0; 0; 0, 140; 0; 0, 112)
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• v7 = (0; 0, 071; 0, 386; 0, 249; 0; 0; 0, 134; 0; 0, 159)

...

• v16 = (0; 0, 045; 0, 234; 0, 152; 0; 0; 0, 082; 0; 0, 487)

• v17 = (0; 0, 042; 0, 221; 0, 143; 0; 0; 0, 078; 0; 0, 515)

Obdobn¥ jako u p°edchozí hrací desky zjistíme, ºe i zde je minimální po£et hry 4
(rovn¥º s pravd¥podobností 0, 025). �Vít¥zná� cesta vede nap°íklad po polí£kách £. 2,
4, 7 a 9. P°idáním jednoho hada se samoz°ejm¥ hra �pr·m¥rn¥ zbrzdí�. K tomu,
aby n¥kdo konkrétní na 50% vyhrál, je tentokrát nutno odehrát 17 kol.

P°idejme nyní na p·vodní hrací desku naopak jeden ºeb°ík. Konkrétn¥ uvaºujme
p°ípad znázorn¥ný na obrázku 4.
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Obrázek 4. Hrací deska s jedním hadem a dv¥ma ºeb°íky

P°echodová matice vypadá takto:

A =
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
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Postupn¥ vypo£ítáme vektory v1, v2, . . .:

• v0 = (1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)

• v1 = (0, 333; 0; 0, 333; 0, 333; 0; 0; 0; 0; 0)

• v2 = (0, 111; 0; 0, 444; 0, 333; 0; 0; 0, 111; 0; 0)

• v3 = (0, 037; 0; 0, 444; 0, 296; 0; 0; 0, 148; 0, 037; 0, 037)

• v4 = (0, 012; 0; 0, 407; 0, 259; 0; 0; 0, 148; 0, 062; 0, 111)

• v5 = (0, 004; 0; 0, 362; 0, 226; 0; 0; 0, 136; 0, 070; 0, 202)

• v6 = (0, 001; 0; 0, 318; 0, 198; 0; 0; 0, 121; 0, 069; 0, 294)

• v7 = (0; 0; 0, 278; 0, 172; 0; 0; 0, 106; 0, 063; 0, 380)

• v8 = (0; 0; 0, 243; 0, 150; 0; 0; 0, 093; 0, 056; 0, 457)

• v9 = (0; 0; 0, 212; 0, 131; 0; 0; 0, 081; 0, 050; 0, 525)

• v10 = (0; 0; 0, 185; 0, 115; 0; 0; 0, 071; 0, 044; 0, 586)

...

• v17 = (0; 0; 0, 071; 0, 044; 0; 0; 0, 027; 0, 017; 0, 840)

Tentokrát m·ºe hra skon£it jiº po t°etím kole (�ideální� cesta je po polí£kách
£. 4, 7 a 9). Více n¥º padesátiprocentní nad¥je, ºe n¥kdo konkrétní vyhrál, je jiº po
devátém kole.

5 Pozm¥n¥ná pravidla

Nakonec se zabývejme p°ípadem, v n¥mº nebude modi�kována p·vodní hrací
deska, ale dojde k mírné zm¥n¥ pravidel: padne-li 1 £i 2, z·stáváme na stejném
polí£ku, padne-li 3 £i 4 £i 5, postupujeme o jedno polí£ko, padne-li 6, postupujeme
o dv¥ polí£ka.

Op¥t ur£íme p°echodovou matici a n¥kolik prvních prvk· posloupnosti v1, v2, . . .:

A =


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

- 157 -



• v1 = (0, 333; 0, 5; 0, 167; 0; 0; 0; 0; 0; 0)

• v2 = (0, 111; 0, 333; 0, 389; 0, 167; 0; 0; 0; 0; 0)

• v3 = (0, 037; 0, 167; 0, 463; 0, 306; 0; 0; 0, 028; 0; 0)

• v4 = (0, 012; 0, 074; 0, 474; 0, 361; 0; 0; 0, 060; 0, 014; 0, 005)

• v5 = (0, 004; 0, 031; 0, 457; 0, 370; 0; 0; 0, 080; 0, 035; 0, 024)

• v6 = (0, 001; 0, 012; 0, 429; 0, 357; 0; 0; 0, 088; 0, 052; 0, 060)

• v7 = (0; 0, 005; 0, 399; 0, 336; 0; 0; 0, 089; 0, 061; 0, 110)

...

• v14 = (0; 0; 0, 230; 0, 195; 0; 0; 0, 055; 0, 047; 0, 474)

• v15 = (0; 0; 0, 212; 0, 182; 0; 0; 0, 051; 0, 043; 0, 514)

• v16 = (0; 0; 0, 196; 0, 166; 0; 0; 0, 047; 0, 040; 0, 551)

Hra m·ºe skon£it jiº po £tvrtém kole (�ideální� cesta vít¥ze je nap°íklad po
polí£kách £. 3, 4, 7 a 9).6 Více neº 50% ²ance, ºe n¥kdo konkrétní vyhrál, nastává
aº po 15. kole.

Srovnání p°edchozích p°íklad· lze provést na základ¥ následující p°ehledné ta-
bulky:

min. po£et kol po£et kol � p > 0, 5

1 had, 1 ºeb°ík 4 11
2 hadi, 1 ºeb°ík 4 17
1 had, 2 ºeb°íky 3 9
zm¥na pravidel (1 had, 1 ºeb°ík) 4 15

6 Záv¥r

�tená° m·ºe dále vymý²let r·zné modi�kace hry uzp·sobené nap°íklad naturelu
hrá£·. Bude-li chtít hru u£init napínav¥j²í, s více p°ekvapivými zvraty, namaluje na
plochu více had· a ºeb°ík·. Nervy hrá£· budou pocuchány, kdyº hlavu hada umístí
na p°edposlední polí£ko a jeho ocas namaluje na polí£ko £. 1. Jist¥ se mu rovn¥º
poda°í snadno vymyslet takovou hrací desku, na které hra nebude moci být nikdy
dohrána.

Literatura

[1] Chartier, T.: When Life is Linear. From Computer Graphics to Bracketology,
The Mathematical Association of America, Washington, 2015.

6Doporu£ujeme £tená°i, aby zd·vodnil, pro£ se moºné �ideální� cesty p°i zm¥n¥ pravidel a za-
chování hrací desky nem¥ní.
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Streszczenie: 
Analizując zmiany cen węgla kamiennego na rynkach światowych niestety zauważamy, że 
rok 2016 przyniósł dalsze spadki cen węgla energetycznego na rynkach światowych z 
60USD/t w styczniu 2014r., 50 USD/t w styczniu 2015r., do, w przypadku terminali 
europejskich, 45 USD/t w styczniu 2016. Dużym zagrożeniem dla polskiego węgla 
kamiennego jest wzrastający koszt wydobycia (ryzyko zamykania kopalń) i zwiększający się 
import tego surowca do Polski (niższe ceny węgla na rynkach światowych) w ostatnich latach 
- z  ok.1,5 mln ton w 2000r. do około 10,5 mln ton w 2013 (w tym prawie 2/3 z Rosji). 
Dlatego pilnie należy poszukiwać metod zwiększenia efektywności produkcji węgla 
kamiennego w polskich przedsiębiorstwach górniczych. Tak, więc obecna sytuacja na rynku 
węgła kamiennego skłania również do poszukiwania rozwiązań takiego planowania produkcji 
górniczej z grupy kopalń, aby maksymalnie przybliżyć wychód uzyskanych produktów 
dostosowanych do oczekiwań klientów, a więc poszukiwania skutecznych i stosunkowo 
prostych do stosowania metod takiego opracowywania planu wybierania węgla z 
poszczególnych wyrobisk ścianowych aby uwzględniać w nich wymogi zarządzania 
marketingowego. W artykule zaprezentowana jest metoda programowania produkcji górniczej 
wykorzystującą programowanie liniowe w aspekcie wymagań rynkowych. Zaprezentowany 
przykład obejmuje programowanie w obrębie jednej kopalni, ale jest aplikowalny do 
wykorzystania dla grupy kopalń.  
 
Abstract: 
When analysing changes in prices of hard coal on global markets we notice that 2016 brought 
further decreases in prices of steam coal on global markets from USD 60 per ton in January 
2014, USD 50 per ton in January 2015 to USD 45 per ton in January 2016 in the case of 
European terminals. The serious threats for Polish hard coal are the increasing cost of 
production (the risk of shutting down mines) and the increasing import of coal to Poland in 
the recent years (lower prices of coal on global markets) – from approx. 1.5 millions tons in 
2000 to approx. 10.5 millions tons in 2013 (nearly two thirds from Russia). Therefore, new 
methods of increasing the effectiveness of hard coal production in Polish mining companies 
should be sought. The current situation on the coal market also prompts to seek such solutions 
of planning mining production within a group of mines which allow to reach yield of obtained 
products tailored to customers' expectations; thus, to look for effective and relatively simple 
to use methods of developing a plan of extracting coal from individual longwall workings 
which take into consideration requirements of marketing management. The article presents a 
method of programming mining production using linear programming in terms of market 
requirements. The example presented covers programming within one mine but can be 
applied for a group of mines.  
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Słowa kluczowe: planowanie produkcji, programowanie liniowe, kopalnia węgla kamiennego 
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1. Planowanie – pojęcia podstawowe 
 

Planowanie, jako funkcja zarządzania, pozwala na określenie celów przyszłych dla 
przedsiębiorstwa, drogę ich realizacji, pozwalając nie tylko na trwanie tego przedsiębiorstwa, 
ale także na jego rozwój. Planujemy wtedy, gdy osiągnięcie przyszłego stanu, jakiego 
oczekujemy, jest związane z szeregiem współzależnych decyzji, tzn. z systemem decyzji. 
Planowanie pozwala więc zarówno na unikanie niewłaściwych działań, jak i na zmniejszanie 
częstotliwości niewykorzystanych okazji. Na rys. 1. zaprezentowano schematycznie proces 
planowania. 

 
Rys. 1. Proces planowania (opracowanie własne) 

 
Słowo „planować” pochodzi od łacińskiego planta – szkic budynku. „Planować’ znaczy 

więc zaprojektować szkic, schemat, jak należy zrobić czy wykonać. Przeciwieństwem do 
„planować” jest „improwizować” z łacińskiego im-providere – decydować ad hoc, działać 
bez planu, pozostawić coś przypadkowi. Tak więc dla budowania przyszłości 
przedsiębiorstwa musimy planować przyszłe działania, ale czasami w turbulentnym otoczeniu 
niezbędna jst także przemyślana improwizacja.  

Według H.Kreikebauma (1996, s.23) przez pojęcie planowania rozumie się 
ukierunkowaną na przyszłość działalność różnych planistów w organizacji. Planowanie jest 
kolektywną działalnością w organizacji, która w danej chwili polega na przygotowaniu 
decyzji i dokonaniu wyboru spośród różnych możliwości postępowania. Rodzaj planowania 
określa strukturę systemu planowania i przebieg procesu planowania. Dla odróżnienia plan 
stanowi wynik planowania. Plan musi precyzować kto, co, dlaczego, kiedy i na jakich 
warunkach powinien osiągnąć. 

Inna definicja planowania zakłada, że planowanie obejmuje uszeregowanie celów 
organizacji, dobranie do nich zadań, a następnie określenie zasobów i środków niezbędnych 
do realizacji założonych celów (Pilch i in., 2.11, s.1216). 

Do składowych planu można zaliczyć: 
• cele ogólne  

 cel jest stanem rzeczy, do którego osiągnięcia zmierza przedsiębiorstwo przez 
generowanie łańcucha decyzji; 

• środki 
 środki stosowane do realizacji celu planu różnią się pod względem stopnia ogólności 

od najbardziej szczegółowych działań poprzez praktyki, procedury i prognozy do 
najogólniejszych zasad postępowania; 

• zasoby 
 w przypadku planowania produkcji górniczej zasoby można zgrupować w cztery 

kategorie: pieniądze, wyposażenie techniczne, materiały i części zamienne, załoga. Konieczne 

Cele 
planowania 

Analiza stanu 
obecnego 

Plan 

Realizacja 
planu 

Kontrola 
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jest określenie, jakiej ilości poszczególnych kategorii zasobów będzie wymagała realizacja 
planu; 

• realizację 
 kojarzenie środków i zasobów i zorganizowanie ich tak, aby plan mógł być wykonany. 

W jej skład wchodzą: analiza przepływu informacji, budowa modelu decyzyjnego, potrzeby 
informacyjne, decyzje i zadania robocze; 

• kontrolę 
skonfrontowanie wyników z założonym celem. 
Z punktu widzenia całej organizacji planowanie możemy podzielić na (: 
• strategiczne, 
• taktyczne, 
• organizacyjne. 

Planowanie strategiczne to proces, w którym racjonalna analiza obecnej sytuacji i 
przyszłych możliwości  oraz niebezpieczeństw prowadzi do sformułowania zamiarów, 
strategii, środków i celów (Stabryła, 2007, s.219). Istotą strategicznego planowania jest 
według P.F.Druckera (2009, s.148) zapewnienie długookresowej efektywności 
przedsiębiorstwa, podczas gdy celem planowania operacyjnego jest poprawa skuteczności 
działania. 

 
2. Planowanie produkcji górniczej 

 
Planowanie jest głównym działaniem rozpoczynającym cykl zarządzania 

w przedsiębiorstwie. W procesie planowania wyznacza się cele organizacji, określa najlepsze 
sposoby i czas ich osiągnięcia. 
Specyfika produkcji górniczej wymaga aby w procesie planowania uwzględnione zostały 
wyniki analiz i badań rynku węglowego i jego otoczenia (zadanie służb marketingowych 
usytuowanych w Spółkach Węglowych), warunki górniczo-geologiczne, wymagania 
bezpieczeństwa, ograniczenia wynikające z charakterystyki zakładu górniczego (zdolności 
produkcyjne itd.), ograniczenia natury techniczno-prawnej. Z jednej strony mamy cały zasób 
wiedzy o rynku węglowym, o systemach sprzedaży węgla i mechanizmach cenowych. Z 
drugiej ograniczenie stanowią możliwości wydobywcze zakładu górniczego. Informacje te 
powinny być przetwarzane przez służby planistyczne Spółek Węglowych, gdzie opracowuje 
się Biznes Plan. Na rys. 1. zaprezentowano schematycznie proces planowania produkcji 
górniczej na poziomie Spółki Węglowej i zakładu górniczego. 
Wynikiem takiego planowania powinny być produkty – sortymenty węgla, które zaspokoją w 
pełni uświadomione i jeszcze nieuświadomione potrzeby odbiorców. Obecny rynek, silna 
konkurencja, wymagający odbiorca wymuszają na producentach dostosowanie się nowych 
zasad gry rynkowej.  

Jednym z części planu strategicznego jest plan marketingowy. Strategiczne planowanie 
marketingowe obejmuje wybór rynków, poziomu udziału w tych rynkach, na których 
przedsiębiorstwo będzie konkurencyjne oraz określenie sposobu osiągania trwałej przewagi 
konkurencyjnej. Zadanie to jest związane z przewidywaniem przyszłych okazji dla 
przedsiębiorstwa oraz poszukiwaniem możliwości ich wykorzystania (Drucker, 2014, s.201). 

Przy tworzeniu celów marketingowych przyjmuje się orientację na rynek i jego 
otoczenie. Orientacja taka oznacza, że w zarządzaniu górniczymi podmiotami gospodarczymi 
opieramy się na systemie potrzeb i systemie wartości ostatecznego odbiorcy węgla (Kłeczek i 
in., 2001, s. 197). W istocie mechanizmu rynkowego tkwi dynamizm wyrażający ruch, 
zmienność, ale też niepewność. Tymi zasadami rządzi się rynek węglowy. Węgiel jest 
produktem typowym, podlega takiej samej ocenie rynku i takim samym naciskom jak inne 
produkty rynków industrialnych. Odbiorcy węgla nie interesują technologie jego wybierania, 

- 161 -



wzbogacania. Odbiorcę interesuje, jakie korzyści osiągnie on kupując ten, a nie inny węgiel, 
lub też, jakie korzyści bądź straty może przynieść zakup jego substytutu (ropa naftowa, gaz 
itd.). W artykule zostały zaprezentowane wybrane metody programowania produkcji 
górniczej na poziomie kopalni, aby zaspokajać ilościowe i jakościowe potrzeby odbiorców 
węgla przy równoczesnej realizacji celów strategicznych.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys.1. Schemat planowania produkcji górniczej (Opracowanie własne) 
 

W artykule  został zaprezentowany model programowania produkcji górniczej na 
poziomie kopalni w rozbiciu na poszczególne oddziały wydobywcze w zależności od 
zapotrzebowania na dany sortyment węgla o zadanych parametrach jakościowych.  

Rozpoznanie: 

• rynku węglowego, 
• spójności sprzedaży 

z produkcją węgla 
• potrzeb odbiorców, 
• charakterystyki odbiorców 

(ich lojalność itd.), 
• substytutów węgla (ilość, 

jakość, zakres wykorzystania) 
• zamian w otoczeniu 

górniczym, itd 
 

Rozpoznanie: 

• zdolności produkcyjnych, 
• warunków górniczo- geologicznych, 
• ograniczeń natury techniczno-

prawnej, itp 

BIZNES PLAN 
 w nim m.in.: 
• cel marketingowy, 
 
 i podporządkowany jemu: 
• system sprzedaży węgla, 
• system cen i upustów 
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Rys.2. Źródła zasilania modelu programowania produkcji górniczej. (Opracowanie własne) 

 
Zaproponowany model matematyczny oparty jest na programowaniu liniowym. Istota takiego 
planowania produkcji polega na wykorzystaniu informacji płynących od służb 
marketingowych w spółce węglowej. Informacje te pozwalają dostosować produkcję górniczą 
do potrzeb płynących z rynku, przy równoczesnym zachowaniu bezpieczeństwa pracy i 
racjonalnej gospodarki złożem zgodnie z wymogami sztuki górniczej. Wykorzystując metodę 
programowania liniowego możliwy jest taki dobór parametrów wybierania, aby na wyjściu 
otrzymać produkt satysfakcjonujący odbiorcę, przy równoczesnej satysfakcji finansowej 
producenta. Proponowany model jest zasilany danymi z kilku źródeł. Schematycznie 
przedstawia to rys.2.  
 

3. Metoda programowania liniowego  
 
 W programowaniu liniowym celem jest efektywne wykorzystanie ograniczonych 

zasobów lub środków przy jednoczesnym spełnieniu założonych wymagań. Zagadnienia te 
cechują się dużą ilością podstawowych rozwiązań. Warunkiem wyboru jednego z nich jest  
określenie celu i sformułowanie ograniczeń czy wymagań. Rozwiązanie, które spełnia 
zarówno warunki zagadnienia jak i dane wymagania, nazywamy rozwiązaniem optymalnym 
(Sikora, 2008, s.15). 

 Cechą charakterystyczną dla programowania liniowego jest sformułowanie modelu na 
bazie zależności zwanych prostoliniowymi  lub liniowymi. Ogólne sformułowanie 
zagadnienia programowania liniowego ma następującą postać (Lipiec-Zajchowska, 2003, 
s.34-35): 
 
 funkcja celu     f (x)    =>   zmaksymalizować  (  zminimalizować ) 
 
       f(x)  =   C1 x1 +  C2 x2  + ..... + C k xk 
przy warunkach 
          a11x1 + a12x2 + ..... + a1kxk   ≤  b1  
          a21x1 + a22x2 + ..... + a2kxk   ≤  b2 
          . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
          am1x1 + am2x2 + ..... + amkxk  ≤  bm 

Model programowania
produkcji górniczej

Dane wejściowe uzyskane
od służb marketingowych

Zdolności wydobywcze, 
transportowe itp.

ograniczenia natury 
technicznej, bezpieczeń- 

Produkt odpowiadający
potrzebom odbiorcy, 
realizacja zamierzonego
celu.

Warunki górniczo-
geologiczne,

stwo pracy itp.
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     xj   ≥   0       j =  1, 2,  ..... , k .   

Model matematyczny programowania liniowego zawiera trzy części składowe: 
 
 1. Funkcja celu     f(x)  =   Cjxj         j = 1, 2, ....., k. 

2.Zbiór ograniczeń         bi            i = 1, 2, ....., m. 
 3.Warunek nieujemności zmiennych     xj  ≥ 0          j = 1, 2, ....., k. 
 

Jeżeli rozwiązanie spełnia funkcje ograniczeń i warunek nieujemności zmiennych to 
takie rozwiązanie nazywamy dopuszczalnym. Natomiast kiedy rozwiązanie spełnia wszystkie 
trzy wymienione części mamy do czynienia z rozwiązaniem optymalnym.      

Przy formułowaniu zadania w języku programowania liniowego należy pamiętać, że 
jeżeli zadanie obejmuje k zmiennych i m ograniczeń, przy czym k > m, to w rozwiązaniu 
optymalnym wartość dodatnią będzie miało co najwyżej m zmiennych, a pozostałe k-m 
(czytaj: k minus m) zmiennych będzie równe zero. 

Przy formułowaniu zadania programowania linowego należy pamiętać o następujących 
wymaganiach: 
• w zadaniu należy ściśle sformułować oraz określić ilościowo wskaźnik efektywności - 

kryterium optymalności; 
• w skład warunków i ograniczeń należy wprowadzić wszystkie decydujące czynniki i 

ograniczenia, aby uproszczony model nie stracił na realności i wartości praktycznej; 
• konkretne warunki zadania pozwalają na swobodę wyboru wariantów (zmienne w modelu 

są wzajemnie zamienialne); 
• model zawiera tylko równania liniowe i nierówności. 

Stosując metodę programowania liniowego otrzymujemy zbiór rozwiązań dla badanych 
zmiennych decyzyjnych, przy znanych ograniczeniach.  

 
4. Programowanie produkcji górniczej z wykorzystaniem       programowania 
liniowego 
 

Programowanie produkcji górniczej uwzględniające potrzeby odbiorców można 
realizować w oparciu o algorytmy i procedury programowania liniowego. Metoda ta pozwala 
określić jak efektywnie wykorzystać ograniczone zasoby lub środki przy jednoczesnym 
spełnieniu założonych wymagań. Programowanie produkcji górniczej powinno być 
podporządkowane nie tylko uwarunkowaniami natury górniczo-geologicznej, ale także 
sytuacji rynkowej i sytuacji w otoczeniu kopalni. 

Jako funkcję celu można przyjąć: 
• maksymalizację przychodu; 
• minimalizację kosztu; 
• ekstremum zadanych parametrów jakościowych węgla itd. 
Zmiennymi decyzyjnymi w modelu są wielkości wydobycia z poszczególnych 

oddziałów wydobywczych (tab. 1).  
Tablica 1. Zmiennymi decyzyjnymi 

Oznaczenie 
oddziału 

O1 O 2 O 3  O 4 O 5 O 6 O 7 O 8  O n 

Wielkość 
wydobycia 

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 ... Xn 

Źródło: Opracowanie własne 
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System ograniczeń tworzą dane o parametrach jakościowych węgla wydobywanego w 
poszczególnych oddziałach wydobywczych, ich zdolności wydobywcze, zdolności przeróbcze 
zakładu przeróbczego oraz dane uzyskane z działu marketingowego w Spółce Węglowej 
(wielkości i jakości zapotrzebowania na węgiel u odbiorców). W modelu użyto następujących 
oznaczeń: 

 
Q j   - wartość kaloryczności węgla z oddziału j; 
A j   - zawartość popiołu w węglu z oddziału j; 
S j   - zawartość siarki w węglu z oddziału j; 
W oj  - wielkość wydobycia węgla z oddziału j; 
W max j  - maksymalna wielkość wydobycia węgla z oddziału j; 
N      - udział węgla handlowego w węglu surowym. 
 
Mając dane o zapotrzebowaniach poszczególnych odbiorców lub grup odbiorców 

możemy określić ilość i parametry jakościowe potrzebnych sortymentów. Spełniając 
wymagania odbiorców optymalizujemy wydobycie z poszczególnych oddziałów 
wydobywczych, tzn. przyporządkujemy im wielkość wydobycia  w zależności od parametrów 
jakościowych węgla, kosztu wydobycia czy przychodu generowanego ze sprzedaży węgla. 
Przy czym muszą być spełnione następujące ograniczenia: 
• suma wielkości zamówień na dany okres czasu nie może być większa od maksymalnej 

zdolności wydobywczej wszystkich oddziałów wydobywczych. Przy czym należy 
uwzględnić współczynnik ilości węgla handlowego w urobku.;  

• wartość opałowa z danego oddziału X nie może być mniejsza od rozpatrywanej grupy 
zamówień; 

• zapotrzebowanie na węgiel z oddziału X nie może być większe niż jego wydobycie; 
• dla każdej grupy zamówień trzeba dobrać oddziały o zbliżonych parametrach 

jakościowych; 
• jeżeli zdolność wydobywcza oddziału X nie spełnia w pełni oczekiwanej wielkości 

wydobycia należy dobrać do tej grupy oddziały o zbliżonych parametrach. 
 

Tworząc system ograniczeń, należy sprawdzić, czy możliwości danego zakładu 
górniczego mogą zaspokoić ilościowe i jakościowe potrzeby odbiorców: sumaryczna liczba 
zamówień nie może przekroczyć zdolności wydobywczych zakładu górniczego ani też 
zdolności przeróbczych zakładu przeróbki mechanicznej. 

Jeżeli rozpatrujemy grupę zamówień o wymaganej wielkości opałowej, wyznaczamy 
rejon eksploatacji, a następnie oddział wydobywczy, który ma najbardziej zbliżoną, nie 
mniejszą,  wartość kaloryczności tzn.: 

 
  Q  zam.  ≤ Q j  

gdzie: 
Q zam.   -  wartość kaloryczności wymagana w sortymencie 
Q j     -  wartość kaloryczności węgla w  j-tym oddziale wydobywczym 
 

Takimi samymi zależnościami jak w przypadku wielkości opałowej posługujemy się 
przy doborze oddziałów wydobywczych, biorąc pod uwagę wielkość zapopielenia i wielkość 
zawartości siarki w rozpatrywanej grupie zamówień. Jednocześnie musimy mieć dane na 
temat charakteru zapopielenia i zasiarczenia węgla oraz możliwościach wzbogacenia węgla z 
tego oddziału. 
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Jeżeli zdolności wydobywcze, przy uwzględnieniu współczynnika udziału węgla 
handlowego, z danego oddziału nie pokrywają w pełni zapotrzebowania na ten typ sortymentu 
dobieramy drugi według wcześniej opisanych kryteriów. 

Załóżmy, że dopiero wydobycie z czterech oddziałów w pełni pokryłoby 
zapotrzebowanie na dany sortyment przy założonej wielkości wartości opałowej. 
Przykładowa funkcja ograniczenia brzegowego miałaby postać: 

 
  N  (  X1+X3+X6+X8)  ≤ Wzam. SI  

gdzie: 
Wzam. SI - wielkość  zamówienia na sortyment I 
  

W taki sam sposób tworzymy funkcje ograniczeń brzegowych dla pozostałych 
parametrów jakościowych węgla. W rezultacie otrzymujemy zestaw funkcji ograniczeń. Nie 
można zapomnieć o ograniczeniach postaci: 
 
   Xj  ≤  Wmax j 
 

Wszystkie funkcje ograniczeń tworzą przestrzeń, w której można poszukiwać 
ekstremów dla założonych funkcji celu. 

 
Stosując metodę programowania liniowego, możemy stosować optymalizację 

wybranych funkcji co umożliwia przejście z optymalizacji jedno do wielokryterialnej. 
Bardzo często w życiu gospodarczym zdarzają się takie sytuacje, że jednocześnie należy 

realizować różne cele. Jeżeli działanie podjęte dla realizacji jednego celu jest niezależne od 
realizacji drugiego, można je rozwiązać osobno. Jeżeli jednak cele są wzajemnie związane, 
optymalizacja jednego prowadzi do zmniejszenia stopnia realizacji przynajmniej niektórych z 
pozostałych.  

W celu poszukiwania rozwiązań można dokonać wartościowania w zbiorze zadanych 
funkcji celu i określić hierarchię ważności. W pierwszej kolejności poszukujemy rozwiązania 
dla "najważniejszej" funkcji celu. Wyniki  uzyskane są wartościami ograniczeń wstawionymi 
do dalszych obliczeń. Następnie wyznaczamy wartości kolejnych funkcji celu według zadanej 
hierarchii. Wyniki kolejnych obliczeń wprowadzane są do układu w formie ograniczenia. 
Ostateczny wynik stanowi optymalizację całego układu funkcji celów (Siudak, 2012, s.70-
88). 

Druga metodą rozwiązania układu i jego optymalizacji przy wielu funkcjach celu jest 
stworzenie meta kryterium i wykorzystaniu funkcji dystansowej. Rozwiązanie najbardziej 
zbliżone do ideału jest rozwiązaniem suboptymalnym (Siudak, 2012, s.92-101).  

 
5.   Programowanie produkcji górniczej na przykładzie Kopalni "X" w 

miesiącu „M” 
 

5.1.  Ogólna charakterystyka Kopalni "X" 
 

Obszar górniczy tej kopalni zajmuje powierzchnię 32,44 km2. Miąższość pokładów 
bilansowych waha się od 0,8 do 11,8 m, przy czym około 78% zasobów zalega w pokładach o 
grubości 3,5m. Kopalnia eksploatuje pokłady systemem ścianowym podłużnym z zawałem 
stropu.  

Średnie parametry węgla zalegającego w obszarze górniczym kopalni "X": 
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 wartość opałowa   - 20,3-34,3 MJ/kg 
 zawartość popiołu   - 6-26 % 
 zawartość siarki  - 0,6-1,1% 
 

Do realizacji celu pracy potrzebna jest analiza potrzeb odbiorców w zadanym miesiącu 
M, w tym dane dotyczące: 

• wielkości zamówień na miesiąc M, 
• cen sortymentów w miesiącu M, 
• jednostkowego kosztu wydobycia z poszczególnych ścian, 
• możliwości wydobywczych z poszczególnych oddziałów. 

Dodatkowe informacje niezbędne do określenia funkcji ograniczeń to zbiór informacji o 
danych jakościowych węgla z poszczególnych oddziałów wydobywczych (tab. 2.). 

Tablica 2. Dane jakościowe węgla z poszczególnych oddziałów wydobywczych. 
Nazwa oddziału 
wydobywczego 

O1 O2 O3 O4 O5 O6 O7 O8 

Oznaczenie pokładu 405/2 404/2 409/1 408/4 501 358/1 408/1 404/2 
Wartość opałowa  

MJ/kg 
31,6 26,7 33,5 32,6 26,6 26,6 26,5 26,8 

Zawartość popiołu
% 7,06 17,83 14,4 15,82 17,83 18,24 18,24 17,83 
Zawartość siarki
% 0,83 0,70 0,81 0,80 0,75 0,90 0,90 0,70 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie danych z Kopalni X 
 
Przedstawione obliczenia i analizy były prowadzone gdy w kopalni prowadzono 

eksploatację na 8 oddziałach wydobywczych w 8 ścianach. Obecnie czynne są trzy ściany 
wydobywcze, ale model ten może być stosowany także w rozszerzeniu na inne oddziały 
wydobywcze w zintegrowanych kopalniach danej Spółki.  

 
5.2.  Określenie funkcji celu, funkcji ograniczeń i wykonanie obliczeń  

  dla kopalni „X” 
 

Zbiór zamówień składa się z sześciu grup jakościowych o różnej ilości 
zapotrzebowania, są to: 

1. węgiel koksujący o parametrach jakościowych - wart.opał. 33MJ/kg, zaw.popiołu 
28%, zaw.siarki 0,8%; 

2. węgiel koksujący o parametrach jakościowych - odpowiednio jak dla pierwszej grupy 
32-29-08; 

3. węgiel opałowy przeznaczony dla drobnych odbiorców oraz do realizacji deputatów 
węglowych o parametrach -  odpowiednio 30-07-08; 

4. mieszanka energetyczna o parametrach - odpowiednio 23-20-08; 
5. mieszanka energetyczna o parametrach - odpowiednio 22-22-08; 
6. miał płukany o parametrach -20-25-08. 

Zamówienia te miały być realizowane w miesiącu M według kalendarza dostaw. 
W rozdziale 4. opisano dokładnie procedurę tworzenia funkcji celu dla wybranego 

wariantu oraz procedurę formułowania funkcji ograniczeń.  Dlatego też podane zostaną tylko 
gotowe, sformułowane funkcje ograniczeń dla poszczególnych grup zamówień . Oto one: 
grupa trzecia: 
N x W O1 
grupa pierwsza i druga ( ze względu na zbliżone parametry jakościowe): 
N x ( W O1+W O3+W O4 ) 
grupa czwarta i piąta: 
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N x (W O2+W O5+W O6+W O7+W O8) 
grupa szósta ( możemy przydzielić do wszystkich pokładów ponieważ powstaje w wyniku 
oczyszczania całego urobku trafiającego do zakładu przeróbczego - udział w urobku wynosi 
ok. 8% ); 
 
0,08 x  N x (W O1+W O2+W O3+W O4+W O5+W O6 +W O7+W O8 )  
gdzie: 
Woj – wydobycie z oddziału wydobywczego j 
N   - współczynnik udziału węgla handlowego w węglu surowym 
We wszystkich przypadkach spełniony jest warunek ilościowy. 

 
Przyjmując wielkość współczynnika N=0,63 otrzymujemy zbiór funkcji stanowiący 

system ograniczeń do dalszych obliczeń. 
W przypadku maksymalizacji przychodu możemy posłużyć się wielkością ceny na 

poszczególne sortymenty, przy założeniu, że wielkość wpływów ze sprzedaży węgla jest 
proporcjonalna do jego ceny i wielkości sprzedaży. Z każdego oddziału wydobywczego 
pochodzić może kilka rodzajów węgla o różnych parametrach  jakościowych, tak więc o 
różnej cenie. Jako wielkość odzwierciedlającą wartość węgla z tych oddziałów można przyjąć 
średnią arytmetyczną cen sortymentów węgla. Opierając się na tych założeniach, funkcję celu 
przedstawić można w postaci iloczynów wielkości wydobycia i średniej arytmetycznej ceny 
zbytu węgli pochodzących z danych oddziałów wydobywczych: 
 
   F1(x)max  = C1Wo1  + C2Wo2  + ..... + CjWoj  
 gdzie: 

C j -  średnia arytmetyczna cen zbytu węgla pochodzącego z oddziału  j. 

W oj   -  wielkość wydobycia z oddziału wydobywczego j. 
 
Kierownictwo kopalnia stawia sobie różne cele do realizacji. Równocześnie podpisane 

kontrakty menedżerskie wymuszają takie, a nie inne postrzeganie wyników finansowych 
kopalń i spółek węglowych. Obecnie duży nacisk jest kładziony na redukcję kosztów w 
górniczych podmiotach gospodarczych. Przy założonym systemie ograniczeń można także 
minimalizować funkcję osiąganych kosztów w poszczególnych oddziałach wydobywczych. 
Funkcja celu ma wtedy postać: 

 
F 2(x)min  = k1Wo1  + k2Wo2  + ..... + kjWoj  

gdzie: 
k j -  średni koszt wydobycia węgla z oddziału  j;  

Oparcie się w obliczeniach tylko na poziomie przychodów lub kosztów nie ukazuje ile 
wymiernie otrzymuje kopalnia z wygenerowania 1zł przychodu. Dlatego do obliczeń można 
przyjąć funkcję celu, gdzie współczynnikami są stosunki średniej ceny jednostkowej dla danej 
grupy zamówień z oddziału j-tego do kosztu wyprodukowania węgla z tego oddziału 
wydobywczego:  

 
F 3(x)max  = c 1/k 1 Wo1  + c 2/k 2  Wo2  + ..... + c j/k j  Woj 

Należy zaznaczyć, że dostosowanie wielkości wydobycia z poszczególnych wyrobisk 
wybierkowych dla wybranej funkcji celu jest możliwe przez dobór odpowiedniej organizacji 
pracy w poszczególnych wyrobiskach. 
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6. Podsumowanie 
 

W prowadzonych obliczeniach wybrano wskaźnik efektów – przychodów ze sprzedaży, 
wskaźnik nakładów – kosztów i wskaźnik efektywności – stosunek efektu do nakładu, tutaj 
ceny do kosztu. Oceniając pojemność i decyzyjność tych wskaźników, można stwierdzić, że 
największą pojemnością charakteryzuje się wskaźnik efektywności. Dlatego wydaje się 
celowym ocenianie wielkości wydobycia z poszczególnych oddziałów wydobywczych przy 
użyciu wskaźnika stosunku ceny do kosztu. Oczywiście wybór kryteriów oceny działalności 
jest w gestii kierownictwa zakładu górniczego. Wybór ten jest zdeterminowany wieloma 
czynnikami zewnętrznymi. Jednakże zaproponowana metoda pozwala szybko uzyskać wyniki 
symulacji przy wybranych wskaźnikach ekonomicznych. Metoda ta pozwala łączyć kilka 
wskaźników oceny działalności przedsiębiorstwa wykorzystują metody suboptymalizacji. 

Zaprezentowany przykład uwzględnia aż 8 oddziałów wydobywczych, zróżnicowanych 
pod względem jakości węgla i poziomów wydobycia. Obliczenia te są wynikiem 
wcześniejszy prac badawczych autorki. Obecnie postępująca koncentracja wydobycia 
spowodowała zmniejszenie ilości oddziałów wydobywczych w analizowanej Kopalni „X” do 
trzech oddziałów. 

Ponieważ zasadniczą część wydobycia uzyskuje się z wyrobisk wybierkowych, 
istotnym problemem jest utrzymanie rytmiczności sprzedaży przy nierytmiczności wydobycia 
związanej ze zmieniającą się „wydolnością” frontu eksploatacyjnego i zdolnościami 
wydobywczymi szybów. Z punktu widzenia nie tylko polityki marketingowej spółek 
węglowych, ale przede wszystkim poszukiwania źródel ich rentowności istotne jest określenie 
wielkości produkcji poszczególnych sortymentów z wykorzystaniem dostępnych metod 
prognostycznych, a następnie przełożenie tych wielkości na proponowany model 
programowania. 
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Streszczenie: 
Zwiększenie się konkurencyjności wolnego rynku i stałe dążenie do wzrostu efektywności 
pracy i polepszania jakości własnych produktów i usług spowodowało zmiany w sposobie 
postrzegania zasobów ludzkich i organizacji pracy. Zasoby ludzkie stanowią podstawowy 
warunek istnienia przedsiębiorstw, a dynamiczne otoczenie ekonomiczne powoduje 
konieczność ciągłej poprawy efektywności ich działalności. Jedną  z dróg poprawy wyników 
przedsiębiorstwa jest zarządzanie zespołami pracowniczymi, które pozwalają osiągnąć efekt 
dodatniej synergii. Jednym z kluczowych problemów jest odpowiedni dobór członków tego 
zespołu w oparciu o pożądany zestaw kwalifikacji, zarówno zawodowych jak i 
uniwersalnych. Taki dobór pracowników pozwoli zminimalizować ryzyko braku skuteczności 
działań tego zespołu. W artykule zaprezentowano model dopasowania profilu 
kompetencyjnego wybranego pracownika do pożądanego profilu kompetencyjnego zespołu 
pracowniczego w wybranej polskiej kopalni węgla kamiennego. Zaprezentowana metoda 
może być wykorzystywana na każdym etapie planowania zespołu pracowniczego.  
 

Abstract: 

The increase in competition in the free market and continuous efforts to improve work 
efficiency and quality of own products and services have resulted in changes in perceiving 
human resources and work organisation. Human resources are essential to a company and the 
dynamic economic environment makes it necessary to improve the effectiveness of a 
company’s operation on a continuous basis. One of the ways to improve performance of a 
company is management of staff teams, which allow to achieve the effect of positive synergy. 
One of the key issues is suitable selection of members of such a team based on a desired set of 
competences, both professional and universal ones. Such selection of staff members will 
allow to minimise the risk of the lack of effectiveness of the team. The article presents the 
model of matching a competence profile of a selected worker to the desired competence 
profile in a selected Polish hard coal mine. The presented method can be used at every stage 
of planning a staff team.  
 
Słowa kluczowe: zespół pracowniczy, profil kompetencyjny, dobór pracowników, kopalnia 
węgla kamiennego 
Key words: staff team, competence profile,  selected Wolkers, hard coal mining  
 
 

1. Wprowadzenie 
 
Kapitał ludzki stanowi o rozwoju trwaniu przedsiębiorstwa, jednakże dynamiczne 
makrootoczenie zmusza przedsiębiorców do ciągłej poprawy efektywności działalności. 
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Dlatego jest nieustanna potrzeba poszukiwania takich rozwiązań, aby w sposób ciągły 
obniżać koszty stałe i zmienne produkcji, zwiększać wydajność pracy, optymalnie 
wykorzystywać potencjał intelektualny i doświadczenie załogi, zmniejszać zużycie energii 
i materiałów w toku produkcji. Poszukując dróg osiągnięcia tych celów  należy zwrócić 
uwagę na racjonalizację form organizacji pracy.  
„Forma organizacji pracy to zbiór przedsięwzięć mających na celu rozmieszczenie 
poszczególnych pracowników na stanowiskach pracy. W ramach tego zagadnienia dokonuje 
się również takiego przydziału zadań na poszczególnych stanowiskach pracy, aby przebieg 
procesu produkcyjnego był efektywny i płynny” (Przybyła H., Chmiela A., 2007, s.57).  

 
2. Praca zespołowa – charakterystyka 

 
Jedną z coraz bardziej docenianych form organizacji pracy jest praca zespołowa. Złożoność 
zadań i warunków ich realizacji we współczesnych przedsiębiorstwach powoduje 
upowszechnienie formy organizacji pracy opartej na „zgranych” zespołach pracowniczych. 
Wielokrotnie  w praktyce używane są, nie zawsze poprawnie, określenia grupa i zespół 
pracowniczy. Chociaż odnoszą się do podobnych zbiorowości, jednakże znacząco się różnią 
pod względem synergii wydajności pracy i zasad współdziałania ich członków. 
Nie ma jednej definicji czym jest grupa. Według E.Scheina grupą jest dowolna liczba osób, 
które wzajemnie na siebie oddziałują (związane są interakcjami), są siebie świadome oraz 
postrzegają się jako grupę. Zakłada on także, że grupa jako całość ma wspólny cel 
(Koźmiński A., Jemielniak D., 2011, s.147). Według S.Robbins i T.Judge (2011, s,189) grupę 
stanowią co najmniej dwie osoby, współdziałające ze sobą i od siebie zależne, które łączy 
dążenie do szczególnych celów. Natomiast S. Mika (1998, s.195) zwraca uwagę, że posiada 
ona poczucie tożsamości i spoistości. Każda grupę można określać w dwóch aspektach 
(Terelak J.F., 2005, s.114): 

• formalnym: posiada ona określoną strukturę organizacyjną opartą na hierarchii 
ważności jej członków, 

• nieformalnym: posiada  ona określona strukturę organizacyjną na zasadzie lubi/nie 
lubi lub na bazie wspólnych zainteresowań. 

W literaturze można także znaleźć podział grup na (Robbins S.P., Judge T.A., 2011, s.190): 
• kierowane - wyodrębnione w organizacji, składają się z pracowników którzy 

bezpośrednio podlegają temu samemu kierownikowi, 
• zadaniowe -  to również grupy kierowane, ale mogące „przecinać” strukturę 

organizacji. Mogą podlegać różnym przełożonym. Tworzą ją osoby wykonujące 
wspólną pracę – zadanie, 

• grupy interesów - jednoczą jednostki, które skupiają się wokół konkretnych celów, 
które są ich wspólnym dążeniem, 

• grupy koleżeńskie - tworzą jej jednostki, które łączą więzy społeczne daleko 
wychodzące poza organizację. 

Czym więc grupa różni się od zespołu? W grupie członkowie nie muszą angażować się w 
pracę zbiorową (wynik jest sumą pracy jej członków). Natomiast w zespole roboczym 
występuje efekt synergii. Zespół tylko wtedy będzie zespołem, a nie grupą, gdy jego 
członkowie będą się uważali za zespół, będą zmierzali ku zespołowym celom i będą mieli 
własne zespołowe sposoby działania. Najważniejszą różnicą pomiędzy zespołem, a grupą jest 
fakt, iż w zespole zadania są ściśle rozdzielone i zachodzą określone relacje pomiędzy 
wszystkimi jego członkami. Sprawia to, że gdy jest brak chociaż jednej osoby pozbawia to 
zespół możliwości dalszego skutecznego działania. Zjawisko to występuje ponieważ potencjał 
każdej osoby jest dokładnie zaplanowany i efektywnie wykorzystany. J.Adair (2001, s.132) 
definiuje zespól jako grupę, w której jednostka podziela wspólny cel, a zadania i umiejętności 
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każdego członka dostosowują się do zadań i umiejętności pozostałych. Zespól tworzy dodatni 
efekt synergii między innymi dzięki koordynacji wysiłków. Pozwala to osiągnąć wyższy 
poziom wydajności zespołu niż suma indywidualnych nakładów (Robbins S.P., Judge T.A., 
2011, s. 214).  
Różnice w pracy grupy i zespołu roboczego wynikają przede wszystkim z różnego 
traktowania celów, odpowiedzialności w grupie/zespole oraz doboru umiejętności i 
kompetencji ich członków (rys. 1, 2). 
 

 
Rysunek 1. Efekt synergii w grupie roboczej  

Źródło: opracowanie własne 
 

 
 

Rysunek 2. Efekt synergii zespołu roboczego  
Źródło: Tobór-Osadnik K., 2012, s.39 

 
Główne różnice w aspekcie pomiędzy grupą a zespołem prezentuje tablica 1. 
 

 

Synergia neutralna lub ujemna 

umiejętności 
przypadkowe i 
zróżnicowane 

odpowiedzialno
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cel to wymiana 
informacji 

Kompetencje i 
umiejętności 

komplementarne 

• SYNERGIA 
DODATNIA 

Odpowiedzialno
ść zbiorowa i  
indywidulna 

Cel to 
zbiorowa 

wydajność 
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Tablica.1. Zasady poprawy motywacji pracownika w realizacji celów zadaniowy  
Grupa 

małomówność 
powściągliwość 

konflikt 
lęk 

anonimowość 
brak inicjatywy 

alienacja 
niejasność celów i roli 
izolacja pracowników  

Zespół 
komunikatywność 
otwartość 
współpraca 
zaufanie 
wzajemne zainteresowanie 
kreatywność 
zaangażowanie 
świadomość i akceptacja 
zespół 

Źródło: opracowanie własne na podstawie Robbins S.P., Judge T.A., 2011, s.214) 
 
Przyjmują różne zasady działania członków zespołu i realizowanych celów można wyróżnić 
kilka typów zespołów pracowniczych (Robbins S.P., Judge T.A., 2011, s.215; Masłyk-Musiał 
E., 2000, s.119-120): 

• zespoły problemowe, 
• zespoły samorządowe, 
• zespoły interfunkcyjne, 
• zespoły projektowe, 
• zespoły wirtualne, 
• zespoły sieciowe. 

Zespoły problemowe cieszyły się większą popularnością około 20 lat temu. W skład takich 
zespołów wchodzą zazwyczaj pracownicy tego samego wydziału. W zespołach tych 
wykorzystuje się zasadę partycypacji opierającą się na współuczestnictwie pracowników w 
procesie podejmowania decyzji. 
Zespoły samorządowe są dalszym krokiem w rozwoju zespołów problemowych. Zespoły te 
tworzą pracownicy, którzy „przejmują” rolę kierowników. Sami podejmują decyzję co do 
tempa pracy, przydziału pracy, organizacji przerw oraz metody kontroli. 
Zespoły interfunkcyjne złożone są z pracowników podobnego szczebla, lecz z różnych 
obszarów działalności firmy, którzy wspólnie realizują jakieś zadanie. Zadanie stanowi 
specyficzny rodzaj celu zespołowego, często jest narzucane przez potrzeby organizacji. 
Zespoły projektowe są dalszym rozwojem zespołów zadaniowych. Zespół taki grupuje ludzi 
pełniących różne specjalistyczne funkcje w odrębnych jednostkach organizacji, którzy  mają 
szczególne kompetencje i umiejętności. Zespół ten tworzy się w celu realizacji pewnego 
określonego w czasie innowacyjnego zadania. 
Zespoły wirtualne wykorzystują nowe narzędzia komunikacji. Pozwala to pracować różnym 
specjalistom, w różnych częściach globu nad tym samym zadaniem. Zagrożeniem dla tych 
zespołów jest częsty brak komunikacji pozawerbalnej niezbędnej do tworzenia dobrych 
relacji interpersonalnych (Merrick N., 1996, s.40-41, Kożusznik B., 2007, s.241). 
Równocześnie należy zwrócić uwagę, że we współczesnym świecie jest szybki rozwój 
organizacji globalnych oraz powstawanie tzw. zespołów sieciowych (team net (Lipnack J., 
Stamps J.S., 1993, s.14-17). Taka praca zespołowa pozwala na poszukiwanie talentów i 
zmniejszenie kosztów funkcjonowania. Zespoły sieciowe opierają się o struktury nieformalne, 
horyzontalne i współpracę między partnerami biznesowymi. Przyjmują one różne formy 
(Masłyk-Musiał E., 2000, s.122-123): 

• ekonomiczne mega grupy, 
• alianse strategiczne, 
• przedsiębiorstwa partnerskie, 
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• większe jednostki międzyorganizacyjne, 
• małe grupy. 

Obecnie w wielu firmach globalnych przechodzi się z układu hierarchicznego do układu sieci. 
Zespoły sieciowe nastawione są na współpracę, synergię, satysfakcję klientów, koalicyjność, 
partnerstwo i elastyczność przywódczą (dobór lidera może się zmieniać). 
Tak więc dynamiczny rozwój pracy zespołowej i poszukiwanie nowych sposobów jej 
organizacji wynika ze zmian w konkurencyjnym otoczeniu przedsiębiorstw. Pomimo różnych 
form pracy zespołowej do cech efektywnego zespołu wg J.R.Katzenbacha i D.K.Smitha 
(2015, s. 177-198) można zaliczyć:  

• trudny cel, który stanowi wyzwanie, 
• określenie akceptowanego przez wszystkich sposobu pracy,  
• uzupełniające się umiejętności specjalistyczne i interpersonalne, 
• członkowie zobowiązują się do efektywnej pracy w zespole,  
• zespól odpowiada za wyniki, 
• pełne zaangażowanie członków zespołu w to co robią, 
• poczucie odpowiedzialności członków zespołu za wykonywane zadania. 

Na rys. 3. zaprezentowano jak zmienia się wydajność i efektywność działań zespołów 
pracowniczych w zależności od ich rodzajów. 

 

 
Rys. 3. Zmienność efektywności działań zespołu w korelacji do jego wydajności 
Źródło: opracowanie własne na podstawie Katzenbach J.R., Smith D.K., 2015, s. 85 

 
Według Cz. Sikorskiego (2002, s.102) sukces zespołów pracowniczych wynika z:  

• płynnej wymiany doświadczeń zawodowych między członkami zespołu, 
• lepiej i szybciej wykonywanej pracy, 
• sprawnej komunikacji wewnętrznej, 
• lepiej wykorzystanego potencjału pracowników, 
• twórczego rozwiązywania problemów, 
• lepszych standardów pracy i procedur wewnętrznych, 
• wsparcia wzajemnego pracowników (jeżeli członkowie zespołu mają prawo do 

swobodnego doboru współpracowników). 
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Praca zespołowa jest więc formą organizacji pracy, która pozwala pracować skuteczniej i 
efektywniej. 
 

3. Profil kompetencyjny 
 
W tworzeniu zespołów pracowniczych jednym z podstawowych kryteriów jest dobór jego 
członków w oparciu o ich kompetencje na które składają się (rys. 4.): 

• kwalifikacje, 
• postawa pracownicza, 
• doświadczenie, 
• zdolności i cechy osobowe 
• umiejętności i wiedza. 

 

 
Rys. 4. Składowe kompetencji pracownika  

Źródło: według Rakowska A., Sitko-Lutek A., 2000, .s.9-17 
 

W literaturze znajduje się bardzo duża liczba definicji terminu „kompetencje”. Część z nich 
przytacza w swojej publikacji M.Sidor- Rządkowska (2011., s.24): 

• kompetencje to wszystkie cechy pracowników, wiedza, umiejętności, doświadczenia, 
zdolności, ambicje, wyznawane wartości, style działania, których posiadanie, 
rozwijanie i wykorzystywanie przez pracowników umożliwia realizację strategii 
firmy, w której są zatrudnieni (Szczęsna A, Rostkowski T., 2004., s. 49-51), 

• kompetencje są zbiorem zachowań, które pewne osoby opanowują lepiej niż inne, co 
sprawia, że w określonej sytuacji działają one sprawniej. Zachowania te dają się 
obserwować w codziennej rzeczywistości pracy, a także w sytuacjach badanych. 
Wykorzystują one w zintegrowany sposób zdolności, cechy osobowości, nabytą 
wiedzę. Reprezentują więc powiązania między indywidualnymi cechami 
charakterystycznymi i cechami wymaganymi dla sprawnego wykonywania 
precyzyjnych misji (zadań, funkcji) zawodowych (Levy-Leboyer. C., 1997., s.15-40), 

• według D. Thierry, Ch. Sauret i N. Mond (1994, s.6) “ kompetencje w znaczeniu 
ogólnym to zdolność  pracownika do działania prowadzącego do osiągnięcia 
zamierzonego celu w danych warunkach, za pomocą określonych środków. W 
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rozwiniętej wersji, kompetencje to ogół wiedzy, umiejętności, doświadczenia, postaw 
i gotowość pracownika do działania w danych warunkach, a więc także zdolność 
przystosowania się do tych zmieniających się warunków, 

• cytując za G.Filipowiczem (2004, s.11-45) można wskazać, że „kompetencje są to 
dyspozycje w zakresie wiedzy, umiejętności i postaw, pozwalające realizować zadania 
zawodowe na odpowiednim poziomie”. 

G. Filipowicz podzielił kompetencje na dwie grupy: 
• kompetencje bazowe (uniwersalne); 
• kompetencje wykonawcze (techniczne).  

Mówiąc o grupie pracowniczej, a szczególnie jej wyższej formie zespole pracowniczym,  
można rozróżnić inny podział kompetencji. Kompetencje te, to wszystko to, co muszą 
wiedzieć i umieć członkowie danego zespołu czy też grupy, aby zadania jakie zostały 
postawione przed nimi były należycie wykonane. W celu dobrego funkcjonowania każdego 
zespołu potrzebne są zarówno kompetencje merytoryczne (w tym uniwersalne i techniczne) 
jak i kompetencje zespołowe. Zbiory tych kompetencji prezentowane są często w postaci 
profili kompetencyjnych. Pod pojęciem profilu kompetencyjnego (rys. 5.) rozumie się 
„uporządkowany zestaw kompetencji zawodowych (wiedzy, umiejętności, cech osobowości, 
zachowań, postaw) charakterystyczny dla danego stanowiska, roli organizacyjnej lub zawodu, 
który jest wykorzystywany jako wielofunkcyjne narzędzie w procesie zarządzania zasobami 
ludzkimi w organizacji” (Król H., Ludwiczyński A. (red.), 2006, s.689). 
 

 
Rys. 5. Przykład profilu kompetencyjnego  

Źródło: Leciak A., 2010, s.2 
 
Metody wykorzystywane do pomiaru kompetencji można podzielić na kilka podgrup: 

• Metody polegające na samoocenie zachowań – metoda ta najczęściej j stosowana jest 
przy samoocenie okresowej pracowników; 

• Metody polegające na ocenie kompetencji pracowników w miejscu pracy dokonanej 
przez przełożonego lub/i współpracowników.; 

• Metody polegające na prowadzeniu testów kompetencyjnych, na przykład w procesie 
selekcji czy rekrutacji; 
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• Metody typu Assessment & Development Center polegające na przygotowaniu 
spotkania, na którym uczestnicy wykonują szereg ćwiczeń. 

W rzeczywistości korzysta się zazwyczaj z dwóch lub trzech z tych metod. Zależy to 
oczywiście od wielu czynników, ale najbardziej od tego, jakim czasem dysponujemy, jaka jest 
specyfika stanowiska i od tego jak szczegółowy chcemy mieć profil kompetencji.  
W rzeczywistości korzysta się zazwyczaj z dwóch lub trzech z tych metod. Zależy to 
oczywiście od wielu czynników, ale najbardziej od tego, jakim czasem dysponujemy, jaka jest 
specyfika stanowiska i od tego jak szczegółowy chcemy mieć model kompetencji.  
Jedną z trudności jest określenie próby badanej. Trudno jest określić ile zachowań należy 
zaobserwować i w jakich sytuacjach, aby skutecznie określić zestaw kompetencji. W 
metodach samooceny problemem jest występowanie zjawiska tzw. efektu upozytywnienia. 
Osoby w swojej ocenie szacują swój poziom kompetencji wyżej niż przełożony czy 
współpracownicy (Thorton G.C., 1980., s.263-270; Jaramillo F., i in., 2005., s.315-328). 
Zniekształcone oceny występują także, gdy dokonują ich inne osoby. Często przypisuje się im 
duży subiektywizm i brak zgodności (Holzbach R.L., 1978., s.579-588). Wynika to z różnej 
perspektywy oceny i pełnionych funkcji. Chociaż, to zjawisko czasami postrzegane jest jako 
zaleta tej metody. Pozwala bowiem na zebranie różnych opinii. Jednakże już w metodzie 360 
stopni uzyskuje się niższe wskaźniki rzetelności przy powtórnych pomiarach (Ward P., 2005, 
s.19-42). Problemem jest różne rozumienie kryteriów oceny (Lepsinger R., Lucia A.D., 2007., 
s.77-106).  
Dobrym rozwiązaniem jest wykonanie testów kompetencyjnych będących testami wykonania. 
Wynik testu uzależniony jest od poziomu wiedzy danej osoby. Trudności związane są też z 
metodą Assessment & Development Center. Metodolodzy zarzucają jej brak ujednoliconych 
poszczególnych programów sesji na poziomie: doboru ćwiczeń, prowadzenia spotkań, 
warunków sesji, doboru narzędzi oceny i diagnozy kompetencji. Badania nad metodą A&DC 
wykazują tzw. efekt ćwiczenia, polegającego na uzależnieniu wyników od sposobu i miejsca 
prowadzenia sesji (Robie C., i in., 2000, s.355-370; Bowler M.C., Woehr D.J., 2006, s.1114-
1124). 
Do pozostałych problemów, niezależnie od metody, należą utrudnienia związane z 
charakterem sprawnościowym kompetencji i niemożliwością ich oceny bez uwzględnienia 
kontekstu sytuacyjnego. W dodatku kompetencje mają charakter dynamiczny względem 
czasu i obserwowane są ich zmiany w trakcie trwania ćwiczeń (Zawadzka A.M. (red.), 2010, 
s.102). 
Równie ważnym elementem co wybór metody jest kwestia szczegółowości zamierzonego 
profilu kompetencyjnego. Powszechnie panuje przekonanie, że im bardziej szczegółowy jest 
profil, tym jest on lepszy jednak zbyt szczegółowy może stać się ograniczeniem działań 
zarówno dla kierownictwa, jak i dla samego pracownika. Przyjmuje się, że najbardziej 
optymalne jest, aby w profilu znalazło się od kilku do kilkunastu kompetencji opisanych w 
sposób zwięzły. 
Następnym etapem tworzenia profilu jest ustalenie poziomów kompetencji. Decyzja o tym, 
jaką skalę tych poziomów zostanie przyjęta, jest jednym z najtrudniejszych zadań. Czasem 
osoby tworzące profile, chcąc uprościć, ograniczają liczbę poziomów do dwóch, albo się 
posiada daną kompetencję, albo nie. Jednak takie rozwiązanie jest niewystarczające, należy 
bowiem to zagadnienie opracować w sposób bardziej złożony (Sidor-Rządkowska M., 2010, 
s.1).  
Teoria mówi, że należy wyróżniać względem każdej kompetencji wiele poziomów i każdą z 
nich traktować oddzielnie, jednak ocena ich przy zbyt dużej liczbie poziomów jest bardzo 
trudna, czasem nawet niemożliwa. Ustalenie takiej samej liczby poziomów dla wszystkich 
kompetencji sprawia, że całość jest przejrzysta i czytelna. 
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Taka wieloaspektowa analiza pozwala zbudować profile kompetencyjne, które są niezwykle 
użytecznym narzędziem w procesie doboru i selekcji pracowników (Rakowska A., 2007, 
s.83). Powstają one jako ostatni etap pomiaru i wyznaczania kompetencji. Należy wtedy po 
sporządzeniu listy kompetencji, ustaleniu liczby i opisu ich poziomów zbudować jego 
graficzną prezentację, zazwyczaj w postaci pajęczynowego wykresu.  
Należy tutaj zaznaczyć, że identyfikacja poszczególnych kompetencji nie prostym zadaniem z 
następujących powodów (Levy-Leboyer C., 1997, s.41-70): 
• żadne stanowisko nie ma niezmiennej w czasie treści. Należy więc unikać dokonywania 

opisów stałych w czasie, 
• na takim samym stanowisku pracy funkcje i zadania mogą być realizowane w różny 

sposób przez różne jednostki, 
• nie należy ufać nazwom stanowisk pracy, ponieważ z tą samą nazwą 

 i w tym samym przedsiębiorstwie może występować potrzeba innych kompetencji  
z powodu różnych sytuacji i środowisk pracy. 
 

4. Prezentacja wyników badań 
 
Dla dobrego doboru członków zespołu pracowniczego można posłużyć się określeniem 
profilu kompetencyjnego dla całego zespołu, jako zbioru cech wspólnych dla wszystkich 
członków. Dzięki temu tworząc zespoły pracownicze można posługując się tym profilem 
określić dopasowanie do niego indywidualnych profili kompetencyjnych potencjalnych 
członków tego zespołu. Autorka prowadziła badania nad identyfikacją profilu 
kompetencyjnego wybranego zespołu pracowniczego realizującego określone zadania w 
wybranej Kopalni w Kompanii Węglowej SA (obecnie PGG SA). Był to zespół mierniczych 
Kopalni „X”. W badanym zespole działa zasada jednoosobowego  rozkazodawstwa czyli 
wszyscy członkowie zespołu podlegali bezpośrednio tylko jednemu przełożonemu i byli przez 
niego bezpośrednio kontrolowani z powierzonych zadań. W tym 13 osobowym zespole 
przeprowadzono badania pożądanych kompetencji uniwersalnych dla całego zespołu tworząc, 
tzw. docelowy, pożądany profil kompetencyjny zespołu pracowniczego (rys. 6.) Do badania 
profilu kompetencyjnego wykorzystano badania jakościowe w połączeniu z narzędziami 
ilościowymi. 

Tablica 2. Kompetencje badanego zespołu i członków zespołu pracowniczego 

Wykaz kompetencji 
profil 
zespołu 

profil 
pracownika 1 

profil 
pracownika 2 

dopasowanie 
prac1 

dopasowanie 
prac2 

ukierunkowanie na jakość 
pracy 3,5 3 4 0 1 
umiejętności 
interpersonalne 3 3,2 4,1 0 1 
nastawienie na prace 
zespołową 3 4 3,8 1 1 
samokontrola 4 3,1 4,2 0 1 
rozwiązywanie problemów 3,5 4 3,2 1 0 
etyka i wartości 3 2,3 4,1 0 1 
efektywność 3 2,5 4,2 0 1 
zaangażowanie 4,5 3 4,1 0 1 

Źródło: opracowanie własne 
 
W tablicy 2. zaprezentowano wartości pożądanego profilu kompetencyjnego badanego 
zespołu i przykładowe profile dwóch pracowników, członków zespołu (rys. 7. i rys. 8.) 
Następnie zweryfikowano ich dopasowanie do pożądanych cech. 
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Rys. 6. Pożądany profil kompetencji uniwersalnych zespołu pracowniczego z Kopalni 

„X” 
Źródło: opracowanie własne 

 

 
Rys. 7. Profil kompetencji  uniwersalnych pracownika nr 1 z Kopalni "X2" 

Źródło: opracowanie własne 
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Rys. 8. Profil kompetencji  uniwersalnych pracownika nr 2 z Kopalni "X2"  

Źródło: opracowanie własne 
 
Zakładając, że wektor Rξo to pożądany profil kompetencyjny zespołu, a macierz Rξ to profile 
kompetencyjne poszczególnych pracowników (tutaj pracownika nr 1 i pracownika nr 2) 
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można, z wektora Rξo wybrać poszczególne wartości kompetencji. Następnie poszukiwano 
wśród wektorów Zξ1,Zξ2, …, Zξ11 takich, które spełniają pożądane, założone warunki.  
Wykorzystując do tego spełnienie relacji  

�𝒓𝒓𝒍𝒍,𝒈𝒈� ≤ 𝒓𝒓∗𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 (𝒍𝒍 ≠ 𝒈𝒈) (2) (opracowanie własne) 
 
przekształcamy macierz Rξ w macierz Rξ’ poprzez zastąpienie zerami w macierzy Rξ 
wszystkich tych kompetencji, dla których zachodzi ta relacja. W ten sposób identyfikujemy 
tych pracowników, którzy spełniają pożądane założone kompetencje zespołowe, patrz tablica 
2. 
 

5. Podsumowanie 
 
Jak wynika z przykładowych obliczeń zaprezentowanych w tablicy 9.2. pracownik nr 2 lepiej 
niż pracownik nr 1 spełnia założony profil kompetencyjny badanego zespołu. Co nie jest 
jednoznaczne z usunięciem tego pracownika z danego Działu Kopalni X2. Zadaniem 
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kierownika, który notabene wykazuje silne cechy lidera grupy (według prowadzonych badań 
przez Autorkę), jest odpowiednie dla tego pracownika zmotywowanie i dobranie systemu 
szkoleń w celu lepszego dopasowania do pożądanego profilu kompetencyjnego zespołu. 
Równie ważnym w tworzeniu zespołu jest dobór pracowników według umiejętności pełnienia 
określonych ról w zespołach pracowniczych. Dodatkowym, równie ważnym, elementem jest 
określenie profili kompetencyjnych umiejętności zawodowych zespołu i członków zespołu. 
Mając określony pożądany profil kompetencyjny zespołu można dopasować do niego nowych 
członków zespołu w procesie rekrutacji, a także zbadać dopasowanie obecnych członków 
zespołu i dobrać dla nich narzędzia motywacyjne w celu ich dopasowania do potrzeb 
realizacji zadań.  
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Abstract: We prepared some typical examples of key objects in differential geome-
try - smooth manifolds and their maps.

Abstrakt: Připravili jsem několik typických příkladů hladkých variet - klíčových
objektů diferenciální geometrie.

1. Smooth manifolds

Topological manifold M is a topological space, which is Hausdorff, second coun-
table and locally homeomorphic with an open subset in Euclidean space Rn.

Coordinate chart on M is a pair (U,ϕ), where U ⊂ M is an open set and
ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn is a homeomorphism.

Suppose that we have two coordinate charts (U,ϕ) and (V, ψ) on M such that
U ∩ V 6= 0. The transition map is the map

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V ),

it is a homeomorphism. Atlas is a collection of coordinate charts for which the
domains covers the manifold.

Smooth manifold or C∞-manifold is a topological manifold together with a smo-
oth structure. A smooth structure is a maximal atlas (it is not contained into another
atlas) for which all the transition maps are smooth, i.e. derivatives of all orders exist.
In the next sections one can find the examples of the smooth manifolds.

2. Euclidean space Rn

Set Rn = {[x1, . . . , xn] : xi ∈ R, i = 1, . . . , n}. Global coordinate chart on Rn is
(Rn, idRn).

For n = 1 we have a real line R, for n = 2 we have a real plane R2.

1Authors appreciate support of their department.
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3. n-dimensional sphere Sn

n-dimensional sphere is a set Sn = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖2 = 1}. One of the most
familiar atlas on Sn consists of the following coordinate charts called stereographic
projections.

Let us denote by N = [0, . . . , 0, 1] the north pole of the sphere and by S =
[0, . . . , 0,−1] the south pole. The first coordinate chart is (Sn\{N}, ϕ), where

ϕ : Sn\{N} → Rn, ϕ(x1, . . . , xn+1) =
[

x1

1− xn+1
, . . . ,

xn

1− xn+1

]
.

The inverse mapping ϕ−1 is

ϕ−1(X1, . . . , Xn) =
[

2X1
1+X2

1 +···+X2
n
, . . . , 2Xn

1+X2
1 +···+X2

n
,
−1+X2

1 +···+X2
n

1+X2
1 +···+X2

n

]
.

The second coordinate chart is (Sn\{S}, ψ), where

ψ : Sn\{S} → Rn, ψ(x1, . . . , xn+1) =
[

x1

1 + xn+1
, . . . ,

xn

1 + xn+1

]
,

and the inverse mapping ψ−1 is

ψ−1(Y1, . . . , Yn) =
[

2Y1
1+Y 2

1 +···+Y 2
n
, . . . , 2Yn

1+Y 2
1 +···+Y 2

n
,

1−Y 2
1 −···−Y 2

n

1+Y 2
1 +···+Y 2

n

]
.

x
XY

N

S

x

X

Y

N

S

Sphere is an orientable n-dimensional manifold.

4. Real projective space RPn

The real projective space RPn is the set RPn = Sn/∼, where the equivalence ∼
is defined by x ∼ −x for x ∈ Sn.

Coordinate charts (Ui, ϕi) on RPn are ϕi : Ui → Rn, i = 1, . . . , n+ 1, where

Ui = {[x]∼ ∈ Sn/∼ : xi 6= 0}, ϕi([x]∼) =
[
x1

xi

, . . . ,
xi−1

xi

,
xi+1

xi

, . . . ,
xn+1

xi

]
.

The inverse mappings ϕ−1
i are

ϕ−1
i (X1, . . . , Xn) =

[
[X1,...,Xi−1,1,Xi+1,...,Xn]
‖[X1,...,Xi−1,1,Xi+1,...,Xn]‖

]
∼
.

Real projective space is a non-orientable n-dimensional manifold.

- 184 -



5. Circle S1

The circle S1, S1 = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 = 1}, is a special case of the n-
dimensional manifold Sn for n = 1. Instead of the stereographic projections we take
into account the following coordinate charts.

The first coordinate chart is (S1\{[1, 0]}, ϕ), where

ϕ : S1\{[1, 0]} → (0, 2π) ⊂ R, ϕ(x, y) = π + sgn y(arccosx− π).

The inverse mapping ϕ−1 is

ϕ−1(α) = [cosα, sinα].

The second coordinate chart is (S1\{[−1, 0]}, ψ), where

ψ : S1\{[−1, 0]} → (−π, π) ⊂ R, ψ(x, y) = sgn y arccosx.

The inverse mapping ψ−1 is

ψ−1(β) = [cos β, sin β]

αx

y

β

x

y

The circle is an orientable one-dimensional manifold.

6. Cylinder C

The cylinder C is the set C = S1×R = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 +y2 = 1}. Coordinate
charts are Cartesian products of charts on S1 and R.

The parametrization of the cylinder by parameters α ∈ 〈0, 2π) and z ∈ R is

x = r cosα,
y = r sinα,
z = z.

where r is radius of cylinder
Cylinder is orientable two-dimensional manifold.

http://www.buddytoys.cz/detska-auta/brc-00030
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7. Torus T 2

Torus is the set T 2 = S1 × S1. Coordinate charts are Cartesian products of
charts on S1. The torus can also be defined as the following quotient space T 2 =
(〈0, 1〉 × 〈0, 1〉)/∼, where the equivalence ∼ is defined by

[0, y] ∼ [1, y] for 0 ≤ y ≤ 1,
[x, 0] ∼ [x, 1] for 0 ≤ x ≤ 1.

The parametrization of the torus by the angles α ∈ 〈0, 2π), β ∈ 〈0, 2π) is

x = (R + r cosα) cos β,
y = (R + r cosα) cos β,
z = r sinα,

where R is a major radius (radius of the central circle inside torus) and r is a minor
radius (radius of the tube).

Torus is orientable two-dimensional manifold.

Photo by Jitka Erbenová - České Budějovice
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:

Anuloid_(Luk%C3%A1%C5%A1_Rais)_2013a.jpg

8. Möbius strip M

Möbius strip M is the set M = ((0, 1) × 〈0, 1〉)/∼, where the equivalence ∼ is
defined by [x, 0] ∼ [1− x, 1] for 0 < x < 1.

The parametrization of the Möbius strip by parameters ϕ ∈ 〈0, 2π) and a ∈
(−r, r) is

x =
(
R + a cos ϕ2

)
cosϕ,

y =
(
R + a cos ϕ2

)
sinϕ,

z = a sin ϕ2 ,

where R is radius of a central circle, r is half length of the rotating segment, r < R.
Möbius strip is non-orientable surface.
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Photo by Rostislav Zapletal - Prague
http://archinect.com/mobius

9. Klein bottle K

Klein bottle K is the set K = (〈0, 1〉 × 〈0, 1〉)/∼, where the equivalence ∼ is
defined by

[0, y] ∼ [1, y] for 0 ≤ y ≤ 1,
[x, 0] ∼ [1− x, 1] for 0 ≤ x ≤ 1.

Below one can see so-called Figure-8 parametrization of the Klein bottle. Klein bottle
starts with a curve placed in xz plane in a form of an 8. The curve rotates around
z-axis and immediately we join the inside with the outside after the loop. Figure-8
curve is given by c(u) = (4 + 2 cos u, 0, sin 2u), where u ∈ 〈0, π〉.

The parametrization of projection K to R3 by parameters u ∈ 〈0, 2π) and v ∈
〈0, 2π) is

x = (4 + 2 cosu cos tv − sin 2u sin tv) cos v
y = (4 + 2 cosu cos tv − sin 2u sin tv) sin v
z = 2 cosu sin tv + sin 2u cos tv

where the parameter t = 0.5 determines the twist.
Klein bottle is non-orientable surface.

Klein Bottle House – Mornington Peninsula, Australia
http://decorandstyle.co.uk/the-worlds-10-strangest-homes
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10. Factorizations of a square - gluing edges - making ma-
nifolds
On the following picture one can find the possible factorizations of a square. Any
such a single factorization then forms a manifold.

cylinder Möbius strip torus Klein bottle projective plane

11. Möbius strip on Klein bottle

The violet part of the Klein bottle itself is Möbius strip. The same holds also for
the green part of the Klein bottle. If we glue together both of these parts (Möbius
strips), we get the Klein bottle.

Finally, let us present coordinate charts on Möbius strip; (U,ϕ); U = ((0, 1) ×
(0, 1))/∼; ϕ : U → (0, 1) × (0, 1) ⊂ R2; ϕ([x, y]∼) = [x, y]. The inverse mapping is
ϕ−1(x, y) = [x, y]∼ . The next map is (V, ψ); V =

(
(0, 1)×

(〈
0, 1

2

)
∪
(1

2 , 1
〉))

/∼; ψ :
V → (0, 1) ×

(
−1

2 ,
1
2

)
⊂ R2; ψ([x, y]∼) = [x, y] for y < 1

2 ; ψ([x, y]∼) = [1− x, y − 1]
for y > 1

2 . The inverse mapping is ψ−1(a, b) = [a, b]∼ for b ≥ 0; ψ−1(a, b) = [1 −
a, b+ 1]∼ for b < 0.

The following maps form an atlas on the Klein bottle; the first map is (U,ϕ);
U = ((0, 1) × (0, 1))/∼; ϕ : U → (0, 1) × (0, 1) ⊂ R2; ϕ([x, y]∼) = [x, y], and
the inverse mapping is ϕ−1(x, y) = [x, y]∼ . Then the second map is (V, ψ); V =((〈

0, 1
2

)
∪
(1

2 , 1
〉)
× (0, 1)

)
/∼; ψ : V →

(
−1

2 ,
1
2

)
× (0, 1) ⊂ R2; ψ([x, y]∼) = [x, y]

for x < 1
2 ; ψ([x, y]∼) = [x− 1, y] for x > 1

2 . The inverse mapping ψ−1(a, b) =
[a, b]∼ for a ≥ 0; ψ−1(a, b) = [a + 1, b]∼ for a < 0. The last map is (W, θ); W =(
(0, 1)×

(〈
0, 1

2

)
∪
(1

2 , 1
〉))

/∼; θ : W → (0, 1)×
(
−1

2 ,
1
2

)
⊂ R2; θ([x, y]∼) = [x, y] for

y < 1
2 ; θ([x, y]∼) = [1− x, y − 1] for y > 1

2 . The inverse mapping is θ−1(c, d) = [c, d]∼

for d ≥ 0; θ−1(c, d) = [1− c, d+ 1]∼ for d < 0.

Reference
[1] D. Krupka and O. Krupková, Topology and Geometry, Lectures and Solved

Problems, I. General Topology (in Czech), SPN Praha, 1990, 404 pp.; revised
edition

[2] D. Krupka, Introduction to Analysis on Manifolds (in Czech), SPN Praha, 1986,
96 pp.

[3] https://en.wikipedia.org
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Określenie ilościowej wartości informacji w procesie 
podejmowania decyzji 

 

Streszczenie: W artykule zaprezentowano wybrany element procesu projektowania 
sprawnego i skutecznego systemu komunikacji wewnętrznej w przedsiębiorstwie-zagadnienie 
ilościowej wartości informacji. W celu optymalizacji parametrów ilościowych informacji 
proponuje się wykorzystanie nieokreśloności i prawdopodobieństwa (entropii systemu). 
 

1. Wstęp 
 
Informacja to aktualnie strategiczny zasób każdego przedsiębiorstwa, który wymaga 

umiejętnego wykorzystania w praktyce. Jest ona podstawowym elementem w procesie 
podejmowania decyzji, a użyteczna, daje siłę i władzę jej posiadaczom. Można postawić tezę, 
że realizacja wszystkich funkcji zarządzania i celów działalności przedsiębiorstwa wymaga 
intensywnego przepływu informacji, tak aby zaangażowani w nie pracownicy rozumieli te 
cele i świadomie dążyli do osiągnięcia sukcesu. Informacja powinna  stać się w 
przedsiębiorstwach dobrem wspólnym opartym na zbudowanych i ciągle doskonalonych 
systemach komunikacji wewnętrznej w przedsiębiorstwie. Dobrze zaprojektowany system 
komunikacji wewnętrznej w przedsiębiorstwie przekłada się na jego elastyczność 
i umiejętność dostosowania do realiów rynkowych. Współcześnie występuje duży popyt na 
informacje, ponieważ podejmowanie trafnych decyzji w ramach bieżącego zarządzania 
przedsiębiorstwem jest uwarunkowane posiadaniem przez decydentów odpowiednich, 
rzetelnych i aktualnych informacji.  
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Rys. 1 Wpływ ilości informacji na poziom i jakość decyzji menedżerskich.  
Źródło: Opracowanie własne na podstawie (Borowiecki R., Czekaj J., Zarządzanie 
zasobami informacyjnymi w warunkach nowej gospodarki, Difin, Warszawa 2010, str. 
78)  
Fig.1. The influence of information quantity on the level and quality of managing 
decisions 

Ilość informacji oznacza dostępny dla menedżera poziom informacji, który może on 
wykorzystać w procesie decyzyjnym. Do punktu krytycznego (Rys. 1) jakość 
podejmowanych decyzji koreluje z ilością dostępnych informacji, natomiast po jego 
przekroczeniu jakość podejmowanych decyzji zaczyna wyraźnie spadać, mimo dalszego 
wzrostu ilości docierających informacji. Nadmiar informacji przeszkadza, ponieważ trudno 
dokonać prawidłowego ich przetworzenia, właściwej selekcji i pojawia się chaos 
informacyjny. 

Diagnoza czy projektowanie sprawnego systemu komunikacji wewnętrznej 
w przedsiębiorstwie to proces złożony, który wymaga ciągłego monitorowania 
i racjonalizacji, a jednym z negatywnych aspektów działania jest zjawisko nadmiaru 
informacji i wywołanego tym tzw. chaosu informacyjnego. 1 Zjawisko to pojawia się również 
w związku z niskimi kosztami dystrybucji informacji, co stanowi pokusę dla szeregu 
decydentów w strukturze organizacyjnej przedsiębiorstw do nieuzasadnionego „zalewania” 
pracowników wszystkich szczebli zarządzania nadmiarem często nieistotnych informacji, 
wśród których mogą umknąć te ważne i istotne dla pracy. Diagnoza i eliminacja tego 
negatywnego zjawiska może więc mieć zasadniczy wpływ na poprawę wydajności i 
bezpieczeństwa pracy w przedsiębiorstwie. 

 
2. Badanie entropii systemu w ilościowej wartości przepływu informacji 
 
Prawidłowo zaprojektowany system komunikacji wewnętrznej w przedsiębiorstwie 

wg autorki określa, kto, kiedy i jakiej potrzebuje informacji, nie bez znaczenia również form 
dostarczenia. Jest to zadanie niezwykle trudne, ponieważ pracownicy często potrzebują 

1 Wyganowska M.: Diagnoza i projektowanie systemu komunikacji wewnętrznej w przedsiębiorstwie. 
Wyd. Pol.Śl. Gliwice, 2012. 
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odmiennych informacji w różnych odcinkach czasu, czasami trudnych do przewidzenia, a 
należy pamiętać, że system taki dostarcza informacje na wszystkie szczeble zarządzania oraz, 
że musi eliminować informacje zbędne i w nadmiarze.  

Chaos spowodowany nadmiarem docierających informacji można określić za 
pomocą teorii informacji, czyli badania entropii systemu przepływu informacji. Jest to 
badanie wartości informacji w aspekcie ilościowym. Entropia systemu jest definiowana jako 
miara nieokreśloności wystąpienia danych zdarzeń. W teorii informacji to średnia ilość 
informacji, przypadająca na znak symbolizujący zajście zdarzenia o pewnym przypisanym 
prawdopodobieństwie, z pewnego zbioru. Entropia jest nieujemna, równa 0, gdy zdarzenie 
występuje z prawdopodobieństwem równym 1. 

Pojęcie entropii pozwala porównać sytuacje decyzyjne w warunkach 
nieokreśloności. Nieokreślonością można nazwać sytuację, w której nie ma pewności, które 
ze zdarzeń losowych nastąpi. Zatem podjęcie decyzji w warunkach zniesienia 
nieokreśloności, czyli w sytuacji, w której znany jest stan świata zewnętrznego, a decyzji jest 
przyporządkowana tylko jedna wartość korzyści, entropia jest równa 0. Pojęcie entropii 
umożliwia zatem porównanie sytuacji decyzyjnych na tle nieokreśloności stanów świata 
zewnętrznego. Im jest mniej informacji, tym większe są entropia i niepewność. Podstawą 
redukcji nieokreśloności świata zewnętrznego w procesie decyzyjnym jest optymalna 
informacja w danych warunkach. Zatem wraz ze wzrostem ilości informacji docierających do 
decydenta zmniejsza się entropię doświadczenia, a co za tym idzie - zmniejsza się niepewność 
w procesie decyzyjnym i ułatwia podjęcie trafnej (optymalnej) decyzji.2 

Proces podejmowania decyzji definiuje się jako proces działania d spośród 
możliwych sposobów działań d1, d2, ….,dn, czyli elementów przestrzeni działań D. Zatem w 
każdym procesie decyzyjnym istnieje zbiór dopuszczalnych decyzji, ale wybór danej decyzji 
nie przesądza jednoznacznie o wyniku, ponieważ ma na to wpływ jeszcze zbiór stanów świata 
zewnętrznego, który w momencie podejmowania decyzji nie jest znany podmiotowi 
podejmującemu decyzję. To bardzo utrudnia podjęcie decyzji. Jest to pewna nieokreśloność, 
którą nazywa się entropią doświadczenia Z o zdarzeniach Z1, Z2,…Zm 
z prawdopodobieństwami P(Z1), P(Z2),…P(Zm). Zatem nieokreśloność zdarzenia Z 
oznaczamy poprzez H(Z) i obliczamy wg wzoru3: 

 

)(log)()(
1

j

m

j
j ZPZPZH ∑

=

−=  

 
W momencie podejmowania decyzji, gdy nieokreśloność jest równa 0, nie ma 

trudności z wyznaczeniem optymalnej decyzji. Podana ilość informacji jest optymalna, znamy 
korzyść przyporządkowaną podejmowanej decyzji. Jest to jednak sytuacja zupełnie przeciwna 
do realnych procesów decyzyjnych. 

2 Opracowanie własne […] (Sadowski W., Decyzje i prognozy, Wyd. PWE, Warszawa 1981, 
s. 54). 

3Kozdrój M., Przybyła H., Teoria organizacji i zarządzania, Wydawnictwo Politechniki 
Śląskiej nr 1272, Gliwice 1986. s. 253. 
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Według Sadowskiego4 można określić, że dla doświadczenia Z o m informacjach 
(zdarzeniach) spełniony jest warunek: 

 
 

mmmmmm
mZH 1log1...1log11log1log)( −−−−=≤  

 
 

Przykład 185. Porównanie stopnia trudności wyboru prawidłowej decyzji z punktu 
widzenia nieokreśloności dla różnych prawdopodobieństw stanów świata zewnętrznego.  

Inżynier ma podjąć decyzję dotyczącą sposobu eksploatacji ściany w polu 
metanowym. Potencjalnie ma do wyboru 2 metody: odmetanowanie sąsiednich wyrobisk 
(sytuacja decyzyjna 1) lub zwiększenie przepływu powietrza (sytuacja decyzyjna 2). 
Aprioryczne prawdopodobieństwa stanów świata zewnętrznego wynoszą odpowiednio od p1-
p3  dla obu sytuacji decyzyjnych. 

Tabela 1  
Sytuacja decyzyjna 1 

Prawdopodobieństwa p1=0,1 p2=0,3   p4=0,1   p5=0,2  p3=0,3 
Zj 

D1 
   Z1             Z2          Z3           Z4          Z5 

 
Tabela 2 Sytuacja decyzyjna 2 

Prawdopodobieństwa p1=0,2 p2=0,3   p4=0,1   p5=0,2   p3=0,2 
Z`j 

D1 
  Z`1            Z`2        Z`3          Z`4            Z`5 

 
H(Z)=-0.1 log0,1-0,3 log0,3-0,1 log0,1-0,2 log0,2-0,3 log0,3=2,171 
 
H(Z`)=-0,2 log0,2-0,3 log0,3-0,1 log0,1-0,2 log0,2-0,2 log0,2=2,2465 
 

Większa nieokreśloność podjęcia decyzji występuje w sytuacji decyzyjnej 
2 (zwiększenia przepływu powietrza), ponieważ H(Z)<H(Z`). Przykład ten oczywiście 
dotyczy sytuacji, w której należy podjąć trafną decyzję, a prawdopodobieństwo wystąpienia 
danych stanów świata zewnętrznego jest różne i nieokreślone. 

Zebranie wstępnej właściwej informacji w procesie decyzyjnym zmniejsza entropię, 
czyli chaos w procesie podejmowania decyzji złożonych. Zachodzi wówczas nierówność:5 

 
H(Z)≥H(Z/X) ≥0, 

 

4 Sadowski W., op. cit., s. 46. 
5 Sadowski W., op. cit., s. 51. 
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gdzie H(Z/X) to entropia warunkowa doświadczenia Z pod warunkiem spełnienia 
doświadczenia X (a doświadczenia te są zależne).  

Zmniejszenie nieokreśloności (entropii) innego doświadczenia przez 
przeprowadzenie doświadczenia wstępnego dostarcza decydentom pewnych informacji, co 
przyczynia się do podjęcia optymalnej decyzji. Zatem różnica entropii doświadczenia Z i 
entropii warunkowej doświadczenia Z, pod warunkiem spełnienia doświadczenia X, nazywa 
się ilością informacji Z zawartej w doświadczeniu X i oznaczamy ją przez I(X,Z). 

 
I(X,Z)=H(Z)-H(Z/X).6 

 
Zatem miarą ilości informacji, jaką niesie sygnał, jest różnica pomiędzy 

niepewnością początkową a niepewnością po otrzymaniu sygnału.7 Ilość informacji jaką 
przeciętnie przynosi sygnał ze zbioru możliwych sygnałów Z o zdarzeniu ze zbioru 
możliwych zdarzeń X, równa jest różnicy pomiędzy niepewnością bezwarunkową co do 
zajścia jednego ze zdarzeń ze zbioru X, a niepewnością warunkową co do otrzymania 
sygnałów ze zbioru Z. Przy tym niepewność jest określoną cechą sytuacji, a informacja, 
pewną cechą sygnału redukującą niepewność, ale jednocześnie niebędącą sygnałem, a miara 
informacji nie uwzględnia jej wartości. Pojęcia entropii, entropii warunkowej oraz ilości 
informacji w pełni można wykorzystać w procesie decyzyjnym, należy jednak wziąć pod 
uwagę koszt pozyskania informacji i funkcję korzyści. Tylko wtedy możliwe jest podjęcie 
decyzji optymalnej. Zatem w teorii podejmowania decyzji i określania informacji doskonałej 
należy oceniać dodatkowe korzyści, płynące ze zmniejszenia niepewności, w porównaniu do 
kosztów, jakie ponosi się w celu zmniejszenia tej niepewności.  

W teorii informacji informacja doskonała to taka, która likwiduje całkowicie 
niepewność stanu świata zewnętrznego. W poniższej macierzy zostaną zaprezentowane: 
funkcja korzyści oraz spodziewane korzyści, uzyskiwane w procesie podejmowania decyzji 
przy określonych prawdopodobieństwach świata zewnętrznego. 

Tabela 3  
Funkcja korzyści w procesie podejmowania decyzji 

Prawdopodobieństwa p1       p2 ….pm 

E(K) Zj 

D1 

Z1            Z2… .Zm 

 
Decyzja 1 
 
Decyzja 2 
. 
. 
. 
Decyzja n 

 
K11     K12….K1m 

 
K21     K22….K2m 
.          .          . 
.          .          . 
.          .          . 
Kn1     Kn2      Knm 

∑
=

=
m

j
jij KpK

1
1  

∑
=

=
m

j
jj KpK

1
22  

 

∑
=

=
m

j
njnj KpK

1
 

6 Ibidem, s. 54. 
7 Sienkiewicz P., Inżynieria systemów, Wyd. MON, Warszawa 1983.s. 64. 
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Każdorazowo przed podjęciem decyzji decydent otrzymuje informacje prawdziwe. 
Jeżeli zatem wie, że w wyniku podjęcia decyzji musi otrzymać stan Z1, to powinien podjąć 
decyzję gwarantującą maksymalną korzyść. 

W warunkach informacji doskonałej spodziewana korzyść wynosi: 
 

∑
=

=
m

j
jj KpK

1

**
.  

 
Zgodnie z zasadą maksymalizacji korzyści w wyniku podejmowanych decyzji 

decydent wybiera decyzję, dla której osiąga największą spodziewaną korzyść8: 
 

**max KKii
=  

 
Przez spodziewaną wartość doskonałej informacji rozumie się różnicę między 

maksymalną korzyścią, jaką można osiągnąć przy posiadaniu informacji doskonałej, 
a korzyścią, jaką w konsekwencji uzyskujemy w procesie decyzyjnym, gdy nie mamy 
informacji o stanie świata zewnętrznego.  

Spodziewaną wartość informacji doskonałej (SWDI) wyrażamy zatem wzorem:9 
 

SWDI = K* - K**,  
gdzie: 
K* - spodziewana korzyść przy podejmowaniu decyzji w warunkach posiadania 
informacji doskonałej, 
K** - spodziewana korzyść osiągana w procesie decyzyjnym w warunkach braku 
informacji doskonałej. 
 

Wartość informacji doskonałej można również obliczyć przez spodziewane straty 
możliwości dla każdej decyzji, a informacją doskonałą staje się ta informacja, przy której 
straty będą najmniejsze. Do obliczeń decydent musi dysponować funkcją korzyści K oraz 
odpowiadającymi jej prawdopodobieństwami stanów świata zewnętrznego. 

Niestety nawet optymalnie zaprojektowany system komunikacji wewnętrznej w 
warunkach niepewności otoczenia (świata zewnętrznego) nie gwarantuje posiadania przez 
decydentów informacji doskonałej, w związku z tym powyższe rozważania na temat SWDI 
mają za zadanie wskazać górną granicę opłacalnych nakładów na zdobycie informacji 
zmniejszającej niepewność.  

 
Przykład 2. Porównanie korzyści wyboru prawidłowej decyzji (1, 2, 3) dla różnych 

prawdopodobieństw (p) stanów świata zewnętrznego (Z).  

8 Sadowski W., op. cit., s. 60. 
9 Ibidem, s. 60. 
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Inżynier ma podjąć decyzję dotyczącą sposobu eksploatacji ściany w polu 
metanowym. Potencjalnie ma do wyboru 3 metody: odmetanowanie sąsiednich wyrobisk 
(sytuacja decyzyjna 1), zwiększenie przepływu powietrza (sytuacja decyzyjna 2) lub 
odmetanowanie z chodników nad- i podścianowego (sytuacja decyzyjna 3).  

Aprioryczne prawdopodobieństwa stanów świata zewnętrznego wynoszą 
odpowiednio od p1-p3  dla wymienionych sytuacji decyzyjnych. Inżynier, podejmując decyzję, 
każdorazowo dowiaduje się o prawdziwym stanie świata zewnętrznego. Jeżeli zaistnieje stan 
Z1, to powinien podjąć decyzję maksymalizującą korzyść, czyli decyzję 1, jeżeli wystąpi stan 
Z2 - powinien podjąć decyzję 1, a w przypadku wystąpienia stanu Z3 powinien podjąć decyzję 
nr 2. (tab. 9) 

Tabela 4  
Porównanie korzyści wyboru prawidłowej decyzji 

Prawdopodobieństwa p1=0,05  p2=0,4    p3=0,1 
E(K) Zj 

D1 

 Z1                 Z2                  Z3 

 
Decyzja 1 
 
Decyzja 2 
 
Decyzja 3 
 

 
3            5              4 

 
0            4              7 

 
2            3              6 

 

 
3,15 

 
3,80 

 
2,95 

 
 

W powyższym przykładzie optymalną decyzją jest decyzja 2, która gwarantuje 
maksymalizację korzyści K** w warunkach nieposiadania informacji doskonałej. Natomiast 
maksymalna korzyść K*, uzyskana w warunkach posiadania informacji doskonałej, dla 
danego przykładu wynosi: 

 
K*=0,05*3+0,4*5+0,1*7=2,85 
 

Pozyskanie informacji generuje koszty związane z poświęconymi w tym celu czasem 
i środkami finansowymi, ale jednocześnie działanie to ma prowadzić do zwiększenia 
skuteczności podejmowanych decyzji, zatem optimum informacyjne można wyznaczyć na 
podstawie tego założenia. 
Podsumowując, wartość informacji doskonałej to: 

 
SWDI=3,80-2,85=0,95. 
 

W rezultacie ilekroć inżynier mógłby zdobyć informację doskonałą, ponosząc koszt 
mniejszy od SWDI=0,95, tylekroć zdobycie tej informacji byłoby opłacalne. Natomiast 
decyzja podejmowana przez inżyniera w warunkach braku informacji doskonałej jest 
nazywana kosztem niepewności lub miarą strat i w opisywanym przykładzie również wynosi 
0,95. 
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Wnioski 
 

Zaprezentowane powyżej metody wyznaczania wartości ilościowej informacji w 
procesie podejmowania decyzji oparte są na nieokreśloności i prawdopodobieństwie (entropia 
systemu). Jak wykazano zmniejszenie entropii-nieokreśloności w przepływie informacji 
ogranicza chaos w procesie podejmowania decyzji. Podsumowując: wraz ze wzrostem ilości 
informacji docierających do decydenta zmniejsza się entropię doświadczenia, a co za tym 
idzie - zmniejsza się niepewność w procesie decyzyjnym i ułatwia podjęcie trafnej 
(optymalnej) decyzji. Jednak, aby wyeliminować chaos w tym procesie do decydenta 
powinny docierać tylko informacje doskonałe. Informacja doskonała to taka, która całkowicie 
likwiduje niepewność w procesie podejmowania decyzji. 
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Jakościowa wartość informacji 
 

Streszczenie: W artykule zaprezentowano wybrany element procesu projektowania 
sprawnego i skutecznego systemu komunikacji wewnętrznej w przedsiębiorstwie-
zagadnienie jakościowej wartości informacji. W celu optymalizacji parametrów 
jakościowych informacji proponuje się wykorzystanie modelu opartego o 
prawdopodobieństwo osiągnięcia celu w wyniku. jej otrzymania  

1. Wstęp 

Istnieje przekonanie, że dobrze zaprojektowany system przepływu informacji 
w przedsiębiorstwie przekłada się na elastyczność przedsiębiorstwa i umiejętność 
dostosowania do realiów rynkowych. Umożliwia podejmowanie trafnych decyzji w 
ramach bieżącego zarządzania przedsiębiorstwem, które uwarunkowane jest 
posiadaniem przez decydentów dobrej jakości informacji. Ich brak, często związany z 
niedoskonale funkcjonującym systemem komunikacji wewnętrznej w przedsiębiorstwie, 
może w konsekwencji pociągać za sobą błędne decyzje podejmowane na dalszym etapie 
zarządzania i generować w konsekwencji straty finansowe. Należy przy tym podkreślić, 
że efektywny przepływ dobrej jakościowo informacji w przedsiębiorstwie wpływa na 
realizację wielu funkcji wykonywanych w ramach zarządzania, w tym: zasobami 
ludzkimi, kosztami, zamówieniami, planowania, zarzadzania projektami, strategią, 
celami organizacji.  
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Rys. 1 Wpływ procesu komunikacji na inne obszary zarządzania 
Fig.1. The position of the communication provess in management 

Informacja stanowiąca zasadniczy składnik systemu komunikacji, jest zbiorem 
danych, faktów i zdarzeń, tak podanym i ujętym, że powinna pozwolić odbiorcy 
odebrać ją, podjąć odpowiednie działania umysłowe i ewentualnie fizyczne oraz 
ustosunkować się do zaistniałej sytuacji.1 Zatem informacja potrzebna pracownikom i 
ich przełożonym w procesie pracy to szczególny zasób każdego przedsiębiorstwa, 
niezwykle istotny w procesie sprawnej i skutecznej pracy czy podejmowania decyzji.  

 

Rys. 2. Elementy wpływające na jakość komunikacji interpersonalnej. Źródło: 
opracowanie własne 
Fig. 2. Elements influencing the quality of interpersonal communication. Individual 
study 

1 Sienkiewicz P., Inżynieria systemów, Wyd. MON, Warszawa 1983, str.61 
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Zasadniczo na jakość komunikacji wpływają trzy czynniki: motywacja, wiedza 
i umiejętności zarówno nadawcy, jak i odbiorcy informacji, ale ważne są też: selekcja i 
analiza informacji, które wpływają na jakość podejmowanych decyzji. Zbyt intensywna 
czy niedostosowana do oczekiwań odbiorcy informacja może wpływać destrukcyjnie na 
proces pracy i dezorganizować go. W niniejszym opracowaniu autorka pragnie 
zaprezentować zagadnienie jakości informacji. 

2. Określanie jakości informacji 

Rdzeniem systemu zarządzania przedsiębiorstwem jest sprawny i skuteczny 
system komunikacji wewnętrznej rozumiany jako sprawny i skuteczny przepływ 
informacji w przedsiębiorstwie. Zatem pragmatyczna wartość informacji jest związana z 
daną sytuacją decyzyjną, ale również wynika z jej przydatności dla użytkownika, 
efektywności wykorzystania i kosztu uzyskania.2 Wartość informacji w aspekcie 
jakościowym można określić za pomocą wielu cech determinujących jej jakość, między 
innymi 3: 

- użyteczności - przydatności w osiągnięciu założonego celu, 

- aktualności - zgodności ze stanem rzeczywistym w danym czasie, 

- istotności i dopasowania do wymagań stanowiska pracy, 

- wiarygodności - pozbawienia deformacji i przekłamań, 

- poprawności - zgodności informacji, jej treści z rzeczywistym zdarzeniem, 

- kompletności - eliminacji luki informacyjnej, 

- dostępności - możliwości wykorzystania informacji w dogodnym dla 
odbiorcy miejscu i dogodnym czasie, 

- ekonomiczności - taniości, rentowności w procesie decyzyjnym. 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 Borowiecki R., Czekaj J., Zarządzanie zasobami informacyjnymi w warunkach nowej 
gospodarki, Wyd. Difin, Warszawa 2010, s. 122. 

3 Gupta U., Information systems, Success in the 21st Century, Prentice Hall Canada Inc, 
2000; Kahn B. K., Strong D. M., Wang R. Y., Information quality benchmarks: product and 
service performance. Commun. ACM 45, 4 (Apr. 2002); Kisielnicki J., Informatyczna 
infrastruktura zarządzania, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1993; Pipino L. L., Lee 
Y. W., Wang R. Y. (2002), Data quality assessment. Commun. ACM 45,4 (Apr. 2002) 
2002);  
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Rys. 3. Schemat systemu informacyjnego w przedsiębiorstwie. Źródło: 
opracowanie własne 

Fig. 3. A diagram of an information system in a company. Individual study 

Ze względu na wielość cech oceny wartości informacji w ujęciu jakościowym 
przyjmuje się następującą formułę do jej oceny (opracowanie własne na podstawie 
Borowiecki R., Czekaj J., Zarządzanie zasobami informacyjnymi w warunkach nowej 
gospodarki, Wyd. Difin, Warszawa 2010, s. 129): 

Qi = ∑
=

n

i 1
Z*Ci/Wi  , 

gdzie: 

Qi - wartość informacji, 
Ci - faktyczne cechy informacji, 
Z - znaczenie przypisywane danej cesze informacji, 
Wi - wymagania użytkowników informacji. 

Na podstawie powyższej relacji można sformułować tezę, że wartość 
informacji w ujęciu jakościowym rośnie wraz ze wzrostem spełnionych wymagań 
wszystkich lub większości jej użytkowników. Zatem można stwierdzić, że ze względu 
na różnorodność wymagań użytkowników oraz ich cech osobowościowych ta sama 
informacja dla jednego użytkownika będzie miała dużą wartość, a dla innego będzie 
zupełnie bezwartościowa.  

Wartość jakościową informacji można również określić przez wzrost lub spadek 
prawdopodobieństwa osiągnięcia celu w wyniku jej otrzymania. Jeżeli 
prawdopodobieństwo osiągnięcia celu po otrzymaniu informacji wzrośnie z P0 do P1, 
wówczas wartość informacji jest dodatnia i określamy ją wzorem4,5: 

4 Sienkiewicz P., op. cit., s. 75. 
5 Sadowski W., Decyzje i prognozy, Wyd. PWE, Warszawa 1981, s.  55. 

SYSTEM KOMUNIKACJI WEWNĘTRZNEJ 
CENTRUM ZARZĄDZANIA 

INFORMACJAMI 

INFORMACJA 

DECYDENCI I INNI UŻYTKOWNICY 
INFORMACJI 

oferta/oczekiwanie 

DANE I INFORMACJE 
POCHODZĄCE Z WEWNĄTRZ 

PRZEDSIĘBIORSTWA 
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0

1
20212 logloglog)(

P
P

PPIU =−= , 

P1>P0 

gdzie: 

P0,1 - prawdopodobieństwo osiągnięcia celu po otrzymaniu danej informacji. 

Ilość informacji i stopień ich uporządkowania determinują ich jakość 
i wynikającą stąd wielkość ryzyka w podejmowaniu decyzji. Można zatem wyróżnić 
następujące wielkości ryzyka w płaszczyźnie informacyjnej:6 

• obszar niepewności - dostępność informacji jest niedostateczna, 
wynikające z procesu decyzyjnego skutki są różne w zależności od tego, 
który z możliwych stanów rzeczy zajdzie, przy czym nie są znane 
prawdopodobieństwa wystąpienia poszczególnych z nich. 

• obszar ryzyka - informacja jest dostępna i aktualna na poziomie 
dostatecznym; wybranie danego wariantu w procesie decyzyjnym 
pociąga za sobą możliwości wystąpienia różnych negatywnych 
i pozytywnych konsekwencji przy określonym prawdopodobieństwie 
wystąpienia każdej możliwości, 

• pewność - brak ryzyka - stan dostępnej, pełnej i aktualnej informacji, 
 

Obszar pewności-osoba podejmująca decyzję ma w danym czasie i miejscu, 
informację w optymalnej ilości i prawidłowo uporządkowaną, aktualną i przekładającą 
się pozytywnie na proces podejmowania decyzji. Poza tym informacja dostępna jest 
w odpowiednim czasie i miejscu, spełnia zatem wszystkie cechy informacji optymalnej 
w danych warunkach, które wynikają z potrzeb i oczekiwań uczestników danego 
procesu komunikacji.  

Obszar ryzyka w płaszczyźnie informacyjnej określa stan, w którym ilość 
informacji docierających do decydenta i stopień ich uporządkowania są na poziomie 
dostatecznym, co oznacza, że informacji jest za dużo bądź za mało, a jej stopień ich 
uporządkowania jest niezadowalający, w konsekwencji ryzyko podejmowania decyzji 
jest wysokie. Ostatni z przytoczonych wariantów to obszar niepewności. Ilość 
informacji i stopień ich uporządkowania są niedostateczne, występuje stan niepełnej 
informacji. Ryzyko w procesie zarządzania informacjami jest zatem zasadniczo 
uzależnione od ilości dostępnych informacji oraz stopnia ich uporządkowania, ale wg 
autorki nie można pominąć niezwykle ważnej cechy informacji, którą jest jej aktualność 
oraz miejsce dostarczenia (dostępność). Oczywiście określenie cech jakościowych 
informacji jest procesem bardzo złożonym i niejednoznacznym, ponieważ zasadniczo 

6 Sienkiewicz P., op. cit., s. 18. 
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zależy od cech nadawców i odbiorców informacji. To ich cechy osobowościowe czy 
doświadczenie zawodowe wpływają na subiektywną ocenę informacji oraz jej 
użyteczność. Jednak narzucając kryteria oceny można jednak ograniczyć swobodę 
doboru tych cech informacji, a przez to - dokonać jej adekwatnej oceny. Informacja jest 
niezbędna do podejmowania decyzji przez pracowników, jednak istnieje punkt 
krytyczny (punkt przegięcia), po którym ilość docierających informacji do decydentów 
wywołuje chaos i utrudnia podejmowanie decyzji.  

 

 

 

 

 

 

 

Rys. 4. Relacja między jakością i ilością informacji. Źródło: opracowanie własne 
Fig. 4. Relation between information quality and quantity.  Individual study 

Na rys. 4 zaprezentowano zależność między ilością informacji docierających 
do decydenta a jakością podejmowanych przez niego decyzji. Ilość informacji oznacza 
dostępny dla menedżera poziom informacji, który może on wykorzystać w procesie 
decyzyjnym. Do punktu krytycznego jakość podejmowanych decyzji koreluje z ilością 
dostępnych informacji, natomiast po jego przekroczeniu jakość podejmowanych decyzji 
zaczyna wyraźnie spadać, mimo dalszego wzrostu ilości docierających informacji. 
Nadmiar informacji przeszkadza, ponieważ trudno dokonać prawidłowego ich 
przetworzenia, właściwej selekcji i pojawia się chaos informacyjny. 

 W procesie komunikacji między nadawcą a odbiorcą informacji występuje 
sytuacja komunikacyjna S, którą można określić wg modelu: 

SJ
ij=(MJ, JM

J; z, (ni, oj), uij), 

M= <Ωx, P>7 

gdzie: 

Mj  -  model wiążący zmienną informacyjną ze znaczeniem, 
P - znaczenie zmiennej informacyjnej, 
Ωx - zmienna informacyjna, 
JM

J - język formułowania zadań informacyjnych oparty na modelu M,  
z - dane zadanie informacyjne, 

7 Sienkiewicz P., op. cit., s. 71. 
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ni - numer i-tego nadawcy źródła informacji, 
oj - nazwa j-tego odbiorcy informacji, 
uij - kanał informacyjny łączący i-tego nadawcę z j-tym adresatem. 
 

Zgodnie z modelem M, przez znaczenie zmiennej informacyjnej X rozumie się 
iloczyn logiczny prawdziwych zdań orzekających o realizacjach zmiennej X 
generowanej przez model M. 

Informowanie to ciągły proces realizowanych w czasie sytuacji 
informacyjnych, mający na celu zaspokajanie potrzeb informacyjnych uczestników tego 
procesu. Procesy informacyjne są realizowane za pomocą określonych systemów 
działania, określanych w niniejszym opracowaniu nazwą systemów komunikacyjnych. 
Zatem każdą sytuację informacyjną można opisać przez następujące zasadnicze 
charakterystyki ilościowe: stopień nieokreśloności i entropię, charakterystykę 
identyfikacyjną yJ=(y1

J, y2
J, y3

J), taką że8: 

y1
J 

1 – informacja pełna 

2 – informacja niepełna 

y2
J 

1 – informacja aktualna 

2 – informacja nieaktualna 

y3
J 

1 – informacja wiarygodna 

2 – informacja niewiarygodna 

Mając na uwadze przedstawione założenie, każdą sytuację informacyjną 
można określić za pomocą ukazanych charakterystyk, co daje następujące kombinacje 
sytuacyjne9: 

Stan danej sytuacji 
informacyjnej 

Wartości poszczególnych charakterystyk 
identyfikacyjnych yJ 

y1 y2 y3 

S1 1 1 1 

S2 1 1 0 

S3 1 0 1 

S4 0 1 1 

8 Ibidem, s. 72. 
9 Ibidem, s. 72. 
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S5 0 0 1 

S6 0 1 0 

S7 1 0 0 

S8 0 0 0 

 

Zatem wychodząc z powyższych rozważań, można stwierdzić, że należy tak 
projektować systemy komunikacji wewnętrznej w przedsiębiorstwie, aby w każdej 
sytuacji informacyjnej otrzymać stan S1 (informacja pełna, aktualna i wiarygodna), 
a eliminować stan S8 (informacja niepełna, nieaktualna i niewiarygodna).  

3. Wnioski 

Określenie wartości informacji jest zagadnieniem niezwykle trudnym. W 
niniejszym opracowaniu zaproponowano wyznaczenie wartości jakościowej informacji 
koncentrując badania nad wartością informacji oraz jej pożądanymi cechami w aspekcie 
użytkowym. W tym celu wyznaczono jakość informacji w oparciu o 
prawdopodobieństwo osiągnięcia celu w wyniku jej otrzymania, znaczenia 
przypisywanego danej cesze informacji i wymagań użytkowników informacji oraz 
zaprezentowano model M wiążący zmienną informacyjną ze znaczeniem. 
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Abstrakt: V príspevku je poukázané, s akými vedomosťami z matematiky prichádzajú študenti 

zo strednej školy na Strojnícku fakultu STU v Bratislave, čoho dôsledkom sú problémy so 

zvládnutím vysokoškolskej matematiky. Tento problém nie je len problémom SjF STU ale aj 

ostatných technických univerzít. Na konkrétnych príkladoch je ukázané, čo spôsobuje 

neznalosť riešenia rovníc, nerovníc, úprav algebrických výrazov. Medzery vo vlastnostiach 

základných elementárnych funkcií, spôsobujú, že študent už na začiatku riešenia príkladu urobí 

podstatnú chybu, príklad síce vyrieši, ale výsledok je nepoužiteľný. No a nevedomosti z oblasti 

analytickej geometrie sa odzrkadľujú počas celého štúdia matematiky. 

 

Abstract: The article shows the level of math-knowledge of the high school students coming 

to the Faculty of Mechanical Engineering of STU in Bratislava. These students consequently 

have problem to handle University mathematics course. This is not the problem of Faculty of 

Mechanical engineering of STU only. The other technical univesities also deal with this 

problem. Specific examples show what the disability of solving of equations, inequalities or 

simplification of algebraic expressions causes. Lack of knowledge about properties of basic 

elementary functions leads to serious mistake at the begining of the solution, what causes 

imposibility to use the result, although solving process is correct. Furthermore, lack of 

knowledge in the field of analytic geometry are reflected during all the study of mathematic. 

 

1. Úvod 

Veľakrát už bolo povedané, že vedomosti študentov zo stredoškolskej matematiky nie sú 

na takej úrovni, aby študenti mohli bez problémov zvládnuť základný kurz z matematiky na 

vysokej škole. Výučba matematiky ako aj prírodných vied na Slovensku nie je dostačujúca. 

Študent nemá povinnosť maturovať z matematiky, aj keď sa hlási na technickú vysokú školu. 

Na to, že matematika nie je len o riešení príkladov, ale hlavne učí študenta logicky myslieť, sa 

zabúda. Výučbe matematiky na Strojníckej fakulte venujeme veľkú pozornosť. Pred začiatkom 

semestra je pre budúcich prvákov pripravený kurz stredoškolskej matematiky venovaný 

zopakovaniu tých častí z matematiky, ktoré sú nutné k úspešnému zvládnutiu prvého semestra 

základného kurzu matematiky. Ako je však „zvykom“, tohto kurzu sa zúčastňujú väčšinou 

študenti, ktorí majú celkom dobré základy z matematiky, prípadne z nej aj maturovali. Taktiež 

počas semestra popri predmete Matematika I sú pre študentov aj Doplnkové cvičenia 

z matematiky I, na ktorých študenti môžu si doplniť buď stredoškolskú matematiku alebo si 

ozrejmiť učivo z predmetu Matematika I. Stále však niektorí z nich neprišli na to, že nestačí iba 

pasívne sedieť či už na prednáške alebo na cvičení, ale ak chcú zvládnuť učivo, tak musia aj 
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sami začať pracovať. Máme skúsenosti, že študent, ktorý nezískal zápočet z predmetu 

Matematika I, nezískal zápočet ani z Doplnkových cvičení z Matematiky I, hoci podmienky na 

získanie tohto zápočtu sú oveľa miernejšie ako pri zápočte z Matematiky I. Tí študenti, ktorí 

úspešne zvládnu matematiku v prvom semestri, nemajú už potom problémy z Matematikou II 

a väčšinou úspešne zvládnu aj prvý ročník štúdia. 

 

1. Matematika na Strojníckej fakulte STU v Bratislave 

Predmet Matematika I na Strojníckej fakulte je predmetom v prvom semestri štúdia a má 

dosť veľkú výmeru hodín – 4 hodiny prednášok a 4 hodiny cvičení týždenne. Obsahom tohto 

predmetu je lineárna algebra číselné postupnosti a číselné rady, reálna funkcia reálnej 

premennej, diferenciálny a integrálny počet reálnej funkcie jednej premennej. Záver semestra 

je venovaný mocninovým radom a rozvoju funkcií do Taylorových radov. V predmete druhého 

semestra Matematika II je výučba týždenne rozdelená na dve hodiny prednášok a dve hodiny 

cvičení. Obsahom sú obyčajné diferenciálne rovnice, analytická geometria v priestore,  funkcia 

dvoch a viac premenných, jej diferenciálny počet, výpočet dvojných a trojných integrálov a ich 

aplikácie. Na začiatku semestra už od akademického roka 2008/09 dávame študentom písať 

vstupný test zo stredoškolskej matematiky, kde je 11 jednoduchých otázok so štyrmi 

odpoveďami. Iba jedna z nich je správna. Celkovo študent môže získať 14 bodov[1, 2]. 

V sledovanom období priemerne 27,3 % študentov získalo na teste 10 – 14 bodov, 43,3% 6 – 9 

bodov a 29,4% 0 – 5 bodov. Väčšina študentov, ktorí získajú 0 – 5 bodov už počas semestra 

vzdáva štúdium a odchádza z fakulty. Z nasledujúceho grafu je zrejmé, aké percento študentov 

vie riešiť rovnice, zvlášť kvadratické rovnice, upravovať výrazy, pozná základné elementárne 

funkcie a ich vlastnosti a pozná analytické vyjadrenie priamky a kužeľosečiek. 

 

Obr. 1 Správne odpovede 

Vzhľadom na tieto vstupné údaje aj napriek tomu, že percento študentov – absolventov 

gymnázia, ako je znázornené na obr. 2 na SjF STU rastie, percento úspešných študentov na 

predmete Matematika I s tým nekorešponduje (obr. 3). 
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Obr. 2 Zastúpenie typov škôl 

 

 
 

Obr. 3 Úspešnosť na Matematike I 

 

2. Bežné chyby pri výpočtoch 

 

Akých chýb z matematiky sa dopúšťajú absolventi stredných škôl? Viacerí z nich 

nepochopili pojem odmocniny. Stáva sa, že nevedia, čomu je rovná √1 , a tak sa táto hodnota 

nachádza v riešení celého príkladu. Na druhej strane je √−4 = 2, √𝑥2 + 4 = 𝑥 + 2, respektíve 

√𝑥2 = 𝑥. Podobne aj úloha zátvoriek pre niektorých nie je úplne jasná. Stretávame sa s otázkou: 

Platí −𝑥2 = (−𝑥)2? Pri zjednodušovaní algebrických výrazov sa často stáva, že napríklad  
𝑥2−𝑥

𝑥2+1
=

1−𝑥

1+1
. Veľké problémy sú aj s definičnými obormi, grafmi a vlastnosťami základných 

elementárnych funkcií. Zrejme exponenciálnym, logaritmickým a goniometrickým funkciám 

na stredných školách sa venuje málo pozornosti. Ináč by pre študentov nemalo byť problémom 

vyčísliť ln 𝑒,   ln √𝑒 ..., sin
𝜋

4
,  cos

𝜋

2
,  tan

𝜋

3
… Pri riešení úlohy nájsť inverznú funkciu ku 

konkrétnej funkcii študentov nezaujíma definičný obor a obor hodnôt danej funkcie a tiež, či 

vôbec existuje inverzná funkcia. Formálne sa naučili, že inverznú funkciu nájdu tak, že zamenia 

v predpise x za y, z rovnosti vyjadria y a dostanú predpis pre hľadanú funkciu. Vedia, že grafy 

navzájom inverzných funkcií sú symetrické podľa priamky 𝑦 = 𝑥. Na základe vlastných úvah 

potom dostanú, že napríklad grafom funkcie 𝑓(𝑥) = arcsin 𝑥 je nasledujúca krivka, 
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aj keď takáto krivka nie je grafom žiadnej funkcie. 

Problémy vznikajú aj pri riešení rovníc a nerovníc. Aj keď študent vie, že korene rovnice 

𝑥2 = 4  sú dve reálne čísla   𝑥 = ±2, riešenie nerovnice 𝑥2 ≥ 4  už nezvládne a riešením sú 

všetky reálne čísla pre ktoré platí 𝑥 ≥ ±2 . Ak má riešiť rovnicu 𝑥3 − 4𝑥 = 0, vydelí ju x, čím 

stráca riešenie 𝑥 = 0. Urobí neekvivalentnú úpravu pri riešení rovníc a vôbec ho to netrápi. No 

a keďže má problémy s logaritmickými, exponenciálnymi a goniometrickými funkciami, 

logicky z tohto vyplýva, že riešenie jednoduchých rovníc typu ln 𝑥 = 1,   𝑒𝑥 = 4, sin 𝑥 =
1

2
 je 

nezvládnuteľná úloha. Z Obr. 1 je zrejmé, že najhoršie na tom sú vedomosti z analytickej 

geometri. Ak má študent nakresliť napríklad graf lineárnej funkcie, neuvedomuje si, že grafom 

je priamka a stačí poznať jej dva body. Oveľa horšie je, ak grafom funkcie je kužeľosečka alebo 

časť kužeľosečky. O chybách, ktoré študenti robia pri výpočtoch by sa dalo toho napísať ešte 

veľa. Poďme sa však pozrieť na to, ako chýbajúce nevedomosti a zručnosti ovplyvňujú riešenia 

úloh. 

 

 

3. Vplyv chýb na správne riešenie úlohy 

 

V tejto časti na konkrétnych príkladoch ukážeme, ako vplývajú nevedomosti, o ktorých sme 

hovorili, na celkové vyriešenie príkladu. 

 

Príklad  1. Určte definičný obor funkcie 𝑓(𝑥) = ln(𝑥2 − 4). Je táto funkcia párna, resp. 

nepárna? Určte intervaly monotónnosti a lokálne extrémy funkcie f. 

 

Študentovo riešenie: 

Študent vie, že logaritmická funkcia je definovaná pre kladné čísla, a preto podľa neho je  

 

𝐷(𝑓) = {𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 > 0} = (0, ∞). 

 

To, že musí byť kladný celý argument, mu uniká. 

Pri vyšetrovaní párnosti a nepárnosti funkcie, postupuje mechanicky a počíta: 

 

𝑓(−𝑥) = ln((−𝑥)2 − 4) = ln(𝑥2 − 4) = 𝑓(𝑥), 
 

teda funkcia je párna. Nie je však splnená prvá podmienka párnosti, že pre každé 𝑥 ∈ 𝐷(𝑓) 

musí byť aj −𝑥 ∈ 𝐷(𝑓). 
Ak chceme vyšetriť monotónnosť funkcie, tak potrebujeme funkciu zderivovať. Je to učivo 

prvého semestra, nenastáva problém a 𝑓′(𝑥) =
2𝑥

𝑥2−4
 . Keďže funkcia je definovaná „iba pre 
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𝑥 > 0", tak prvá derivácia je definovaná na celom 𝐷(𝑓) okrem bodu 𝑥 = 2.  Týmto bodom teda 

rozdelíme definičný obor na intervaly, zistíme znamienko prvej derivácie na týchto intervaloch 

a urobíme záver o motónnosti. 

 

 (0,2) (2, ∞) 

𝑓′(𝑥) − + 

𝑓(𝑥) klesajúca rastúca 

 

Z predchádzajúcich výsledkov vyplýva, že funkcia f má v bode 𝑥 = 2 lokálne minimum 

o hodnote 𝑓(2) = ln 0 =?. Niektorí študenti dokážu vyrátať aj túto hodnotu a podľa nich je 

ln 0 = 1. 
 

Príklad 2. Určte definičný obor funkcie 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2−4
. Nájdite intervaly konvexnosti a 

konkávnosti funkcie f. 

 

Študentovo riešenie: 

Študent určí definičný obor 

 

𝐷(𝑓) = (−∞, −2) ∪ (−2,2) ∪ (2, ∞) 
a vypočíta správne prvú deriváciu, aj keď mnohí študenti danú funkciu derivujú ako podiel, nie 

jednoduchšie ako zloženú funkciu. 

𝑓´(𝑥) =
−2𝑥

(𝑥2 − 4)2
 

 

Keďže intervaly konvexnosti a konkávnosti hľadáme pomocou druhej derivácie, tak začne 

počítať. 

𝑓´´(𝑥) =
−2(𝑥2 − 4)2 + 2𝑥. 2(𝑥2 − 4)2𝑥

(𝑥2 − 4)4
 

 

Namiesto toho, aby daný výraz zjednodušil, tak čitateľa roznásobí (dúfajme, že správne) 

a dostane: 

𝑓´´(𝑥) =
6𝑥4 − 16𝑥2 − 32

(𝑥2 − 4)4
 

 

Naráža na problém, riešiť algebrickú rovnicu štvrtého stupňa. Väčšina študentov to vzdá. 

Niektorí substitúciou 𝑥2 = 𝑡 upravia rovnicu na kvadratickú rovnicu 6𝑡2 − 16𝑡 − 32 = 0. 

Keďže nie sú zvyknutí zjednodušovať, vypočítajú diskriminant, ktorý je rovný 1024. Pri 

výpočtoch z matematiky sa však nepoužívajú kalkulačky, tak majú problém nájsť  √1024 

a úloha je pre nich neriešiteľná. Pokiaľ by študent zlomok  

 

−2(𝑥2 − 4)2 + 2𝑥. 2(𝑥2 − 4)2𝑥

(𝑥2 − 4)4
 

 

zjednodušil tak, že v čitateli vyberie pred zátvorku výraz 𝑥2 − 4 a vykráti s menovateľom, 

dostane jednoduchý tvar druhej derivácie 

𝑓´´(𝑥) =
6𝑥2 + 8

(𝑥2 − 4)3
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a úlohu môže dokončiť. 

 

Na záver ešte uvedieme bez komentára, ako ovplyvní neznalosť vlastností logaritmickej funkcie 

riešenie separovateľnej diferenciálnej rovnice. 

 

Príklad 3. Riešte diferenciálnu rovnicu (𝑦 − 1) − 𝑥𝑦′ = 0 

 

Študentovo riešenie: 

                                (𝑦 − 1) − 𝑥𝑦′ = 0 

                                  −
1

𝑥
+

1

𝑦 − 1
𝑦′ = 0          𝑥 ≠ 0,      𝑦 ≠ 1 

  − ∫
1

𝑥
𝑑𝑥 + ∫

1

𝑦 − 1
𝑑𝑦 = 𝑐          𝑐 ∈ 𝑅 

                                                         − ln|𝑥| + ln|𝑦 − 1| = ln 𝑒𝑐  / :ln 

−|𝑥| + |𝑦 − 1| = 𝑒𝑐 
 

 

4. Záver 

Položme si otázku. Prečo študenti nevedia matematiku? Možno za to ani sami nemôžu. 

Reformy v školstve na Slovensku spôsobili, že už na základnej a aj škole absentuje výučba 

matematiky. Znížili sa počty povinných hodín matematiky. Študenti nie sú zvyknutí pracovať 

samostatne a systematicky. Matematiku ako maturitný predmet si vyberá málo študentov, aj 

keď idú na technickú vysokú školu. Ak by si vysoká škola dala podmienku prijatia maturitu z 

matematiky, tak by asi zanikla pri dnešnom spôsobe financovania školstva na Slovensku. Tiež 

na stredných školách chýbajú kvalitné učebnice. No a na záver, o štúdium učiteľstva je veľmi 

malý záujem a kvalita učiteľov základných a stredných škôl sa znížila.  
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Dagmar Dlouhá
Radka Hamříková
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GeoGebra institut v Ostravě

GeoGebra institut v Ostravě vznikl v lednu roku 2016 na KMDG při VŠB-TU Ostrava.

GeoGebra institut

strava
Co děláme?

• Poskytujeme uživatelům odbornou pomoc.

• Zvyšujeme informovanost o programu GeoGebra.

• Podporujeme a organizujeme tvorbu materiálů k výuce.

• Spolupracujeme s GeoGebra instituty v České republice.

• Organizujeme workshopy pro učitele všech typů a stupňů škol.

http://ggi.vsb.cz

V případě zájmu nebo jakýchkoliv otázek nás neváhejte kontaktovat.

Co je GeoGebra?

• GeoGebra je dynamický volně dostupný matematický software pro všechny úrovně vzdě-
lávání, který spojuje geometrii, algebru, tabulkový procesor, grafy, statistiku a analýzu do
jednoho snadno použitelného balíčku.

• GeoGebra je rychle rostoucí komunita milionů uživatelů žijících prakticky ve všech zemích
světa.

• GeoGebra se stala špičkovým poskytovatelem dynamického matematického softwaru pod-
porujícího vědu, technologii, inženýrství a matematiku (STEM).

http://www.geogebra.org
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Co se naučíte na našem workshopu?

Práce s tabulkou a nákresnou - hod kostkou
Petra Schreiberová (petra.schreiberova@vsb.cz)
Při vizualizaci mnoha problémů potřebujeme v GeoGebře využít jak tabulku, tak i nákresnu. Na
jednoduchém příkladu z pravděpodobnosti si vyzkoušíme práci s tabulkou a ukážeme si mož-
nosti propojení s nákresnou.

Rotační plochy v GeoGebře
Petr Volný (petr.volny@vsb.cz)
V rámci workshopu si vyrobíme jednoduchý applet pro generování rotačních ploch rotací křivky
zadané parametrickými rovnicemi kolem osy z.

3D modelování prostorových úloh v deskriptivní geometrii
Radka Hamříková, Dagmar Dlouhá (radka.hamrikova@vsb.cz,dagmar.dlouha@vsb.cz)
Studentům dělá značné problémy představit si řešenou úlohu jen tak v hlavě. Často nedokáží
propojit vlastnosti vytvářeného objektu s dílčími konstrukčními kroky. Propojení 2D a 3D Geo-
Gebry nám dává možnost souběžně využívat to nejvýhodnější, co nám tato zobrazení nabízejí.

Konstrukce trojúhelníků
Radomír Paláček (radomir.palacek@vsb.cz)
Prostřednictvím vytvořeného appletu se seznámíme s geometrickými konstrukcemi některých
vybraných trojúhelníků. V našem případě se omezíme na dvě úlohy. Applet bude obsahovat tla-
čítka pro přepínání mezi úlohami a také vlastní krokování konstrukce.

Sít’ jehlanu a kuželu v GeoGebře
Jana Volná (jana.volna@vsb.cz)
Připravili jsme pro vás dvě úlohy. V první úloze si ukážeme, jak pomocí interního příkazu Ge-
oGebry vytvořit sít’ jehlanu. Ve druhé úloze se soustředíme na přípravu appletu pro rozvinutí
kuželu a vytvoření jeho sítě.

Publikování a sdílení materiálů
Zuzana Morávková (zuzana.moravkova@vsb.cz)
Vytvořené materiály lze nahrát na web geogebra.org ve formě pracovních listů a tím je zpřístup-
nit dalším uživatelům, studentům nebo kolegům. Pracovní listy lze sdružovat do knih a připravit
tak soubor úkolů nebo pomůcek k danému tématu. Pracovní listy i knihy mohou mít několik
úrovní přístupu. Web geogebra.org nabízí html kód pro vložení na své vlastní webové stránky,
kde se pomůcka zobrazí. Výhodou publikování materiálů na geogebra.org je možnost spuštění
pracovních listů přímo v prohlížeči a to i pro uživatele, kteří nemají program GeoGebra nainsta-
lován na svém zařízení.
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Práce s tabulkou a nákresnou - hod kostkou

Petra Schreiberová
Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB-TU Ostrava

Abstrakt: Při vizualizaci mnoha problémů potřebujeme v GeoGebře využít jak tabulku, tak i
nákresnu. Na jednoduchém příkladu z pravděpodobnosti si vyzkoušíme práci s tabulkou a uká-
žeme si možnosti propojení s nákresnou.

Úloha
Pomocí nákresny a tabulky znázorníme hody kostkou.

Autorka děkuje za podporu svému pracovišti.
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Příklad 1: Pravděpodobnost - hod kostkou

Zadání: Namodelujte hod kostkou a určete četnosti všech možných výsledků v různém počtu
hodů. Porovnejte s pravděpodobností v jednom hodu (i graficky).

Řešení:

Nejdříve znázorníme kostku. V nákresně nebudeme potřebovat osy - pravým klikem do nákresny
zobrazíme možnosti a klikneme na osy.

1. Abychom dokázali graficky znázornit všechny možnosti (jedna až šest), vybereme
nástroj bod a postupně do nákresny vyneseme 7 bodů.

Upravíme souřadnice bodů, aby byly body zarovnány a zrušíme zobrazení popisků u jednotli-
vých bodů (pravý klik na bod a odškrtnout Zobrazit popis).

2. Vybereme nástroj pravidelný mnohoúhelník a ohraničíme body. Zvolíme první
stranu kostky a počet vrcholů dáme 4.

Zrušíme zobrazení vrcholů (2 z vrcholů jsou pomocné objekty) a zobrazení popisu mnohoúhel-
níku. Ve vlastnostech mnohoúhelníku lze upravit barva, průhlednost a styl stran. Objekty zná-
zorňující kostku upevníme (ve vlastnostech).

Nyní začneme modelovat hod kostkou.

3. Ve vstupu nadefinujeme hodnotu proměnné pro daný hod.

Každému bodu upravíme vlastnost zobrazení pro všechny možnosti (1 až 6) - vlastnosti, pro po-
kročilé a podmínky zobrazení objektu.

Petra Schreiberová, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava V
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4. Bod se zobrazí v případě hodu 4,5,6 ⇒ do podmínky zobrazení zapíšeme (n ≥
4) ∧ (n ≤ 6).

5. Bod se zobrazí v případě hodu 2,3,4,5,6 ⇒ do podmínky zobrazení zapíšeme
n ≥ 2.

6. Bod se zobrazí pouze při hodu 6⇒ do podmínky zobrazení zapíšeme n = 6.

7. Bod se také zobrazí pouze při hodu 6⇒ do podmínky zobrazení zapíšeme n = 6.

8. Bod se zobrazí při hodu 1,3,5 ⇒ do podmínky zobrazení zapíšeme n = 1 ∨ n =
3 ∨ n = 5.

9. Bod se zobrazí v případě hodu 2,3,4,5,6 ⇒ do podmínky zobrazení zapíšeme
n ≥ 2.

10. Bod se zobrazí v případě hodu 4,5,6⇒ do podmínky zobrazení zapíšeme n ≥ 4.

Vytvoříme tlačítko pro simulaci hodu.

11. Vybereme nástroj tlačítko a v nákresně vytvoříme tlačítko pro házení- popisek "Há-
zej".

Pro záznam výsledku hodu nadefinujeme seznam hod a pro počet hodů novou proměnnou po-
čet.

12. Do vstupního pole zadáme "počet=0".

13. Do vstupu nadefinujeme seznam, kde každý prvek seznamu bude re-
prezentovat, kolikrát padl daný výsledek (1-6).

Ve vlastnostech tlačítka Házej, položka Skriptování (Po kliknutí) nadefinujeme hod kostkou.

V nákresně zobrazíme co jsme právě hodili i kolikrát jsme již házeli.

14.
Pomocí nástroje text kliknutím do nákresny postupně vytvoříme dva texty, do prv-
ního napíšeme "Hodil jsi (z Objekty vybereme) n." a do druhého "Počet hodů: (z
Objekty vybereme) počet".

Ve vlastnostech texty upevníme a můžeme změnit velikost textu, barvu, atd. Text pro zobrazení,

VI Petra Schreiberová, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava
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co jsme hodili, můžeme zobrazit pouze v případě nenulového počtu hodů. Ve vlastnostech Pro
pokročilé zadáme do podmínky zobrazení počet 6= 0.

Poslední, co potřebujeme pro modelování hodu kostkou je tlačítko pro vynulování hodů.

15. Vybereme nástroj tlačítko a v nákresně vytvoříme tlačítko pro vynulování - popisek
"Vynuluj".

Ve vlastnostech tlačítka Vynuluj, položka Skriptování (Po kliknutí) nastavíme proměnnou počet
na 0 a seznam hod také vynulujeme.

Začneme výsledky hodů zapisovat do tabulky a určíme četnosti všech možností a porovnáme
s pravděpodobností výsledku.
V menu Zobrazit klikneme na Tabulka. Do buňky A1-D1 postupně napíšeme výsledek, pravděpo-
dobnost, četnost a rel. četnost. Do sloupečku A, buňky A2-A7, zadáme postupně 1-6. Do sloupce
B zadáme pravděpodobnost každého výsledku, do B2 zadáme funkci (=1/6). Ve sloupečku C
budeme zobrazovat výsledky hodů, využijeme k tomu vytvořeného seznamu.

16. Do buňky C2 zadáme funkci pro zobrazení prvku ze seznamu.

17. Do buňky D2 zadáme funkci pro výpočet relativní četnosti.

18. Klikneme do buňky B2 (C2,D2) a za pravý dolní roh potáhneme do buňky
B7(C7,D7).

V řádku pod vytvořenou tabulkou můžeme zobrazit součet.

19. Klikneme do buňky B8, zvolíme nástroj suma a označíme buňky B2-B7.

20. Buňku B8 za pravý dolní roh potáhneme do buňky D8.

Porovnání relativní četnosti pro výsledky 1-6 s pravděpodobností výsledku znázorníme graficky.
Zobrazíme Nákresnu 2, umístíme ji pod tabulku a upravíme osy. Z tabulky vytvoříme body pro
zobrazení pravděpodobnosti, označíme buňky A2-B7, klikneme pravým tlačítkem a vybereme
Vytvořit → Seznam bodů. Ve vlastnostech bodů odškrtneme Zobrazit popis a můžeme upravit
barvu, velikost, vzhled bodů.

Vytvoříme histogram.

21. Do vstupu zadáme funkci pro tvorbu sloupcového grafu (Se-
znam dat: A2:A7, Seznam četností: D2:D7).
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Ve vlastnostech grafu změníme viditelnost popisku a opět můžeme upravit vzhled.

VIII Petra Schreiberová, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava
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Rotační plochy v GeoGebře

Petr Volný
Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB-TU Ostrava

Abstrakt: V rámci workshopu si vyrobíme jednoduchý applet pro generování rotačních ploch
rotací křivky zadané parametrickými rovnicemi kolem osy z.

GeoGebra je výborný nástroj pro tvorbu a práci s dynamickými modely ve 3D. Naším úkolem
bude seznámit se s možnostmi GeoGebry pro manipulace s 3D objekty. Prostředkem nám bu-
dou rotační plochy, která vyrobíme pomocí rotace parametricky zadané křivky kolem osy z. Pro
jednoduchost umístíme křivku do nárysné roviny, tj. do roviny xz.

V první části workshopu si ukážeme matematickou reprezentaci rotací v rovině a poté v pro-
storu. Poznatky využijeme při tvorbě appletu.

Pracujeme s GeoGebrou verze 5.0.236.0-3D.

Autor děkuje za podporu svému pracovišti.
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Pro rotaci v rovině o úhel v

x′

y′

x sin v
y sin v

v

v
v

v

y cos v

x cos v

x

y

se dají odvodit následující rovnice

x′ = x cos v − y sin v,
y′ = x sin v + y cos v.

V maticové reprezentaci mají rovnice pro rotaci v rovině vyjádření(
x′

y′

)
=
(

cos v − sin v
sin v cos v

)(
x
y

)
.

Budeme-li požadovat v prostoru rotaci kolem osy z, pak rovnice rotace včetně jejich maticové
reprezentace dostáváme jako jednoduchý důsledek rotace v rovině s tím, že z-ová souřadnice
se nemění,

x′ = x cos v − y sin v
y′ = x sin v + y cos v
z′ = z

⇒

x
′

y′

z′

 =

cos v − sin v 0
sin v cos v 0

0 0 1


xy
z

 .
Křivkou v prostoru rozumíme spojité zobrazení ζ : R → R3, (u) 7→ (x(u), y(u), z(u)). Příkladem
prostorové křivky umístěné do nárysné roviny (y = 0) je ζ : x = u, y = 0, z = 3 sin u. Rotační
plochou rozumíme spojité zobrazení ρ : R × S1 → R3, (u, v) → (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) (S1 je
kružnice). Tedyx(u, v)

y(u, v)
z(u, v)

 =

cos v − sin v 0
sin v cos v 0

0 0 1


x(u)
y(u)
z(u)

 =

x(u) cos v − y(u) sin v
x(u) sin v + y(u) cos v

z(u)

 .
Omezíme-li se pouze na křivky umístěné do nárysny (y = 0), rovnice rotační plochy se zjedno-
duší,

x(u, v) = x(u) cos v, x(u, v) = u cos v,
y(u, v) = x(u) sin v, ⇒ y(u, v) = u sin v,
z(u, v) = z(u), z(u, v) = 3 sin u.

X P. Volný, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava
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Příklad 2: Rotační plochy

Zadání: Sestrojte rotační plochu rotací testovací křivky kolem osy z.

Konstrukce

1. Po otevření GeoGebry vybereme položku Algebra, zobrazíme 3D nákresnu
Zobrazit→ Grafický náhled 3D

2. Pomocí tohoto nástroje posuneme nákresny podle potřeby.

3 Zadáme hodnoty: umin=0, umax=pi.

4. Zadáme testovací funkce: f1(u)=u, f2(u)=0, f3(u)=3sin(u). Funkce skry-
jeme.

5.
Vybereme nástroj Textové pole, popisek x=, propojený objekt f1. Podobně pro
y= textové pole propojíme s f2 a z= s f3. Vytvoříme textová pole také pro umin
a umax.

6. Vytvoříme testovací křivku, Krivka[f1(u),f2(u),f3(u),u,umin,umax].

7. Vytvoříme posuvník; Úhel, Název: rotace, Interval: od 0 do 360◦.

8. Vytvoříme rotační plochu: Plocha[f1(u)cos(v),f1(u)sin(v),f3(u),u,
umin,umax,v,0,rotace].

P. Volný, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava XI
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Nyní můžeme vyzkoušet jednotlivé nástroje pro editaci plochy a manipulaci s nákresnou.

Úkol: Zkuste vytvořit další rotační plochy, např. sféru, paraboloid, hyperoloid, kužel, katenoid,
atd.

Závěrem uvedeme způsob, jak vytvořít sít’ polomeridiánů a rovnoběžek na rotační ploše.

9. Vytvoříme posuvník; Název: rovnobezka, Interval: od 1 do 10, Krok: 1.

10. Posloupnost[Krivka[n*cos(v),n*sin(v),f3(n),v,0,2π],n,0,umax,
umax/rovnobezka]

11. Vytvoříme posuvník; Název: polednik, Interval: od 1 do 10, Krok: 1.

10. Posloupnost[Rotace[a,2πn/polednik],n,0,polednik-1]

XII P. Volný, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava
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Využití GeoGebry ve výuce matematiky a geometrie
3µ 2016

3D modelování prostorových úloh v deskriptivní geometrii

Radka Hamříková, Dagmar Dlouhá
Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB-TU Ostrava

Abstrakt: Studentům dělá značné problémy představit si řešenou úlohu jen tak v hlavě. Často
nedokáží propojit vlastnosti vytvářeného objektu s dílčími konstrukčními kroky. Propojení 2D a
3D GeoGebry nám dává možnost souběžně využívat to nejvýhodnější, co nám tato zobrazení
nabízejí.

Autorky děkují za podporu svému pracovišti.

R. Hamříková, D. Dlouhá, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava XIII



3µ 2016 Workshop: Využití GeoGebry ve výuce matematiky a geometrie

Sestrojte kulovou plochu, je-li dána její tečná rovina τ s bodem dotyku T a další bod K plochy.
Úlohu řešte v kótovaném promítání.
Hlavním cílem je zjednodušit studentům konstrukci, naučit je využívat GG v deskriptivní geome-
trii a zpřehlednit výsledek.

Naším cílem je najít střed a poloměr kulové plochy. Střed leží na kolmici k tečné rovině, která
prochází bodem dotyku. Dále leží v rovině souměrnosti úsečky TK. Poloměr je roven vzdále-
nosti středu S od bodu T .
Konstrukce:

1. kolmice k tečné rovině, která prochází bodem dotyku,

2. střed úsečky TK,

3. rovina kolmá k úsečce TK jejím středem,

4. průsečík kolmice a roviny souměrnosti,

5. poloměr r = |ST | .

XIV R. Hamříková, D. Dlouhá, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava
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Příklad 3: Kulová plocha

Zadání: Sestrojte kulovou plochu, je-li dána její tečná rovina τ = ABT , A = [4, 0, 0],
B = [0, 6, 0], T = [1, 1, 3] s bodem dotyku T a další bod K = [6, 6, 2] plochy.

Po spuštění programu si vybereme z nabídky 3D grafika. Dále zvolíme Zobrazit - Nákresna.

R. Hamříková, D. Dlouhá, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava XV
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Konstrukce

1.
zadání, zadáme body v souřadnicích do příkazového řádku A = (4, 0, 0), B =
(0, 6, 0), T = (1, 1, 3), K = (6, 6, 2), body A,B se zobrazují jak ve 3D, tak i v ná-
kresně

2. zvolíme tlačítko ’rovina třemi body’, klikneme na body A,B, T , τ = ABT

3. tlačítkem ’průnik ploch’ sestrojíme stopu roviny τ , vybereme zadanou rovinu a pů-
dorysnu, pτ

1 = τ ∩ π

4. bod T promítneme do půdorysny, vedeme přímku bodem T kolmo k půdorysně

5. najdeme průsečík kolmice a průmětny, zrušíme jeho popis

6. ručně přejmenujeme na T1(3), bod se objeví také v nákresně

7. bod K promítneme do půdorysny, vedeme přímku bodem K kolmo k půdorysně

8. najdeme průsečík kolmice a průmětny, zrušíme jeho popis

9. ručně přejmenujeme na K1(2), bod se objeví také v nákresně

10. bodem T vedeme kolmici k k rovině τ

11. bodem T1 v nákresně vedeme kolmici k1 ke stopě roviny τ , objeví se i ve 3D

12. stopník P přímky k najdeme ve 3D, jako průsečík k a k1, objeví se i v nákresně,
přejmenujeme na P1 = P

13. spojíme body T a K ve 3D, budeme konstruovat rovinu β⊥KT ∧ o ∈ β

14. spojíme body T1 a K1 ve 3D, úsečka se objeví i v nákresně

15. najdeme střed O úsečky TK

16. bod O promítneme do půdorysny, vedeme přímku bodem O kolmo k půdorysně

17. ručně přejmenujeme na O1, bod se objeví také v nákresně

18. bodem O vedeme rovinu φ kolmou k TK

19. tlačítkem ’průnik ploch’ sestrojíme stopu roviny φ, vybereme zadanou rovinu a pů-
dorysnu

XVI R. Hamříková, D. Dlouhá, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava
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20. střed S najdeme jako průsečík k a roviny φ

21. bod S promítneme do průmětny, bodem vedeme přímku kolmou k průmětně

22. bod S1 najdeme jako průsečík kolmice bodem S a průmětny, objeví se i v nákresně

23. poloměr r je roven vzdálenosti bodů S a T

24. sestrojíme hledanou kulovou plochu

25. průmět kulové plochy sestrojíme v nákresně, střed je S1 a poloměr r je roven vzdá-
lenosti bodů S a T

R. Hamříková, D. Dlouhá, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava XVII



Využití GeoGebry ve výuce matematiky a geometrie
3µ 2016

Konstrukce trojúhelníků

Radomír Paláček
Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB-TU Ostrava

Abstrakt: Prostřednictvím vytvořeného appletu se seznámíme s geometrickými konstrukcemi
některých vybraných trojúhelníků. V našem případě se omezíme na dvě úlohy. Applet bude ob-
sahovat tlačítka pro přepínání mezi úlohami a také vlastní krokování konstrukce.

Konstrukce trojúhelníků

Úloha 1:
Sestrojte trojúhelník 4ABC, pokud znáte a+ b+ c = 13 cm, α = 80◦ a β = 35◦.

Úloha 2:
Sestrojte trojúhelník 4ABC, pokud znáte a− b = 5 cm, α = 80◦ a β = 35◦.

Autor děkuje za podporu svému pracovišti.
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Příklad 4: Konstrukce trojúhelníků

Zadání:
Vytvořte applet, který nám ukáže, jakým způsobem můžeme sestrojit dva vybrané trojúhelníky.
Applet bude obsahovat tlačítka pro krokování konstrukce a přepínání mezi úlohami.

Obrázek 1: Náhled na aplet.

Konstrukce

Samotnou konstrukci můžeme tematicky rozdělit na dvě části. Nejdříve vytvoříme tlačítka, která
budou sloužit pro přepínání mezi jednotlivými úlohami a krokování postupu konstrukce. Teprve
poté se budeme zabývat konstrukcemi jednotlivých úloh.

K vytvoření appletu budeme používat obě nákresny, které GeoGebra nabízí. Do jedné umís-
tíme všechna tlačítka a ve druhé se budou nacházet zadání jednotlivých příkladů a samotné

Radomír Paláček, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava XIX
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konstrukce. Osy nebudou v žádné z nich potřeba a můžeme je tedy vypnout.

Ovládací tlačítka

Zapneme druhou nákresnu a umístíme do ní podle obrázku 1 následující texty a tlačítka.

1. "Úloha:"

2. "Krokování konstrukce:"

3.

Postupně zavedeme několik proměnných a nastavíme jejich počáteční hodnoty:
uloha=1, pocetKroku=8, krok=0.

(Ve vlastnostech u proměnné krok na kartě Posuvník nastavíme min: na 0
a max: na pocetKroku.)

4.

Vložíme tlačítka pro přepínání mezi jednotlivými úlohami: . Do GeoGebra
skriptu u tlačítka1 napíšeme:

NastavitHodnotu[uloha,1]

NastavitHodnotu[krok,0]

NastavitHodnotu[pocetKroku,9]

NastavitBarvuPozadi[tlačítko1,"lightgray"]

NastavitBarvuPozadi[tlačítko2,"default"]

Obdobně u tlačítka2, jen s tím rozdílem, že u proměnné uloha nastavíme
hodnotu na 2 a pocetKroku na 8. Dále si tlačítko1 a tlačítko2 navzájem
vymění nastavovanou barvu pozadí (poslední dva řádky).

5.

Vložíme tlačítka pro krokování konstrukce: . Do GeoGebra
skriptu jednotlivých tlačítek napíšeme:

NastavitHodnotu[krok,0]

NastavitHodnotu[krok,krok-1]

NastavitHodnotu[krok,krok+1]

NastavitHodnotu[krok,pocetKroku]

XX Radomír Paláček, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava
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6.

Mezi tlačítka a vložíme text, který propojíme s objekty krok
a pocetKroku

Pozn: Jednotlivé obrázky, které jsou na tlačítkách, můžeme vybrat ve vlastnostech každého
z nich na kartě Styl (obrázek 2).

Obrázek 2: Možnosti výběru obrázků na tlačítka.

Nežli přejdeme ke konstrukci jednotlivých úloh, tak do nákresny, ve které budeme dělat kon-
strukce trojúhelníků ještě napíšeme text, který bude společný pro obě úlohy.

7. "Zadání: Sestrojte 4ABC, pokud znáte"

Nyní již přejdeme k jednotlivým úlohám.

Radomír Paláček, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava XXI
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První úloha

Sestrojte trojúhelník 4ABC, pokud znáte a+ b+ c = 13 cm, α = 80◦ a β = 35◦.

Obrázek 3: Rozbor úlohy provedený v GeoGebře.

Při konstrukci trojúhelníku budeme vycházet ze skutečností, že 4C1AC a 4BC2C jsou rovno-
ramenné, a že součet vnitřních úhlů trojúhelníku je 180◦. Situace je znázorněna na obrázku 3.

1. Postupně zavedeme tři proměnné a nastavíme jejich počáteční hodnoty:
abc=13, α = 80◦ a β = 35◦.

2.
Vložíme do nákresny tři textová pole a propojíme je postupně s proměnnými abc, α
a β. U textového pole pro proměnnou abc nastavíme Podmínky zobrazení objektu
na uloha=1.

3.
Vložíme do nákresny úsečku s pevnou délkou abc. Krajní body označíme jako C1

a C2. U úsečky i obou bodů nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=1 ∧
krok ≥ 1.

4. úhel C2C1B′ o velikosti α
2 (úhel dané velikosti, proti směru hodinových ručiček).

U bodu B’ a úhlu nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=1∧krok ≥ 2.

5. Polopřímka C1B′.
Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=1 ∧ krok ≥ 2.

6. úhel C1C2A′ o velikosti β
2 (úhel dané velikosti, ve směru hodinových ručiček).

U bodu A’ a úhlu nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=1∧krok ≥ 3.

7. Polopřímka C2A′.
Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=1 ∧ krok ≥ 3.

XXII Radomír Paláček, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava
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8. Průsečík polopřímek C1B′ a C2A′. Bodu dáme popisek C.
Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=1 ∧ krok ≥ 4.

9. Osa úsečky C1C. Nastavíme styl na čárkovaně, barvu světle šedou a popisek o1.
Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=1 ∧ krok ≥ 5.

10. Průsečík osy o1 a úsečky C1C2. Bodu dáme popisek A.
Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=1 ∧ krok ≥ 6.

11. Osa úsečky C2C. Nastavíme Styl čar na čárkovaně, barvu světle šedou a popisek
o2. Dále nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=1 ∧ krok ≥ 7.

12. Průsečík osy o2 a úsečky C1C2. Bodu dáme popisek B.
Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=1 ∧ krok ≥ 8.

13. Spojíme body A, B a C (zbarvíme červeně, neprůhlednost 0, tloušt’ka čáry 4).
Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=1 ∧ krok ≥ 9.

Druhá úloha

Sestrojte trojúhelník 4ABC, pokud znáte a− b = 5 cm, α = 80◦ a β = 35◦.

Obrázek 4: Rozbor úlohy provedený v GeoGebře.

Označme γ = 180◦ − α − β. Dále si musíme uvědomit, že 4CKA je rovnoramenný trojúhelník
a tedy

γ + ϕ+ ϕ = 180◦ ⇒ ϕ = 180◦ − γ
2 = 90◦ − γ

2 .

Dále
ω + ϕ = 180◦ ⇒ ω = 180◦ − (90◦ − γ

2 ) = 90◦ + γ

2 .

Rozbor úlohy je naznačen na obrázku 4.

Předtím než se pustíme do druhé úlohy si připomeneme, že proměnné α a β již máme defi-
novány z úlohy předchozí a bude nám tedy postačovat, když zavedeme pouze proměnnou pro
rozdíl stran a − b. Nazveme ji aminusb. Z rozboru úlohy dále plyne, že známe také úhel při
vrcholu C, označovaný jako γ. Tuto hodnotu budeme také definovat ve vstupu.

Radomír Paláček, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava XXIII
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1. Postupně zavedeme čtyři proměnné a nastavíme jejich počáteční hodnoty na
aminusb=5 a γ = 180◦ − α− β.

2. Vložíme do nákresny textové pole a propojíme s proměnnou aminusb.
Nastavíme Podmínky zobrazení objektu na uloha=2.

3.
Vložíme do nákresny úsečku s pevnou délkou aminusb. Jeden krajní bod ozna-
číme jako K a druhý jako B. Popisek bude a-b. U úsečky a obou bodů nastavíme
Podmínky zobrazení objektu: uloha=2 ∧ krok ≥ 1.

4. úhel KBF’ o velikosti β (úhel dané velikosti, ve směru hodinových ručiček).
U bodu F’ a úhlu nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=2∧krok ≥ 2.

5. Polopřímka BF’. Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=2∧ krok ≥ 2.

6. úhel BKG’ o velikosti 90◦+ γ
2 (úhel dané velikosti, proti směru hodinových ručiček).

Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=2 ∧ krok ≥ 3.

7. Polopřímka KG’. Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=2∧ krok ≥ 3.

8. Průsečík polopřímek KB’ a BK’. Bodu dáme popisek A.
Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=2 ∧ krok ≥ 4.

9. úhel BAG′1 o velikosti α (úhel dané velikosti, ve směru hodinových ručiček). Nasta-
víme Podmínky zobrazení objektu: uloha=2 ∧ krok ≥ 5.

10. Polopřímka AG′1. Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=2 ∧ krok ≥ 5.

11. Polopřímka BK. Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=2 ∧ krok ≥ 6.

12. Průsečík polopřímek BK a AG′1. Bodu dáme popisek C.
Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=2 ∧ krok ≥ 7.

13. Spojíme body A, B a C (zbarvíme červeně, neprůhlednost 0, tloušt’ka čáry 4).
Nastavíme Podmínky zobrazení objektu: uloha=2 ∧ krok ≥ 8.

XXIV Radomír Paláček, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava
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Sít’ jehlanu a kuželu v GeoGebře

Jana Volná
Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB-TU Ostrava

Abstrakt: Připravili jsme pro vás dvě úlohy. V první úloze si ukážeme, jak pomocí interního
příkazu GeoGebry vytvořit sít’ jehlanu. Ve druhé úloze se soustředíme na přípravu appletu pro
rozvinutí kuželu a vytvoření jeho sítě.

Pracujeme s GeoGebrou verze 5.0.238.0-3D.

Autorka děkuje za podporu svému pracovišti.
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GeoGebra obsahuje pro tvorbu sítě hranatých těles příkaz
Sit[ <Mnohostěn>, <Číslo> ]
nebo
Sit[ <Mnohostěn>, <Číslo>, <Stěna>, <Hrana>, <Hrana>, ... ]
V prvním příkladě si ukážeme, jak můžeme použít první jednodušší variantu příkazu pro vy-
tvoření sítě rozevírající se do roviny podstavy jehlanu. V druhém příkladě si vytvoříme vlastní
rozevírající se sít’ rotačního kuželu, protože příkaz Sit se nedá použít pro rotační tělesa.

Příklad 5: Sít’ jehlanu

Zadání: Sestrojte sít’ čtyřbokého jehlanu s vrcholy A=(0,0,0), B=(2,-3,0), C=(3,-2,0)
a D=(2,0,2).

Konstrukce

1. Otevřeme GeoGebru, zobrazíme Nákresnu a Grafický náhled 3D.

2. Do vstupního pole zadáme postupně čtyři body A=(0,0,0), B=(2,-3,0),
C=(3,-2,0) a D=(2,0,2).

3.
Sestrojíme jehlan. Klikneme do 3D okna, označíme ikonu Jehlan, a myší po-
stupně vybereme body A, B, C, A, D (první čtveřice začínající a končící stej-
ným bodem A vytvoří podstavu jehlanu, poslední bod D bude vrcholem jehlanu.)

4. V Nákresně vytvoříme posuvník; Název: p, Interval: od 0 do 1, Krok: 0.01. Po
vytvoření posuvníku přepneme na ikonu Ukazovátko.

5.

Vytvoříme sít’ jehlanu b=Sit[a,p], kde a je název jehlanu a p je název posuv-
níku. Ve vlastnostech sítě můžeme nastavit např. barvu, neprůhlednost, tloušt’ku
čáry, zobrazení popisů, . . . Změnou hodnoty posuvníku p (posunem nebo zapnu-
tím animace) můžeme přecházet od sítě zcela rozevřené do roviny podstavy (p=1)
až k síti, která tvoří zadaný jehlan (p=0).

Poznámka 1: Krok 4 lze vynechat. Pokud není posuvník nebo číslo p definované, pak při zadání
b=Sit[a,p] GeoGebra nabídne možnost vytvořit posuvník s názvem p, po jeho vytvoření mů-
žeme ve vlastnostech nastavit požadované rozmezí Intervalu (vždy od 0 do 1 pro parametr
sítě) a Krok.

Poznámka 2: Pokud máme sestrojený jehlan s názvem a, pak můžeme příkazem Sit[a,1]
vytvořit rovnou rozevřenou sít’ jehlanu a. Jehlan se dá také zkonstruovat přímo z příkazového
řádku pomocí příkazu Jehlan[<Bod>,<Bod>,<Bod>,<Bod>,... ] s uvedením souřadnic
vrcholů. Zkombinujeme-li tyto dvě možnosti, dostaneme řešení zadaného příkladu pomocí jedi-
ného příkazu pom=Sit[Jehlan[(0,0,0),(2,-3,0),(3,-2,0),(2,0,2)],1].
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Příklad 6: Sít’ kuželu

Zadání: Sestrojte sít’ rotačního kuželu s osou rotace rovnoběžnou s osou z, se středem pod-
stavy v bodě S=(3,2,0), poloměrem podstavy r=3 a výškou vyska=4.

Řešení:

Řešení úlohy rozdělíme na několik částí. V první části sestrojíme rotační kužel a výsledný plášt’
v rovině podstavy (využijeme znalost středového úhlu kruhové výseče představující plášt’ ku-
želu).

V dalších dvou částech vytvoříme rozevírající se sít’ kuželu v závislosti na hodnotě posuvníku
p, podobně jako pracuje nástroj Sit pro hranatá tělesa. Zvlášt’ budeme konstruovat hraniční
křivky sítě a zvlášt’ plochu sítě.
Následující tabulka ukazuje postup pro první část řešení. V bodech 1-7 sestrojíme zadaný kužel
spolu s posuvníky, které později umožní změnu zadaného kuželu. V bodech 8-11 sestrojíme
výslednou sít’ v rovině podstavy tvořenou podstavou (kruhem) c a pláštěm (kruhovou výsečí)
plast.

Konstrukce

1. Otevřeme GeoGebru, zobrazíme Nákresnu a Grafický náhled 3D.
2. Zadáme bod S=(3,2,0).

3. Vytvoříme posuvník; Název: r, Interval: od 0.1 do 5, Krok: 0.05. Nastavíme
posuvník na hodnotu r=3.
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4. Vytvoříme posuvník; Název: vyska, Interval: od 0.1 do 8, Krok: 0.1. Nastavíme
posuvník na hodnotu vyska=4.

5. Zadáme vrchol kuželu V=S+(0,0,vyska) ve vzdalenosti vyska od středu pod-
stavy S v kladném směru osy z.

6. Zadáme bod A=S+(r,0,0) na hraniční kružnici podstavy ve vzdalenosti r od
středu podstavy S v kladném směru osy x.

7.

Sestrojíme kužel. V nabídce nástrojů 3D nákresny vybereme nástroj Kužel, ozna-
číme nejdříve bod S (střed podstavy), pak bod V (vrchol) a doplníme poloměr r.
Vytvořený kužel se jmenuje a, jeho podstava má označení c a jeho nerozvinutý
plášt’ má označení b.

8. Vytvoříme površku s=Usecka[A,V], jejíž délka bude určovat poloměr kruhové
výseče tvořící rozvinutý plášt’ kuželu.

9. Sestrojíme střed kruhové výseče V’=A+(s,0,0).

10.
Otočením bodu A kolem středu výseče V’ o polovinu středového úhlu α=2πr/s
v kladném a záporném směru získáme krajní body výseče, do vstupu zapíšeme
nejdříve B1=Rotace[A,-πr/s,V’], pak B2=Rotace[A,πr/s,V’].

11.
Sestrojíme kruhovou výseč plast=KruhVysec3Body[B1,A,B2]. Podle potřeby
upravíme vlastnosti sestrojených objektů (barvy, neprůhlednost, tloušt’ka čáry).
Kruhová výseč plast spolu s kružnicí c tvoří rozevřenou sít’ kuželu.

V následující části budeme tvořit hraniční křivky rozevírající se sítě rotačního kuželu (dvě úsečky
a jeden kruhový oblouk). Nejdříve sestrojíme pomocný kužel PomKuzel, který bude vznikat ze
zadaného kuželu zvětšováním poloměru podstavy R při zachování površky s=AV. Na obrázku
si můžeme všimnout, že střed podstavy T pomocného kuželu bude vždy ležet na Thaletově
kružnici nad průměrem AV (výška rotačního kuželu je vždy kolmá k rovině podstavy, proto jsou
úhly ASV a ATV pravé).

Pro naši potřebu použijeme z Thaletovy kružnice jen oblouk mezi body S a V. Na tomto ob-
louku se bude v závislosti na parametru p pohybovat bod T (střed podstavy pomocného kuželu).
Na plášti pomocného kuželu vyznačíme dvě úsečky ohraničující část pláště o stejném obsahu
jako je obsah celého pláště zadaného kuželu (počátečním bodem dvou hraničních úseček je
vrchol V, koncové body leží na podstavné kružnici a vymezují na podstavné kružnici oblouk se
středovým úhlem 2πr/R, tento oblouk tvoří poslední část hranice). Výslednou hranici na po-
mocném kuželu budeme rotovat kolem osy rovnoběžné s osou y procházející bodem A o úhel,
který bude podle hodnoty posuvníku p nabývat hodnoty od úhlu 0 po úhel (π - Uhel[S,A,V]).
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Konstrukce

12. Vytvoříme posuvník; Název: p, Interval: od 0 do 1, Krok: 0.05.

13. Vytvoříme část Thaletovy kružnice nad průměrem AV mezi body S a V, do vstupu
napíšeme Th=KruhObloukUhlu[(A+V)/2,S,V].

14. Sestrojíme bod T=Bod[Th,p] na oblouku Th odpovídající parametru p.

15. Spočítáme poloměr podstavy R pomocného kuželu pomocí vzdálenosti bodů, na-
píšeme R=Vzdalenost[A,T].

16. Sestrojíme pomocný kužel PomKuzel=Kuzel[T,V,R].

17. Nastavíme hodnoty úhlů UhelMin=-πr/R a UhelMax=πr/R.

18.
Sestrojíme vrchol A1=Rotace[A,UhelMin,Primka[T,V]] rozevřené sítě oto-
čením bodu A kolem přímky TV o úhel UhelMin, obdobně sestrojíme bod
A2=Rotace[A,UhelMax,Primka[T,V]] otočením o úhel UhelMax.

19.
Sestrojíme hranici rozevírajícího se pláště tvořenou úsečkou
Hrana1=Usecka[A1,V], úsečkou Hrana2=Usecka[A2,V], a kruhovým
obloukem HranaOblouk=KruhOblouk3Body[A1,A,A2].

20.

Hranici rozevírajícího se pláště otočíme o úhel UhelRot=p*(π-Uhel[S,A,V]),
získáme otočenou úsečku Hrana1’=Rotace[Hrana1, UhelRot, A, OsaY],
úsečku Hrana2’=Rotace[Hrana2, UhelRot, A, OsaY], a kruhový oblouk
HranaOblouk’=Rotace[HranaOblouk, UhelRot, A, OsaY]. Ve vlastnos-
tech nastavíme tloušt’ku a barvu hran. Skryjeme nepotřebné objekty.

V poslední části vyplníme vytvořenou hranici sítě parametricky zadanou plochou.

Nejdříve si připomeneme dvě parametrizace kuželové plochy s daným vrcholovým úhlem 2ϕ.
Pravá kuželová plocha (bude použita v dalším postupu) vznikla z levé pouze změnou ve funkci
f3(u,v), výraz u je nahrazen výrazem (s-u), kde s je délka strany kuželu (velikost površky).

Dále si připomeneme transformační vztahy pro rotaci kolem osy y a kolem rovnoběžky s osou
y procházející bodem (R,0,0) na ose x.
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Transformační vztahy vpravo použijeme pro rotaci parametrizované plochy (pravý obrázek na
předchozí straně). Souřadnice bodu na ploše závisí na parametrech u a v, proto použijeme
místo (x,y,z) výrazy (f1(u,v),f2(u,v),f3(u,v)). Meze pro parametr v omezíme hod-
notami UhelMin a UhelMax. Protože parametrizovaná plocha nemá podstavu ve stejné rovině
jako pomocný kužel PomKuzel z předchozí části postupu, budeme parametrizovanou plochu
rotovat nejenom o úhel UhelRot, ale přidáme ještě úhel Uhel[S,A,T] mezi rovinami podstav
kuželů, tj. budeme rotovat o úhel β=UhelRot+Uhel[S,A,T].

Konstrukce

21. Spočítáme ϕ=Uhel[T,V,A] (odchylka površky s od přímky TV), úhel skryjeme.

22. Zadáme funkce f1(u,v)=u cos(v) sin(ϕ); f2(u,v)=u sin(v) sin(ϕ);
f3(u,v)=(s-u) cos(ϕ), funkce skryjeme.

23. Vytvoříme parametrickou plochu ParamKuzel1 = Plocha[f1(u,v),
f2(u,v),f3(u,v),u,0,s,v,UhelMin,UhelMax].

24. Spočítáme úhel β=UhelRot + Uhel[S,A,T], úhel skryjeme.

25.

Předchozí plochu otočíme o úhel β kolem rovnoběžky s osou y procházející bo-
dem (R,0,0) a posuneme o vektor (x(A)-R,y(A),z(A)), do vstupu zapíšeme
ParamKuzel2 = Plocha[x(A)+(f1(u,v)-R)cos(β)+f3(u,v)sin(β),
y(A)+f2(u,v),z(A)-(f1(u,v)-R)sin(β)+f3(u,v)cos(β),u,0,s,v,
UhelMin,UhelMax]. Ve vlastnostech ParamKuzel2 změníme barvu, neprů-
hlednost, tloušt’ku čáry zmenšíme na 0. Pomocné objekty skryjeme.

26. Ve vlastnostech objektu plast v záložce Pro pokročilé nastavíme podmínku
zobrazení ¬JeDefinovan[PomKuzel].
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Využití GeoGebry ve výuce matematiky a geometrie
3µ 2016

Publikování a sdílení materiálů

Zuzana Morávková
Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB-TU Ostrava

Abstrakt:
Vytvořené materiály lze nahrát na web geogebra.org ve formě pracovních listů a tím je zpřístup-
nit dalším uživatelům, studentům nebo kolegům. Pracovní listy lze sdružovat do knih a připravit
tak soubor úkolů nebo pomůcek k danému tématu. Pracovní listy i knihy mohou mít několik
úrovní přístupu. Web geogebra.org nabízí html kód pro vložení na své vlastní webové stránky,
kde se pomůcka zobrazí. Výhodou publikování materiálů na geogebra.org je možnost spuštění
pracovních listů přímo v prohlížeči a to i pro uživatele, kteří nemají program GeoGebra nainsta-
lován na svém zařízení.

Příspěvek vznikl za podpory projektu IRP 1/2016 Příprava studijních materiálů z matematiky
pro nový studijní obor Aplikované vědy a technologie. Autorka také děkuje za podporu svému
pracovišti.
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Publikování a sdílení materiálů

Úvodní strana webu geogebra.org nabízí prohlížení materiálů uživatelům z celého světa, spuš-
tění programu přímo v okně prohlížeče nebo stažení programu pro různé platformy a operační
systémy.

Obrázek 5: Úvodní strana webu geogebra.org

Registrace a přihlášení

Na webu (obrázek 5) se přihlásíme pomocí konta na uvedených sítích či službách (obrázek 6a)
nebo snadno vytvoříme účet pomocí registrace přímo na geogebra.org (obrázek 6b).

Obrázek 6: a) přihlášení b) registrace

Po přihlášení se v pravém horním rohu stránky objeví naše jméno a menu (obrázek 7).
Kliknutím na jméno se zobrazí stránka s našimi pracovními listy, knihami, oblíbenými pomůckami
nebo materiály, které s námi sdílejí ostatní uživatelé (obrázek 7).
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Obrázek 7: Moje materiály

Vytvořit pracovní list

Pracovní list tvoří GeoGebra soubor, který nahrajeme na web a doplníme informace o věkové
skupině, pro kterou je určen, jazyk, případně lze pomůcku doplnit obrázkem, PDF souborem
apod. Pracovní list je dostupný na internetu a (podle úrovně přístupu, kterou si zvolíte) přístupný
i dalším uživatelům. Pracovní list lze nadále upravovat nebo ho smazat.
Z hlavního menu (obrázek 7) vybereme položku Vytvořit pracovní list. Otevře se stránka (obrá-
zek 8), která nám umožní vložit GeoGebra soubor, doplnit jej informacemi, obrázkem a jinými
prvky.

Obrázek 8: Vytvoření pracovního listu

Zuzana Morávková, Katedra matematiky a deskriptivní geometrie, VŠB - TU Ostrava XXXIII



3µ 2016 Workshop: Využití GeoGebry ve výuce matematiky a geometrie

Vložení textu

Pro úpravy textu lze zapnout menu pro formátování textu. Můžeme vkládat text tučný, sklo-
něný, podtržený, přeškrtnutý, měnit barvu a velikost. Samozřejmostí je možnost text zarovnávat
vlevo, vpravo nebo centrovat, vkládat tabulku nebo vytvořit číslovaný či nečíslovaný seznam.
Lze vložit odkaz, obrázek pomocí url nebo ikony GeoGebry (obrázek 9).

Obrázek 9: Dostupné ikony GeoGebry

Matematické vzorce lze vkládat bud’ jako TEXové sekvence mezi [math] a [/math] nebo

výběrem z menu . Tvorbě matematických vzorců v LATEXu se věnuje například [1].

Vložení GeoGebra appletu

Appletem se rozumí samotný ggb soubor. Můžeme nahrát soubor ze svého počítače nebo vybrat
z již nahraných appletů na geogebra.org.

• hledat applet - vyhledávání mezi nahranými applety, a to jak svými, tak jiných uživatelů

• nahrát applet - nahrání appletu (ggb souboru) ze svého počítače

• vytvořit applet - vytvoření appletu v online verzi GeoGebry
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Vložení souboru s obrázkem, videem nebo pdf

Soubory vložíme pouhým přetažením myší ze svého počítače. U obrázku můžeme změnit jeho
velikost a přidat popis.

Nastavení pracovního listu

Zcela dole na stránce (obrázek 8) lze rozkliknout možnosti nastavení (obrázek 10).

Obrázek 10: Nastavení pracovního listu

Pracovnímu listu lze nastavit jazyk, ve kterém je vytvořen, věkovou skupinu, pro kterou je určen
a klíčová slova pro vyhledávání (povinná položka). Dále nastavíme úroveň přístupu

• veřejný - je volně dostupný na webu geogebra.org (vhodné pro již dokončené listy),

• sdílet odkazem - mohou ho vidět i ostatní, znají-li odkaz (např. mailem pošleme odkaz
kolegovi nebo vložíme odkaz na své stránky),

• soukromý - materiál vidí pouze autor (vhodné pro rozpracované či nedokončené pracovní
listy).

Materiály, které nejsou v přehledu veřejně přístupné, jsou označeny ikonou .
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Vytvořit knihu

Kniha slouží ke sdružování pracovních listů. Vkládat je možné nejen své pracovní listy, ale i
pracovní listy jiných uživatelů. Kniha má titulní stranu, kterou tvoří název, obrázek a popis, dále
přístup, věk uživatele, jazyk a klíčová slov. Pořadí kapitol měníme pouhým přetažením myší,
stejně jako pořadí pracovních listů v kapitolách (obrázek 11).

Obrázek 11: Úprava knihy

Další práce s pracovním listem nebo knihou

Potřebujeme-li pracovní list nebo knihu dále upravovat, smazat, přejmenovat, stáhnout nebo
sdílet, pak v přehledu materiálů postačí kliknout na ikonu . Zobrazí se menu, které nám tyto
činnosti nabídne.

Sdílení

Pracovní listy i knihy můžeme sdílet s dalšími uživateli. Lze sdílet odkaz na sociálních sítích
(obrázek 12) nebo poslat odkaz e-mailem.

Obrázek 12: Sdílení odkazu
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Další možností je zobrazení pomůcky přímo na svých webových stránkách. Lze okopírovat na-
bízený html kód nebo kód pro vložení do MediaWiki nebo Google Site (obrázek 13). V případě
html kódu je pomůcka zobrazen pomocí tagu iframe. Podrobným popisem tohoto tagu se zabývá
například článek [2].

Obrázek 13: Html kód

[1] J. Rybička: Latex pro začátečníky, Konvoj, 2003
[2] D. Janovský: Iframe: vnořený rám, jakpsatweb.cz [online],

dostupné z: http://www.jakpsatweb.cz/iframe.html
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