VSB TECHNICKA
|||| UNIVERZITA
1" osTRAVA

Sbornik z 31. seminare

Moderni matematické metody
v inZzenyrstvi

8.-9. Cervna 2026 e« Hradec nad Moravici


http://vsb.cz/
https://konference3mi.vsb.cz/




Organizatori konference

Jednota ceskych matematikt a fyzikl, pobo¢ny spolek Ostrava
@ https://jemf.vsb.cz/cs/

Katedra matematickych metod v ekonomice, EKF, VSB-TUO
@ https://www.ekf.vsb.cz/katedra-matematickych-metod-v-ekonomii/

Katedra aplikované matematiky, FEI, VSB - TUO
@ https://www.fei.vsb.cz/470/

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, FS, VSB - TUO
@ https://www.fs.vsb.cz/310/

Katedra matematiky, FAST, VSB-TUO
@ https://www.fast.vsb.cz/230/

Programovy a organizacni vybor

prof. RNDr. Jifi Bouchala, Ph.D.

Ing. Pavlina Forstovda Kuranova, Ph.D.
doc. Mgr. Marian Gencev, Ph.D.

Ing. Mgr. Petr Kozel, Ph.D.

prof. RNDr. Radek Kucera, Ph.D.
RNDr. Simona Pulcerovd, Ph.D., MBA
RNDr. Petr Volny, Ph.D.

© Katedra matematickjch metod v ekonomice, EKF, VSB-TUO

ISBN
DOl


https://jcmf.vsb.cz/cs/
https://www.ekf.vsb.cz/katedra-matematickych-metod-v-ekonomii/
https://www.fei.vsb.cz/470/
https://www.fs.vsb.cz/310/
https://www.fast.vsb.cz/230/




Uvodni slovo

Vazené kolegyné, vazeni kolegové,

predstavujeme Vam sbornik 31.ro¢niku seminafe Moderni matematické metody v inZenyrstvi 3u, ktery
se konal ve dnech 8. a 9. ¢ervna 2026 v Hradci nad Moravici. Tento seminar, poradany ve spolupraci
Jednoty ¢eskych matematikii a fyziki a pracovist VSB - Technické univerzity Ostrava, si za vice nez tii
desetileti vybudoval pevné misto mezi odbornymi setkanimi zaméfenymi na aplikovanou matematiku,
jeji didaktiku i mezioborové presahy.

Seminaf dlouhodobé vytvari prostor pro sdileni aktualnich védeckych vysledkt, metodickych pristupt
i zkuSenosti z praxe. Vyznam takového setkani v poslednich letech ddle roste — matematika se stale
vyraznéji uplatnuje v oblasti modelovani, optimalizace, datové analyzy i digitdlnich technologii a zaroven
celi novym vyzvam ve vzdélavani.

Predklddany sbornik obsahuje recenzované prispévky prezentované v hlavnich tematickych okruzich
seminare. Sekce zamérend na matematiku a jeji aplikace prinasi jak teoretické studie, tak konkrétni reSeni
tloh inspirovanych technickou i ekonomickou praxi. Sekce vénovana vyuce matematiky reflektuje aktudlni
problémy i inovace v pedagogickém procesu, véetné vyuziti digitdlnich néstroju a novych pristupt
k podpore studujicich. Prirozenou soucésti letosniho ro¢niku jsou také reflexe promén akademického
prostiedi, véetné nastupu nastroji umélé inteligence.

Vérime, ze zarazené prispévky prispéji nejen k rozsifeni odbornych poznatki, ale také k podnécovani
dalsi spoluprace a diskuse napfi¢ pracovisti i obory. Seminar 3u si dlouhodobé zakldda na oteviené
a kolegialni atmosfére, kterd umoznuje sdileni zkusenosti i vznik novych vyzkumnych podnétu.

Dékujeme vsem autorim prispévki, recenzenttim i ¢lentim programového a organizac¢niho vyboru
za jejich praci pri pripravé tohoto sborniku i celého seminére.

V Ostraveé, ¢erven 2026.
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Navrhovani tras obsluznych vozidel
s vyuzitim sekundarni dekompozice

Petr Kozel ™

VSB - Technicka univerzita Ostrava
17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava-Poruba

Abstrakt Predlozeny prispévek je vénovan Route First-Cluster Second pristupu, resp. jeho
dekompozicni ¢asti, kterd pro tuto sekundarni dekompozici vyuziva matematicky model
z oblasti celo¢iselného linedrniho programovani. Prezentovany pristup byl testovan na
mnoziné benchmarkovych i redlnych tloh z oblasti svozu komunalniho odpadu v konkrétnich
obcich Moravskoslezského kraje.

Kli¢ova slova Trasovaci tlohy, linedrni programovani, route first-cluster second, VRP,
TSP.

1 Uvod

Navrhovani tras vozidel zabezpecujicich obsluhu dopravni sité je frekventovanou tlohou, ktera je
opakované resena v mnoha aplikacich dopravni logistiky. S ohledem na efektivni fungovani konkrét-
niho systému je proto zddouci vyuzivat pro tyto nadvrhy vhodné kvantitativni néstroje pro podporu
rozhodovani, umoznujici optimalizovat vybrané optimalizacni kritérium, naptiklad celkovou délku trasy.
Realizace ndvrhu tras obsluznych vozidel v podminkéch praxe je komplexnim problémem zahrnujicim
celou skalu redlnych omezeni. Mize se jednat o omezeni tykajici se typu dopravni sité, charakteru
dopravniho parku, ¢asu obsluhy zdékazniku a dalsich, viz tfeba [3].

S charakterem dopravniho parku a velikostmi pozadavk jednotlivych zdkaznik je pak bezprostfedné
spojeno rozhodnuti o tom, zda pro obslouzeni téchto pozadavki postaci planovat jednu trasu obsluzného
vozidla, resp. zda je potfeba navrhnout mnozinu tras. Je-li kapacita obsluzného vozidla Q) vétsi nebo
rovna souctu pozadavki b; zdkazniktl j € J, kde J je mnozina zdkazniki, tedy

ij <Q, (1)

jeJ

pak je predmétem névrhu jedna trasa obsluzného vozidla. K navrhu této trasy je pak mozné vyuzit
néktery z mnoziny vhodnych heuristickych ¢i exaktnich pristupti pro vyhledani tzv. minimdiniho
Hamiltonova cyklu. Piehled zdkladnich p¥istupa uvaddi naptiklad [5]. Za predpokladu, Ze je predmétem
navrhu mnozina tras, je opét nutné vybrat néktery z vhodnych pristupu, jejichz kategorizace je
uvedena napiiklad v [1]. Mezi zdkladni dvé kategorie piistupti pak patii Cluster First-Route Second,
resp. Route First-Cluster Second, které se odlisuji poradim, v némz jsou identifikoviny podmnoziny

Korespondenéni autor (petr.kozel@vsb.cz).
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zakazniki, které jsou obsluhovany v ramci jedné diléi trasy. Zatimco v rdmci Cluster First-Route Second
pristupu jsou nejdiive vytvoreny shluky zdkazniki, pro které je nésledné navrhovdna mnozina tras,
resp. okruznich jizd, v rdmci Route First-Cluster Second je priméarné vyhledana jedna celistva trasa, ktera
je teprve sekundarné dekomponovana na jednotlivé okruzni jizdy. Predlozeny prispévek je vénovan Route
First-Cluster Second pristupu, resp. jeho dekompozi¢ni ¢asti, kterd pro tuto sekundarni dekompozici
vyuziva matematicky model z oblasti celoc¢iselného lineadrniho programovani. Tento model ve svém ¢lanku
predstavili Bouzid, Haddadene, Salhi [2]. Prezentovany pfistup byl testovidn na mnoziné benchmarkovych
i redlnych loh z oblasti svozu komunalniho odpadu ve vybranych obcich Moravskoslezského kraje.
Dosazené vysledky jsou predlozeny a shrnuty v sekci 3.

2 Formulace problému

K dispozici je ndhradni dopravni sit, ktera je modelovana tplnym neorientovanym hranové ohodnocenym
grafem G = (V,H,d), kde V = {1,...,n} je mnozina vrcholi, H je mnoZina hran a ohodnocen{ hran
d;; odpovida vzdalenosti mezi vrcholy 7,5 € V. V prvnim vrcholu grafu se nachézi depo, ze kterého
vyjizdi a zpét se navraci obsluzné vozidlo s kapacitou ). Ve vrcholech j = 2,...,n jsou situovani
zakaznici s jednotkovymi pozadavky b;, kde predpoklddame b; < Q). Zaroven je k dispozici posloupnost
vrcholt odpovidajici jedné celistvé trase vyhledané v ramci prvniho kroku Route First-Cluster Second

pristupu. Tato posloupnost, resp. permutace vrcholt m = (o, ..., m,), obsahuje pravé jednou kazdy
vrchol j = 2,...,n a ma délku C(x). Cilem je navrhnout p tras obsluznych vozidel (okruznich jizd)
Ti,....T,, kde

p- [;gb} )

a to tak, aby platilo, ze souCet pozadavkl zdkaznikd zatazenych do jednotlivych tras Ty nepiekroci
kapacitu obsluzného vozidla, tedy

> b <@, k=1,...,p. (3)
JET

K feseni predloZeného problému je mozné vyuzit matematicky model popsany rovnicemi (4)—(11),
ktery je predstaven v éldnku [2] se zapracovdnim kapacitntho omezeni v podobé doln{ hranice K a hornf
hranice L poctu navstivenych vrcholtl, resp. poétu obslouzenych zdkazniki, viz [4].

2.1 Matematicky model

Matematicky model navrzeny ve [2], [4], ktery je mirné upraven pro implementaci ve vypocetnim
prostiedi Xpress-IVE, mé tvar

min Z wj - Y; (4)
j=1

za podminek

D U= (5)

J+K—1
S o< (K-1)-(1-y), j=1,.m, (6)
i=j+1
J+L
Z ley]’ .j:la"'anv (7)

i=j+K
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Zi =Yj, ]: yeeey (8)
Zn+j :yj’ j: 1,...,L, (9)
2; € {0,1}, j=1,... n+L, (10)
y; € {0,1}, j=1,....n. (11)

Uéelova funkce § = Z;;l wj - y; predstavuje celkovou délku dodatecné vlozenych useki, které
umoznuji rozdélit vychozi celistvou trasu na p okruznich jizd. Konstanta w; je ddna vztahem

d.71—|—d1,. —d.7 ) j:l,...,n—l,
w; = 5 Tj+1 T35 T+1 . (12)
0, j=mn,

a vyjadfuje penalizaci, o kterou vzroste délka celistvé trasy C(m) vyhledané v prvnim kroku Route
First-Cluster Second pfistupu. Rozhodovaci proménné y; € {0, 1} modeluji rozhodnuti o (ne)preruseni
vychozi trasy ve vrcholu j. S ohledem na moznost vytvaret podmnoziny tras i ,,pfes“ hranice pocatec¢niho
a koncového vrcholu jsou vypocteny penalizace i pro tyto vrcholy. Napft. vypocet penalizace ws, ktera
bude pripoctena k délce vychozi trasy po jejim preruseni ve vrcholu ms, je schematicky zachycena
na Obr. 1.

(a) Vychozi trasa (b) Preruseni trasy ve vrcholu g

Obrazek 1 Schematické zachyceni vypoctu penalizace

Podminka (5) zabezpecuje, ze vychozi trasa bude rozdélena préavé p-krat. Podminky (6) a (7) déle
zajistuji, ze pocet navstivenych vrcholti mezi dvéma po sobé nasledujicimi prerusenimi trasy musi byt
v intervalu [K, L]. P¥i volbé horni a doln{ hranice tohoto intervalu je nutné, aby platilo

p-K<n<p-L, K,LeN, K2>2. (13)

Podminky (8) a (9) definuji vazbu mezi rozhodovacimi a pomocnymi proménnymi y; a z;. Pomocné
proménné z; umoznuji linearizaci cyklickych omezeni. Koneéné podminky (10) a (11) jsou obligatornimi
podminkami a vymezuji defini¢ni obor proménnych.

2.2 llustracni aloha

Predpoklddejme, ze mame k dispozici ndhradni dopravni sit (model redlné dopravni sité), ktera je repre-
zentovana Uplnym hranové ohodnocenym grafem G = (V, H,d), kde V = {1, ..., 9} predstavuje mnozinu
vrcholti, H predstavuje mnozinu hran dplného grafu a ohodnoceni hran d;; odpovidé vzdélenostem mezi
vrcholy v redlné dopravni siti. Predpoklddejme, Ze je déle k dispozici permutace vrcholt © = (7, ..., m9)
odpovidajici minimdlnimu Hamiltonovu cyklu s délkou C(w) = 32, ktery byl vyhleddn s vyuzitim
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exaktniho pristupu v rdmci prvniho kroku Route First-Cluster Second pfistupu. Graficka reprezentace
této permutace je v diagramu na Obr. 2, kde ohodnoceni hran odpovida vzdalenostem v relacich
minimalniho Hamiltonova cyklu. Kone¢né také predpokldadejme, Ze v prvnim vrcholu grafu je k dispozici
obsluzné vozidlo s kapacitou Q = 3 a Ze ve vrcholech j = 2,...,9 jsou situovani zdkaznici s jednotkovymi
pozadavky. Cilem je s vyuZitim matematického modelu (4)—(11) dekomponovat vychozi vyhledanou
trasu odpovidajici vyse uvedené permutaci vrcholu do p diléich tras (okruznich jizd) tak, aby celkova
délka dodate¢né vlozenych tseku byla minimalni.

8 ”
- ®
L

/

3 | 5 2
® | ®
A /

5 3

/
: \®/ 2

Obrazek 2 Vychozi permutace vrchola

V prvnim kroku feseni je nutné rozhodnout o poctu tras p a o vhodném nastaveni hodnot dolni
hranice K a horni hranice L, které vymezujici minimalni a maximalni po¢ty navstivenych vrchola
v rdmci jednotlivych dil¢ich tras. Pocet tras lze stanovit na zdkladé vztahu (2) a pro tuto ilustraéni
ulohu tedy plati p = [%], tj. p = 3. Z vyse uvedeného plyne, ze pro obslouzeni zakaznika je nutné
realizovat minimélné t¥i obsluzné trasy a je zfejmé, ze s ohledem na celkovy pocet pozadavki zédkaznikt
nebude néktera z obsluznych tras zcela vytizena. Je-li tato tloha feSena v redlnych podminkéach, je
zde urcity prostor pro vymezeni oduvodnitelné volnosti dle povahy feSseného problému. Budeme-li
predpokladat, ze kapacita obsluzného vozidla (Q = 3 je neprekrocitelna, muzeme nastavit horni hranici
na L = 3 a dolni hranici ponechat na minimalni hodnoté K = 2. Je-li to z praktického hlediska mozné,
napriklad v oblasti svozu komundlniho odpadu, kdy je sesbirany odpad prubézné stlacovan, mtzeme
dolni hranici nastavit na K = 3 a horni hranici tmérnym zpisobem navysit, napt. na L = 4. Konecné
muzeme od kapacity obsluzného vozidla vhodnym a obhajitelnym zptsobem odvodit akceptovatelnou
dolni a horni mez. V nasem pripadé to mohou byt hodnoty K = 2 a L = 4. Ve vSech pripadech musi
byt zabezpefeno splnéni podminky (13). Dosazend feseni realizovand v rdmci této ilustracni dlohy jsou
shrnuta v Tab. 1 a graficky reprezentovana v diagramech na Obr. 3.

Tabulka 1 Parametry a shrnuti dosazenych vysledki ilustrac¢ni tlohy

varianta K L C(m)+6
I 2 3 32+ 30

II 3 4 32+ 30
11T 2 4 32418

V Tab. 1 jsou uvedena dosazend feSeni pro varianty I, IT a 11, které se 1is{ nastavenim intervali [K, L].
V tabulce jsou déle shrnuty hodnoty ucelovych funkci, odpovidajici minimalnim celkovym délkam
dopliikovych dseki d, které musi byt v disledku tvorby dil¢ich tras pripo¢teny k ohodnoceni minimélniho
Hamiltonova cyklu C'(7). DosaZend feseni v jednotlivych variantéch jsou graficky vyznacena v diagramech
na Obr. 3. Jednotlivé dil¢i trasy jsou od sebe barevné odliSeny. Ohodnoceni hran opét odpovida
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a) Varianty I a II (b) Varianta IIT

Obrazek 3 Graficka reprezentace dosazenych feseni ilustracni ilohy

vzdalenostem v relacich minimalniho Hamiltonova cyklu. Hrany vyznacené teckovanou carou odpovidaji
hrandm, které byly z vychoziho minimélniho Hamiltonova cyklu vyrazeny. Posloupnosti vrcholi
v jednotlivych dil¢ich trasdch jsou pak uvedeny v Tab. 2.

Tabulka 2 Posloupnosti vrcholt v diléich trasdch

varianta trasa Th trasa To trasa T3
I, 11 1—>m3 —>my —7m5 —1 1—>mg —>m7 —7mg—1 1l—>m9—>1—m—1
11T 1—>m—n3—m4—1 175 >m6 —>77 78— 1 1—>m9—1

Jak je vidét v Tab. 1 a Tab. 2, feSeni odpovidajici variantdm I a II jsou shodna. Vzhledem ke
skuteCnosti, ze matematicky model (4)—(11) umoziiuje pii tvorbé dil¢ich tras pfechod pies hranici
pocatecniho vrcholu, muze se stat, ze i tento vrchol je zapocten jako navstiveny vrchol. Situaci je mozné
vidét u obou tretich tras T3. U varianty I a II kon¢i druha trasa T ve vrcholu g, po jehoz obslouzeni
se vozidlo navraci do depa ve vrcholu 1. Z depa pak vozidlo opét najizdi k obslouzeni vrcholu g
a pokracuje v cesté. Dalsim navstivenym vrcholem trasy T3 je vrchol 1, po kterém nésleduje vrchol .
Teprve po jeho obslouzeni se obsluzné vozidlo navraci zpatky do depa ve vrcholu 1. Treti trasa, ¢itajici
tfi navstivené vrcholy, je tedy uzaviena pres hranici poc¢atecniho vrcholu. Striktné vzato, toto zapocteni
pocatecniho vrcholu redlné snizi pocet obslouzenych zakaznikd o jednoho, nicméné z hlediska realného
pouziti je tato skutecnost naprosto zanedbatelna. Zcela obdobné situace nastala i u varianty III, kde se
po obslouzeni posledniho vrcholu druhé trasy To obsluzné vozidlo opét navraci do depa ve vrcholu 1, ze
kterého nasledné najizdi zpatky na trasu, aby obslouzilo zbyvajici doposud nenavstivené vrcholy mg
a vrchol 1. Teprve pak se obsluzné vozidlo zpatky ,navraci“ do depa. Vrchol 1 zde figuruje jak v roli
depa, tak v roli vrcholu, ktery je nutné navstivit.

3 Numerické experimenty

Prezentovany piistup vyuzivajici sekundérni dekompozici s vyuzitim matematického modelu (4)—(11)
byl otestovan na mnoziné 11 benchmarkovych tdloh (B1-B11) pro feSeni tlohy obchodniho cestujiciho,
viz [6], a na mnoziné 4 redlnych tloh (R1-R4) z oblasti svozu komundlniho odpadu v konkrétnich obcich
Moravskoslezského kraje. Prvni krok Route First-Cluster Second piistupu byl pro kazdou z téchto
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iloh vyfeSen s vyuzitim heuristické metody, na zdkladé které byla ziskana vychozi permutace vrcholi
7w = (ma,...,m,). Dile byl pro kazdou z tloh zvolen parametr @) tykajici se kapacity obsluzného vozidla
a dopocten uvazovany pocet obsluznych tras p. Dolni a horni hranice po¢tu navstivenych vrchola byly
odvozeny z kapacity obsluzného vozidla @, kterd byla sniZena a zvysena o 10 %, tedy
K=09-Q,
L=11-Q.
Parametry iloh B1-B11 jsou shrnuty v Tab. 3, parametry tloh R1-R4 jsou pak shrnuty v Tab. 4.
V obou téchto tabulkéich jsou rovnéz uvedeny dosazené vysledky feseni. Pro kazdou tlohu je k dispozici

Tabulka 3 Parametry dosazenych vysledkti numerickych experimentt tdloh B1-B11

tloha n Q

B1 101 20
B2 198 40
B3 264 40
B4 318 70
B5 417 70
B6 442 80
B7 575 90
B8 724 130
B9 1291 140
B10 1400 150
B11 5915 600

K L cas pocty vrcholi v dil¢ich trasidch

18 22 01 19/22/22/18/20

36 44 0,1 36/40/37/44/41

36 44 0,1 36/36,/36/39/36/38/43

63 77 0,1 63/63,/65/63,/64

63 77 05 63/64/72/77/77/64

72 8 0,1 72/72/80/72/74/72

99 0,3 84/81/85/81/81/82/81

117 143 0,3 117/117/117/131/125/117

126 154 0,9 126/126/126/129/126/126/127/134/132/139
135 165 6  151/136/142/138/136/135,/140/143/135/144
540 660 600 540/544/567/542/647/660/660,553/660,/542

,_.,_.H
SESoNoo oo
0
=

informace o poctech vrcholti, resp. o poctech obslouzenych zakaznika prirazenych do jednotlivych dil¢ich
tras, a hodnota vypocetniho ¢asu v sekundach. Vsechny numerické experimenty byly feseny s vyuzitim
optimaliza¢niho softwaru FICO Xpress 9.7 (64bitovd verze, vydani 2025). Vypocty byly realizoviny na
poditaéi vybaveném procesorem Intel Core i5-10210U (1,60-2,11 GHz) a 8 GB RAM.

Tabulka4 Parametry dosazenych vysledki numerickych experimentt tloh R1-R4

tloha n Q K L ¢as  pocty vrcholu v dil¢ich trasich

R1 263 140 126 154 0,2 137/126
R2 428 150 135 165 0,4 137/143/148
R3 458 160 144 176 04 164/149/145

W wN |3

R4 1114 160 144 176 2,6 144/157/162/152/156/170/173

Jak je z Tab. 3 zfejmé, pro tlohy menstho rozsahu (B1-B10) je hodnota vypocetniho ¢asu zanedba-
telna a pohybuje se pod hranici jedné sekundy nebo v faddu jednotek sekund. Nejvétsi tilohou, ktera
byla v ramci vypocetnich experimentt fesena, je tiloha B11 ¢itajici 5915 vrchold. Prestoze nalezeni
feSeni této ulohy trvalo 600s, v ramci strategického rozhodovani lze tento vypocetni ¢as povazovat
za akceptovatelny. V Tab. 4 jsou uvedeny vysledky numerickych experimentt, které byly realizovany
v podminkéch svozu komunalniho odpadu v konkrétnich obcich Moravskoslezského kraje. Ulohy R1-R4
odpovidaji ¢tyfem mensim podhorskym obcim, ve kterych je svoz komunalniho odpadu realizovan ob-
sluznymi vozidly s kapacitou 16-20 m3. Pii zohlednéni skutecnosti, Ze objem jedné niddoby é&ini 0,12 m?,
Ize kapacity obsluznych vozidel @), prepocitat na pocty nadob, které je vozidlo schopno pojmout.

4 Zavér
Predlozeny piispévek byl vénovan navrhu obsluznych tras vozidel s vyuzitim sekundarni dekompozice.

K této sekundarni dekompozici tvorici druhou ¢ast Route First-Cluster Second ptistupu byl vyuzit mate-
maticky model z oblasti celo¢iselného linedrniho programovéni, ktery byl predstaven v [2]. Prezentovany
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pristup byl ilustrovan jak na mnoziné benchmarkovych, tak na mnoziné realnych tloh z oblasti svozu
komunélniho odpadu ve vybranych obcich Moravskoslezského kraje. Cilem piedlozeného ptispévku bylo
ovéfit pouzitelnost matematického modelu predstaveného v [2] v praxi. Zavérem lze konstatovat, Ze pti
prijeti vychozich predpokladu i odpovidajicich zjednoduseni, ktera jsou podrobné ve vyse uvedeném
textu popsana, lze predlozeny pristup vyuzit v praxi.

Reference

1]

2]

[3]

BODIN, Lawrence D., GOLDEN, Bruce L., ASSAD, Arjang A., BALL, Michael O. Routing and
scheduling of vehicles and crews: The state of the art. Computers & Operations Research. 1983,
vol. 10, no. 2, s. 63-211. Special issue.

BOUZID, Mouaouia Cherif, HADDADENE, Hacene Ait, SALHI, Said. Splitting a Giant Tour

using Integer Linear Programming. FElectronic Notes in Discrete Mathematics. 2015, vol. 47,
s. 245-252. The 3rd International Conference on Variable Neighborhood Search (VNS’14).

JANACEK, Jaroslav. Optimalizace na dopravnich sitich. Zilina: Zilinska univerzita v Ziling, 2006.
ISBN 80-8070-586-0.
KARA, Imdat, BEKTAS, Tolga. Integer linear programming formulations of multiple salesman

problems and its variations. Furopean Journal of Operational Research. 2006, vol. 174, s. 1449—
1458.

LAPORTE, Gilbert. The traveling salesman problem: An overview of exact and approximate
algorithms. Furopean Journal of Operational Research. 1992, vol. 59, no. 2, s. 231-247.

REINELT, G. TSPLIBY5 [online] [cit. 2026-05-28]. Dostupné z: https://comopt.ifi.uni-
heidelberg.de/software/TSPLIB95/index.html.

17


https://konference3mi.vsb.cz/
https://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/index.html
https://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95/index.html




MODERN{ MATEMATICKE METODY V INZENYRSTV{ 2026

Klasifikace struktur molekulovych klastru
pomoci permutacné invariantnich metrik

Ales Vitek ™
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Abstrakt Prace se zabyva porovnavanim a klasifikaci atomarnich konfiguraci molekularnich
klastra. Jsou analyzovany dvé jednoduché a vypocetné efektivni reprezentace struktur:
(i) sefazené meziatomové vzdalenosti a (ii) spektra vlastnich ¢isel matice vzdélenosti. Metody
byly testovany na 2304 konfiguracich klastru (H20)12 ziskanych z parallel tempering Monte
Carlo simulaci v kanonickém souboru pti dvanacti teplotach. Pro kvantifikaci podobnosti
byla pouZita zobecnénd L'® norma, kterd potladuje malé numerické odchylky a zvyraziiuje
vyznamné strukturalni rozdily. Obé metody vedou v Sirokém intervalu prahové hodnoty ke
shodné klasifikaci struktur do izomerickych skupin. Vysledky zaroven ukazuji, ze klasifikace
je robustni i pfi vyuziti pouze poloh kyslikovych atomu. Navrzené ptistupy tak predstavuji
prakticky nastroj pro analyzu rozsdhlych simulac¢nich dat.

Klicova slova Vodni klastry, klasifikace struktur, matice vzdalenosti, permutacni invari-
ance.

1 Uvod

Porovnavani a klasifikace atomarnich konfiguraci predstavuje fundamentalni problém v oblasti pocitacové
chemie a statistické fyziky, zejména pri analyze rozsdhlych dat generovanych metodami typu Monte
Carlo nebo molekulové dynamiky. V pripadé molekularnich klastri, jako jsou naptiklad vodni klastry,
dochézi k exponencidlnimu nartustu poctu stabilnich i metastabilnich izomert s rostouci velikosti
systému. Tyto struktury se casto lisi pouze jemnymi geometrickymi detaily, coz klade vysoké naroky na
diskriminacni schopnost pouzitych reprezentaci.

Formalné lze atomérni konfiguraci chapat jako mnozinu bodd v R3,

X ={ry,ro,...,rn},

kde jednotlivé body odpovidaji pozicim atomi. Libovolna reprezentace ®(X) pouzivand pro porovnavani
struktur by méla spliiovat invariantni vlastnosti vici globalnim izometriim a permutacim identickych
castic:

O(X)=P(RX +t)=D(nX),
kde R je rota¢ni operdtor, t translace a m permutace indexi. Zatimco invariance viéi rotacim a translacim
je relativné snadno dosazitelnd, permutacni invariance predstavuje zdsadni problém. Jak ukazuji nedavné

< .. .
Korespondenéni autor (ales.vitek@vsb.cz).

19


https://konference3mi.vsb.cz/

MODERN{ MATEMATICKE METODY V INZENYRSTV{ 2026

préace [3], mnoho bézné pouzivanych reprezentaci neni tplnych, tj. neplati implikace ®(X;) = ®(X3) =
X7 = Xo az na symetrie. Reprezentace tak mtze byt degenerovana.
Jednim z nejjednodussich pristupt je reprezentace pomoci mnoziny vsech mezimolekularnich
vzdalenosti:
dij:|ri—rj|, 1< g,

kde d;; je vzdélenost i-tého a j-tého atomu. Sefazenim této mnoziny vznika vektor {di,...,d:,}, ktery
je invariantni vici permutacim atomi, kde m = N(N — 1)/2 je pocet meziatomovych vzdélenosti v N-
-Casticovém systému. Tento pristup je vypocetné efektivni a zachycuje globalni geometrickou informaci.
Nicméné jeho zasadnim nedostatkem je ztrdta informace o prifazeni vzdalenosti ke konkrétnim partum
atomt. V duisledku toho mohou existovat neizomorfni konfigurace, které sdileji identickou mnozinu
vzdalenosti, coz vede k degeneraci reprezentace. Tento problém je tzce spjat s nejednoznac¢nosti reseni
distance geometry problem.
Alternativni reprezentaci poskytuje matice vzdalenosti M (X) definovana jako

Mij = |I'Z‘ — I‘j|.

Jeji spektrum vlastnich ¢isel A\ je invariantni vaci ortogonalnim transformacim i permutacim indexu.
Pouziti spektralnich charakteristik tak predstavuje kompaktni deskriptor struktury. Nicméné, analogicky
ke spektralni teorii grafli, spektrum obecné neurcuje matici jednoznacné — existuji tzv. kospektralni
objekty. Dvé rtizné konfigurace tak mohou sdilet identické spektrum matice vzdalenosti, coz opét vede
k degeneraci reprezentace.

Obecnéjsi pristup predstavuji metody zaloZené na konstrukci permutac¢né invariantnich metrik mezi
strukturami, naptiklad ve formé minimalizace pres vSechny permutace:

d(X,Y) =min|X — 7Y].

Takto definovana vzdalenost vede k dobte definované metrice na prostoru konfiguraci, avsak za cenu
vysoké vypocetni slozitosti. Jak ukazuje préace [1], praktické pouziti téchto metod je omezeno predevsim
faktorialnim ristem poctu permutaci.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze volba reprezentace predstavuje kompromis mezi (i) invariantnosti vuci
symetrifm, (ii) tplnosti a (iii) vypocetni efektivitou. Jak zdiraziiuje [2], Zadna jednoduchd reprezentace
typicky nespliiuje vsechny tyto pozadavky soucasné.

V tomto piispévku proto systematicky analyzujeme dvé jednoduché reprezentace: (i) sefazené
mnoziny mezimolekuldrnich vzdalenosti a (ii) spektra vlastnich ¢isel matic vzdélenosti. Jejich vlastnosti
studujeme na konfiguracich klastru (H20)12 generovanych Monte Carlo simulacemi pfi riznych teplotéch.
Abychom eliminovali vliv terméalnich fluktuaci, jsou vSechny konfigurace pred porovnanim podrobeny
lokélni optimalizaci. Zamérujeme se zejména na schopnost metod rozlisovat strukturalni typy, vyskyt
degeneraci a jejich praktickou pouzitelnost pro automatizovanou klasifikaci.

2 Metody a vysledky

Testovani navrzenych metod bylo provedeno na konfiguracich klastru (Hz0)12 ziskanych z klasickych
simulaci metodou parallel tempering Monte Carlo v kanonickém (NVT) souboru. Celkové bylo analy-
zovano 2304 konfiguraci odpovidajicich dvandcti ruznym teplotam (tedy 192 konfiguraci pro kazdou
teplotu), coz zajistuje reprezentativni pokryti konfigura¢niho prostoru véetné struktur odpovidajicich
ruznym energetickym minimam.

Pro vsechny konfigurace byly nejprve vypocteny vzajemné vzdélenosti mezi atomy, které tvori
zéklad obou uvazovanych reprezentaci. Nasledné byly aplikovany dva pfistupy: (i) reprezentace pomoci
sefazeného vektoru vSech mezimolekuldrnich vzdélenost{ a (ii) reprezentace pomoci spektra vlastnich
¢isel matice vzdalenosti. V obou pfipadech byly hodnoty sefazeny vzestupné, ¢imz byla zajisténa
invariance vuci permutacim atomd.
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Klasifikace struktur do skupin izomerii probihala iterativné. Prvni konfigurace byla pouzita jako
referencni reprezentant prvni skupiny. Pro kazdou nésledujici konfiguraci byla vypoctena byla pouzita
zobecnénd L'® norma mezi odpovidajicimi reprezentacemi (tj. mezi sefazenymi vzdalenostmi nebo
vlastnimi ¢isly) a reprezentacemi jiz existujicich skupin. Pokud byla tato odchylka mensi nez zvolend
prahova hodnota, byla konfigurace prirazena do odpovidajici skupiny; v opa¢ném pripadé byla zalozena
nova skupina izomert. Tento postup byl aplikovan postupné na vSechny konfigurace, pricemz kazda
nova struktura byla porovnavana se vSemi jiz existujicimi skupinami. Pro prehlednost lze algoritmus
shrnout nasledovné:

o generovani konfiguraci pomoci parallel tempering Monte Carlo v NVT souboru,

e vypocet vSech mezimolekuldrnich vzdalenosti pro kazdou konfiguraci,

 konstrukce reprezentace (sefazené vzdalenosti nebo spektrum matice vzdélenosti),

e inicializace prvni skupiny izomeru,

o iterativni pfifazovan{ struktur na zakladé prahové hodnoty L'® normy,

e vytvoreni nové skupiny v ptipadé nesplnéni kritéria podobnosti.

Dalsim krokem bylo nastaveni prahu presnosti, kdy jsou struktury jesté stejné a kdy uz odlisné.
Struktury sice byly lokalné optimalizovany, ovSem optimalizace probéhla numericky a nemusela byt zcela
presna. Kdyz se nastavila ptilis vysoké presnost, kazdy strukturni izomer byl vyhodnocen jedinec¢ny,
kdyz se nastavila presnost pfilis nizko, vSechny izomery byly vyhodnoceny jako totozné. Nicméné
existoval Siroky interval presnosti, kdy byly izomery vyhodnoceny identicky. Porovnavané struktury
byly sice lokalné optimalizovany, nicméné nemusely byt vzdy zcela presné ve svych lokalnich minimech,
proto bylo vhodné potlacit malé odchylky ve vzdalenostech a soucasné zvyraznit odchylky velké. Misto
sumy ¢tvercli byla nakonec pouzita L'® norma, tedy suma 16. mocnin odchylek,

2 NPy
e Y4V
iy (N(Nl) > (4 -4) > :

k=1

kde A;; je mira podobnosti struktury i a j, a dg) je k-ta usporadand vzdalenost dvojice atomil v i-té
strukture. Pravé pro 16. mocninu vychéazel nejsirsi interval prahu presnosti, kdy pocet skupin izomertu
byl konstantni, viz Obr. 1, kdy metoda roztfidila 2304 konfiguraci naprosto stejné do 734 skupin tehdy,
pokud bylo zvoleno jakozto kritérium shodnosti izomert v Sirokém intervalu A;; € [0.00004,0.05].
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Obrazek 1 Zavislost vypocteného poctu skupin strukturnich izomerd n na kritériu
presnosti A, ¢ernd kiivka odpovidd metodé srovnavani serazenych mezi-
atomovych vzdalenosti, Cervend krivka odpovida srovnavani sefazenych
vlastnich ¢isel matice vzdalenosti mezi atomy.
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Pro metodu srovnavani vlastnich ¢isel matice vzdalenosti byl pouzit analogicky vzorec

1

1 ; ) 16 16

Aij=<NZ()‘é)—)\;(f)) ) :
k

=1

kde )\,(;) je k-té serazené vlastni ¢islo matice vzdéalenosti struktury 7. Nejen, ze obé metody daly stejné
vysledky, ale dokonce ke stejnym vysledkim dospély oba porovnavaci algoritmy, i kdyz se do zkoumani
zahrnuly pouze polohy kyslikti a polohy vodikid se vibec nebraly v tivahu. Rovnovazné struktury
klastrt molekul vody totiz maji takovou vlastnost, ze k zdkladnimu skeletu kysliki existuje vzdy
mnoho moznych orientaci vodiki a z nich vzniklych vodikovych vazeb. Nicméné jind orientace vodiki
nakonec prispéje k velmi mirné deformaci kyslikového skeletu a srovnavaci algoritmy byly i na zdkladé
téchto drobnych odlisnosti ve strukture kyslikového skeletu rozpoznata roztiidit struktury naprosto
stejné, jako kdyz do algoritmu vstoupily informace o polohdch vSech atomu, kyslikt i vodika. Zaroven
predbézné vysledky na vétsich strukturach, konkrétné na klastru 50 molekul vody ukazuji, ze i zde
existuje siroky interval prahu presnosti, ve kterém oba dva algoritmy davaji zcela shodné vysledky, tedy
z dané mnoziny struktur vycleni stejny pocet skupin izomeru a pocty v jednotlivych skupindch déavaji
rovnéz oba dva algoritmy stejné a to bez ohledu na to, zda do algoritmu vstupuji pouze polohy kyslik,
¢i polohy vsech atom.

3 Zavér

Vysledkem numerickych simulaci atomovych ¢i molekulovych systémt v riznych termodynamickych
podminkéch jsou mimo jiné ohromné pocty souradnic simulovanych systému. K pochopeni strukturnich
a fazovych zmén, vyvolanych napft. riznou teplotou ¢i tlakem, prispéje znalost, které strukturni izomery
maji dominantni vyskyt pfi danych podminkéch. Porovnani konfiguraci piimo ze simulace mozné
neni, protoze v simulaci se vyskytuji vice ¢i méné zdeformované rovnovazné struktury vlivem nenulové
teploty. Po lokalni optimalizaci struktur ale srovnani mozné je. Byly testovany dvé metody, porovnavani
a nasledné tiidéni struktur do t¥id podle sefazenych meziatomovych vzdalenosti a podle sefazenych
vlastnich ¢isel matice vzdélenosti. Obé metody dévaly pro siroky interval prahu presnosti naprosto
shodné vysledky a lze tedy obé metody povazovat za prakticky pouzitelné.
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Vyuka pravdépodobnosti
s ohledem na inzenyrské aplikace

Jan Jekl™ Jifi Jansky

Univerzita obrany
Kounicova 65, 662 10 Brno

Abstrakt Prace pedagoga nespociva jenom v samotném predani znalosti studenttim. Dulezi-
tou slozkou tohoto procesu je motivovat studenty k tomu, aby chtéli znalosti ziskat. V tomto
textu se vénujeme vyuce pravdépodobnosti na Univerzité obrany. PfindSime motivacni
ulohy, které mohou studenttim predstavit praktické vyuziti pravdépodobnosti pti analyze
spolehlivosti letovych systémt. Doufame, ze tyto priklady mohou slouzit jako motivace
studentu i na dalsich technickych vysokych skolach.

Klicova slova Pravdépodobnost, vyuka, podminéna pravdépodobnost, Weibullovo rozdé-
leni.

1 Uvod

Na Fakulté vojenskych technologii Univerzity obrany se studenti setkdvaji s uc¢ivem pravdépodobnosti
primarné ve trech predmeétech. Jednd se o predméty:

o Matematika 3, kterou maji dle aktualni akreditace povinnou studenti vojenskych magisterskych
programu Vojenskd geografie a meteorologie, Vojenské technologie — elektrotechnické a Vojenské
technologie — strojni,

o Matematika 4, kterou maji dle aktualni akreditace povinnou studenti vojenského magisterského
programu Kybernetickd bezpecnost,

o Matematika C, kterou maji dle aktualni akreditace povinnou civilni studenti bakalarskych
programt Geografie a meteorologie pro obranu a bezpecnost, Letecké a radiotechnické obranné
technologie a Technologie pro obranu a bezpecnost — strojnd.

Studenti uvedenych programu maji povinnost absolvovat jim prislusny predmét, avsak po obsahové
strance se ucivo pravdépodobnosti v jednotlivych predmétech od sebe nelisi. Ve vSech uvedenych
predmétech ucivo pravdépodobnosti tvori jenom ¢ast daného predmétu a jednotlivé predméty se od
sebe vzajemné odlisuji pravé zbytkem uciva.

Ucivo pravdépodobnosti je obsahem latky druhého ro¢niku, kde v prvnim roc¢niku studenti absolvuji
zédkladni kurzem matematické analyzy a linedrni algebry. V predmétech tak lze ocekavat zdkladni
znalost diferencidlniho a integralniho poctu. Znalost tohoto uciva se pak v ucivu pravdépodobnosti
vyuziva. Déle se v pravdépodobnosti bézné vyuziva znalost kombinatoriky, ta je vSak obsahem uciva
prvniho ro¢niku pouze u oboru Kybernetickd bezpecnost.

Korespondenéni autor (jan.jekl2@unob.cz).
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Ve vyuce pravdépodobnosti se setkdvame s nékolika prekdzkami, z nichz nékteré uvadime nize.

1. Slovni zadani — Priklady z pravdépodobnosti nejsou nutné slozité na vypocet, ale vyzaduji analyzu
a pochopeni zadaného problému. Z nasi dlouholeté zkusenosti vime, ze pravé s takovymito priklady
studenti nejvice zapasi.

2. Nedostatecna casova dotace — Vyuce pravdépodobnosti je vénovano jenom 6 devadesatiminutovych
predndasek a 7 az 8 devadesatiminutovych cviceni. S ohledem na mnozstvi naplanovaného uciva
neni na cvi¢enich dostatek casu a je tedy kladen vétsi diraz na domaci pripravu.

3. Prehnané spoléhani se na intuici — Je znamo, ze v prikladech z pravdépodobnosti lidské intuice
casto selhava. Nemusi byt vSak vzdy jednoduché vysvétlit, pro¢ intuice nefunguje a kdy ji pouzit
Ize a kdy nejde.

4. Nedostateéné znalosti diivéjsiho uciva — Ackoliv v uéivu pravdépodobnosti pouzivame jen zakladni
poznatky i s témito ilohami nékdy studenti zapasi. Jednd se jak o kombinatoriku, kterou nékteti
studenti vidéli naposledy na stiedni skole, tak i o integralni a diferencidlni pocet, ktery by méli
studenti znat z prvniho roéniku.

Z téchto a dalsich divodi voli nékteii studenti cestu nejmensiho odporu, tj. zaméii se na zbytek uciva
daného predmétu a ucivo pravdépodobnosti studenti takzvané ignoruji. Abychom se tomuto problému
vyvarovali, tak jsme se pokusili ve vyuce pravdépodobnosti zavést motivacni priklady s ukazkou
praktického vyuziti pouzivanych pojmi. Tyto pifklady jsou studenttim dostupné ve vyuce (pokud
to ¢asové moznosti dovoluji) a ndsledné planujeme tyto a dalsi piiklady zahrnout do pfipravované
elektronického studijniho textu. V nasledujicim textu prindsime dva motivac¢ni ptriklady, které pracuji
s pravdépodobnosti na pozadi analyzy spolehlivosti letovych systémii.

2 Teoreticky zaklad pojmu z pravdépodobnosti
V této Casti ctenari pripomindme zékladni a obecné zndmé poznatky z pravdépodobnosti, které jsme

prevzali primérné z textu [1], [2], [3] a [4]. Jednd se vSak primdrné o struéné shrnuti a pfedpokldddme,
Ze Ctenar je s témito pojmy obeznamen.

Distributivni zakon pro mnozinové operace Necht A, B, C jsou jevy, potom plati

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), (1)
AU(BNC)=(AUB)N(AUQ).

Sjednoceni jevi Necht A, B jsou jevy, potom plati
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB). (2)
Disjunktni jevy Necht jevy A, B jsou jevy splilujici AN B = (. Potom plati

P(AUB) = P(A) + P(B). (3)

Vzajemna nezavislost Rekneme, Ze jevy A, B jsou nezavislé, pokud plati P(A|B) = P(A) nebo
P(B) = 0. Navic vime, ze jevy A, B jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz plati

P(ANB) = P(A) - P(B).
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Vzajemna nezavislost Jevy Ay, ..., Ay jsou vzajemné nezavislé prave tehdy, kdyz libovolnd kombinace
jeva Ag,, ..., Ak, spliiuje

P(Akl n ---ﬂAk”> = P(Akl) P(Ak”)

Sjednoceni vzajemné nezavislych jevii Necht jevy A, B, C jsou vzajemné nezavislé. Potom jsou
také jevy AU B a C vzajemné nezavislé a plati

P((AUB)NC) =P(AUB)- P(C).
Diikaz. Staci ukazat, ze plati vztah

P((AUB)NC) =P(AUB)- P(C).
Pritom diky (2) a ze vzdjemné nezavislosti jevii A, B, C vime, Ze plati

P(AUB)-P(C) = (P(A)+ P(B) — P(ANB)) - P(C)
= P(A)- P(C)+ P(B)- P(C)— P(A)- P(B) - P(O).

Diky distributivnimu zékonu (1) a ze vztahu (2) dostaneme

P((AUB)NC)=P((ANC)u(BNC))
= P(ANC)+ P(BNC)—P(ANCNBNC).

Je ziejmé, 7e ANCNBNC =ANBNC aze vzajemné nezavislosti jevii A, B, C jiz plati
P((AUB)NC) = P(A)- P(C) + P(B) - P(C) — P(A) - P(B) - P(C).
Takto jsme zjistili, Ze
P((AUB)NC) = P(A) - P(C) + P(B) - P(C) — P(A) - P(B) - P(C)
= P(AUB) - P(0). O

Vzorec uplné pravdépodobnosti Jsou-li H; jevy po dvou vzajemné disjunktni a plati-li | J, H; = Q,
potom

P(A) = ZP(Hi) - P(A[H,). (4)

Distribuc¢ni funkce Weibullova rozdéleni Necht X je ndhodna veli¢ina tidici se Weibullovym rozdé-
lenim, potom pro jeji distribuéni funkei F(z) plati

Y
1—e_(5) pro xz > 0,
F(x) =
0 jinak,

kde a a (8 jsou kladné parametry.

3 Operace s jevy, uplna pravdépodobnost
Nejprve se zaméfme na piiklad, ktery byl inspirovan piikladem ve skriptech [7]. Jedn4 se o piiklad,

ktery lze Tesit vice zptisoby. Priklad spada do analyzy kriti¢nosti systému a jeho pochopeni ukazuje
studentim dopady zmén v systému propojeném ruznymi vazbami.
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Priklad 3.1. Letoun md dvé nddrze paliva s cerpadly a dva motory. Z nddrzi se muze palivo cerpat jen
ven, dovnilr proudit nemize kvili zpétnému ventilu. Precerpavdni z nddrzi funguje ve dvou reZimech.

e Pokud cerpadla v nddrzich A, B funguji, tak se jednd o béziny provoz. Pri ném se z nddrie A
palivo cerpd primo do motoru C a palivo z nddrze B se cerpd primo do motoru D. Ventil V
umoznujict volné proudéni paliva mezi nddrzemi a motory je zavreny. Presnéji, funkénost systému
na ném nezdvisi, protoze bud je nefunkéni a tedy zavreny, nebo je funkcni a zavreny.

o V pripadé poruchy cerpadla v nékteré z nadrzi, se ventil V otevre a lze pres néj z nadrze A nebo
B zdsobovat oba motory. Cely systém je schematicky zndzornén na Obrdzku 1.

B I D

Obrazek 1 Blokovy diagram zapojeni nadrzi A, B, motoru C, D a ventilu V.

Poruchy jednotlivijch prvki A, B,C, D,V jsou vzdjemné nezdvislé. Porucha proki A, B se projevi
ztrdatou schopnosti doddvat palivo. Porucha prvku C, D se projevi vypnutim motoru. Porucha ventilu V
se projevi tak, Ze je pordd zavreny. Pravdépodobnost bezporuchovosti je u vsech prvki systému stejnd,
a sice P(A) = P(B) = P(C) = P(D) = P(V) = p. Systém je v pouZitelném stavu, pokud funguji oba
motory.

a) Odvodte vztah pro vypocet pravdépodobnosti pouZitelného stavu systému pomoct zdkladnich tprav
jevi a vykreslete graf této pravdépodobnosti v zdvislosti na p.

b) Diskutujte, jak se pravdépodobnost zmeéni, kdyby byl systém v pouZitelném stavu i pokud by fungoval
pouze jeden z motori.

¢) Odvodte vztah pro vipocet pravdépodobnosti pouZitelného stavu systému pomoct iplné pravdépo-
dobnosti.
Resend.

a) Nejprve rozebereme feSeni pouze pomoci analyzy systému a pomoci zdkladnich dprav jevu.
Uvazujme jevy A, B,C, D,V: dané proky jsou v bezporuchovém stavu a schematicky nakreslime
blokovy diagram pouzitelnosti sytému, viz Obrazek 2.

A B
Vv
A B

Obrazek 2 Blokovy diagram pouzitelnosti sytému reprezentuje 3 alternativni pripady,
kdy je systém v bezporuchovém stavu. 1) Obé ¢erpadla i oba motory
funguji. 2) a 3) Jedno éerpadlo funguje a druhé nefunguje a ziroven
funguje ventil.
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Z Obréazku 2 je patrno, ze pravdépodobnost jevu S, ze bude systém pouzitelny, lze vyjadrit takto

P(S) = P(((AOB) U (((AOE) U(ANB)) mV)) mCmD).
Uvedenou kombinaci jevii mizeme upravit pomoci distributivniho zdkona (1) a dostaneme
P(S):P(((AmB)u(AmEmV)u(ZmBmV))mCmD). (5)

Vztah (5) pritom ziskdme i pomoci analyzy blokového diagramu 2. Staé¢i si uvédomit, Ze tento
diagram je ekvivalentni blokovému diagramu 3. Z tohoto diagramu jiz lze vztah (5) snadno
odvodit.

A B
> A B |4 C D —
A B Vv

Obrazek 3 Blokovy diagram pouzitelnosti sytému upraveny pro snazsi vypocet.

Dle zaddn{ jsou jevy A, B,C, D,V vzajemné nezdvislé. Proto vime, Ze libovolnd kombinace jejich
priniki tvoif vzdjemné nezdvisly systém jevi, tj. plati ze také jevy (AN B), (AN BNYV),
(ANBNYV), C, D jsou vzajemné nezdvislé. Diky vztahu (2) tak ziskdme

P(S)=((ANB)U(ANBNV)U(ANBNV))-P(C)-P(D).

Je ziejmé, Ze jevy A a A jsou vzajemné disjunktni stejné jako jevy B a B. Proto museji byt
i primiky (AN B) a (AN BNV) vzajemné disjunktni, protoze obsahuji dvojici A a A. Ze stejného
diivodu jsou i dvojice (AN B), (ANBNV)a (ANBNV), (ANBNV) obé vzajemné disjunktni.
Proto muzeme pocitat pomoci (3). Mame tedy

P(S)=(P(ANB)+P(ANBNV)+P(ANBNYV))-P(C)-P(D).
Nakonec jiz znovu aplikujeme vzajemnou nezavislost jevi A, B, C, D,V , abychom dostali

P(S) = (P(A) -P(B)+ P(A)-P(B)-P(V)+ P(A)- P(B) - P(V)) - P(C)- P(D)
=@*+p"-1-p+p*-(1-p)-p°
= 3p* — 2p°.

Pravdépodobnost jevu S, Ze je systém v pouZitelném stavu je 3p* — 2p°®. Graf pravdépodob-
nosti P(S) v zavislosti na p je vykreslen na Obrézku 4.

Vidime, ze pro malé p, tj p < 0,2 je pravdépodobnost P(S) pouzitelnosti systému prakticky nulova.
Strmy rust funkee zpusobuje, Ze pro p ~ 0,7 je P(S) ~ 0,38, pro p ~ 0,8 je P(S) =~ 0,57 a az pro
p ~ 0,9 je P(S) =~ 0,79. Dostali jsme, zZe i malé sniZzen{ p mé velky dopad na pravdépodobnost
pouzitelnosti systému P(S). To znamend, Ze snizeni spolehlivosti jednotlivych souc¢astek ma velky
vliv na pouzitelnost systému.
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P(S) o
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1 1 1 1 LA
0 NS
NN

Obrazek 4 Graf pravdépodobnosti P(S) v zdvislosti na p.

b) Uvazujme nyni, jak se vypocéet zméni, pokud by byl systém v pouZitelném stavu, i kdyby byl
funkéni jenom jeden motor.

Analyzou upraveného diagramu na Obrazku 5 zjistime, ze pravdépodobnost jevu S se zméni
nasledujicim zptisobem

P(S) :P<<(AOB)U (((AmB)u(AmB)) ﬂV)) n(CuD)).

Pfitom lze postupovat stejné jako v ¢ésti a), abychom dostali

A B

> A B v |_ >
L

A B \%4

Obrazek 5 Blokovy diagram pouzitelnosti sytému upraveny pro snazsi vypocet.

P(S) = (P(A)-P(B)+ P(A)-P(B)-P(V)+ P(A)- P(B)- P(V)) - P(CUD,).
Daéle opétovnou aplikaci vztahu (2) dostaneme
P(S)= (P(A)- P(B) + P(A)- P(B)- P(V) + P(A)- P(B) - P(V)) x
x (P(C)+ P(D) — P(CN D))
= (* +0*(1—p) +0*AL—p)) - (20 —1?)
=p’-(3-2p)- (2-p).

Graf pravdépodobnosti P(S) v zavislosti na p je vykreslen na Obrézku 6. Tentokrét je graf P(S)
linedrnéjsi a funkce neroste tak strmé jako u grafu 4. Konce grafu 6 jsou navic zplostélé, co
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zpusobuje, Ze pro p ~ 0,7 je P(S) ~ 0,7, pro p = 0,8 je P(S) ~ 0,85 a pro p ~ 0,9 je P(S) =~ 0,97.
Tentokrat naopak vidime, Ze pro p blizké 1 je velikost zmény P(S) mensi nez velikost zmény p.
To znamenad, Ze snizeni spolehlivosti jednotlivych souc¢astek nema tak velky vliv na pouzitelnosti
systému.

P(S)a
T
0,06 e :
0,85
0,71 o /
I .
1 1 1 1 A
0 N D O O
PN PN

Obrazek 6 Graf pravdépodobnosti P(S) v zavislosti na p.

c¢) Opét predpokladdme, Ze je systém v pouzitelném stavu, pokud funguji oba motory C, D zaroven.
Pravdépodobnost jevu S, Ze systém je v pouzitelném stavu, lze vyjadiit pomoci vzorce uplné
pravdépodobnosti (4) takto

P(S) = P(S|V) - P(V) + P(S|V) - P(V)). (6)

Piipometime, ze symbolem P(S|V') zna¢ime funkénost systému za piedpokladu, ze prvek V' je
funkén{ a symbolem P(S|V') zna¢ime funkénost systému za predpokladu, ze prvek V je nefunkéni.

Pomoci diagramu na Obrazku 2 lze pravdépodobnost P(S|V) vyjadiit jako
P(S|V) = P(((AmB) U(ANB)U(ANB)) mCmD),
kde analogicky jako v ¢4sti a) vypocteme
P(S|V) = 2p® — p™.
Piedpokladejme dale, Ze prvek V je porouchany, tj. nastal jev V. Pak je systém pouzitelny jenom

kdyz nadrz A zasobuje motor C' a nadrz B zdsobuje motor D, tj. tehdy, kdyz jsou vSechny prvky
A, B, C, D funkéni. Proto vime, ze plati

P(S[V)=P(ANBNCND)=P(A)-P(B)-P(C)-P(D)=p
Nyn{ mtizeme dosadit P(S|V) a P(S|V) do vztahu (6) a dostaneme stejné jako v ¢dsti a):
P(S)=P(S|V)-P(V)+ P(S|V)-P(V)

=(2p® —p*) - p+p*-(1-p)
=3p* —2p°. O

29


https://konference3mi.vsb.cz/

MODERN{ MATEMATICKE METODY V INZENYRSTV{ 2026

4 Weibullovo rozdéleni

Modelujeme-li dobu do poruchy zarizeni, pak miizeme ocekavat, ze tato doba se fidi exponencidlnim
rozdélenim. Exponencidlni rozdéleni vsak nemé pamét, a proto s nim nedokazeme modelovat napiiklad
ty poruchy, kde k poruse dochdzi tinavou materidlu. V inzenyrskych aplikacich ma tedy vétsi vyznam
takzvané Weibullovo rozdéleni, které je zobecnénim exponenciadlniho rozdéleni.

I nésledujici piiklad byl inspirovan piikladem ve skriptech [7], ktery jsme ndsledné upravili. Piiklad
ukazuje studenttim, jak vyzadovana spolehlivost ovliviiuje dobu uzivani stroje.

Priklad 4.1. V motoru stihacky md byt pouZit senzor, u kterého se poZaduje, aby pravdépodobnost poruchy

senzoru béhem provozu stihacky byla maximdiné 1 %. Predpoklddand doba provozu stihacky je 10000

letovijch hodin. U senzoru predpokldidejte Weibullovo rozdéleni doby do poruchy s parametrem = 1,8.
a) Urcéete minimdlni hodnotu parametru «, aby byl poZadavek na spolehlivost senzoru splnén.

b) Urcete mazximdlni dobu provozu T, za kterou pravdépodobnost poruchy senzoru béhem provozu
nepresdhne 5 %.

¢) Diskutuje, jak se zméni doba T, pokud by byla pravdépodobnost 5 % v bodé b) zménéna.
Resent.
a) Uvazujme ndhodnou veli¢inu X : doba do poruchy senzoru. Dle zaddni vime, ze X se Fidi Weibullo-

vym rozdélenim W (a; 1,8). Nasim cilem je uréit hodnotu parametru «, aby pravdépodobnost, ze
se senzor porouchd béhem prvnich 10000 hodin byla maximalné 1 %, tj. P(X < 10%) < 0,01. Dale

z\B

vime, ze distribuéni funkce F'(z) Weibullova rozdéleni je pro x > 0 dana jako F(x) =1 — e (2)
a z definice distribu¢ni funkce také vime, ze F(x) = P(X < x). MiZeme tedy pocitat
4\ 1,8
FO0Y =1—e () <001

~(#)" 2 0,99

e
1 4\ 1,8

— <2> >1n 0,99
104
«

= < (~1n0,99)3

1 4
a>— 0 1987952
(—1n0,99)

©lu

P(X < 10000) = 0,01

6,249 - e IRy L

l : 1 1

T H T T

10000 : 100000 200000 *
82081

W

Obrazek 7 Graf hustoty pravdépodobnosti f(x) Weibullova rozdéleni s parametry
a=128795,2a 8 = 1,8.

Minimalni hodnota parametru « je tedy zhruba 128 795,2. Tuto hodnotu lze nyni pouzit jako
pozadovanou miniméalni normu pro vyrobce.
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b) Chceme uréit maximalni dobu provozu T', za kterou pravdépodobnost poruchy senzoru béhem
provozu nepresdhne 5%, tj. hleddme takové T, aby platilo P(X < T) < 0,05. Ze znalosti

distribuéni funkce Weibullova rozdéleni opét muzeme pocitat

P(X <T)<0,05

T

F(T) =1— 67(128795,2)1’8 < 0,05

e_( 128?95,2 )LS > 0’95

T 1,8
(—L ) >
(128 795,2> = 1n0,95

T
T < (=
To87o52 = (7 1n0:99)

ol

T < 1287952 (—1n0,95)8 ~ 24732,42.

Pokud bychom pripustili vétsi pravdépodobnost selhdni senzoru a to 5%, pak lze provozovat
stithacku nejvyse 24 732 letovych hodin. Je potfeba uvazit kriticnost sledovaného senzoru podobné
jako v Prikladé 3.1 a analyzovat celkovy dopad této zvySené pravdépodobnost na celkovou

pouzitelnost systému obsahujiciho senzor.

¢) Pokud bychom uvazovali obecnou maximalni pravdépodobnost poruchy senzoru p, kterd nesmi
byt prekrocena, pak maximdlni doba provozu T' se odvodi podobné jako v bodé b) a dostaneme

PX<T)<p

T < 1287952 (— In(1 — p))® .

Tato funkce je vykreslena na Obrazku 8. Vidime, ze hodnota T v zavislosti na p prudce roste

pro p = 0,5 dosahuje 7" hodnot az 10°.

T A

~ 10,5 - 10* o

~ 5,6 -10% -

~ 3,7-10% 4

I I
0 01 02 0,5

Obrazek 8 Maximalni doba provozu T' v zavislosti na pravdépodobnost poruchy p,

ktera nesmi byt prekrocena.

O
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5

Zavér

Studenti s latkou pravdépodobnosti ¢asto zapasi a je tedy nezbytné nalézt cestu, jak studenty motivovat
ke studiu. Jak jiz bylo ukdzano v textech [5] a [6], tak motivaéni piiklady mohou byt jednou z moznych
cest k tomuto cili.
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Od reseni k zadani: inverzni konstrukce
uloh na limity funkci

Pavel Rucki™

VSB - Technicka univerzita Ostrava,
17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava-Poruba

Abstrakt Prispévek se zabyva inverzni konstrukei tloh na limity funkci, konkrétné tloh
vedoucich k pouziti I’'Hospitalova pravidla. Z pozadované hodnoty limity funkce a pocétu
aplikaci tohoto pravidla lze prostfednictvim Taylorova rozvoje elementarnich funkci stanovit
tvar zadané funkce urcéené k reseni. Konstrukce takovych tloh se redukuje na feSeni soustav
linedrnich rovnic obsahujici koeficienty rozvoje, coz umoziuje systematickou tvorbu tloh
z pohledu pedagoga. Uvedeny postup muze slouzit jako inspirace pro zarazeni do vyuky.

Klicova slova Limita funkce, I’Hospitalovo pravidlo, Taylorav rozvoj.

1 Uvod

Limita funkce redlné proménné patii v ivodnich kurzech matematiky na vysokych skolach k narocnéjsim
témattm vyzadujicim po studentech porozumét pojmu limitniho pfechod (,blizeni se“) a umét rozlisit
limitu funkce v daném bodé od prislusné funkéni hodnoty.

V pribéhu vyuky si studenti osvojuji rtizné metody vypoctu limit, mezi néz patii vhodné algebraické
upravy, odhady, pouziti I’'Hospitalova pravidla ¢i vyuziti Taylorova rozvoje elementarnich funkei.

Tento prispévek nebude pojednévat o limitdch ani tak z pohledu studenta (jak limitu vypocitat),
jako spis z pohledu vyucujiciho a bude nabizet jednu z moznosti, jak limitu funkce navrhnout tak, aby
méla pozadované vlastnosti. Podrobnéji se budeme zabyvat limitami, které studenti resi I’'Hospitalovym
pravidlem.

Teoreticky zaklad pro vypocet limit a vlastnosti Taylorovych rozvoju vychézi z klasické literatury,
napf. [2], pficemz v tomto piispévku se zamérime na jejich inverzni aplikaci.

2 Teoretické predpoklady

V tomto prispévku se omezime na vlastni limity funkci ve vlastnim bodé a budeme se soustiedit
predevsim na limity ve tvaru podilu dvou funkci,

lim M (1)

a0 g(x)

Korespondenéni autor (pavel.rucki@vsb.cz).
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Jedna se o typ tloh, ktery se ve vyuce objevuje velmi casto a ktery je typicky fesen pomoci I’'Hospitalova
pravidla, které slouzi jako prostfedek vypoctu limity funkce vyuzivajici derivace. Umoziiuje pocitat
limity vedouc{ na neurcity tvar 0/0, resp. co/oo.

Véta 2.1 ('Hospitalovo pravidlo). Necht xg € R, necht ddle f(x) a g(x) jsou funkce, pro které plati jedna
z mozZnosti

1.

2.

Pak

lim g(z) = +o0.
T—rT0

lim M = li ()
T30 g {L’) T g’(m)7

existuje-li limita na pravé strané.

Pouziti tohoto pravidla vsak neni nahodné. Jeho aplikace souvisi s asymptotickym chovanim funkei
v okoli bodu zg, konkrétné s nulovosti derivaci citatele a jmenovatele v bodé xy do urcitého radu. Pravé
tato skutecnost bude z pohledu konstrukce tiloh klicova.

7 didaktického hlediska tyto tilohy vedou k procviceni a automatizaci derivovani elementarnich
funkci podle zakladnich pravidel, k porozuméni asymptotickému chovani funkci a v neposledni radé
k upevnéni schopnosti pracovat s ekvivalentnimi ipravami vyrazi a volit vhodnou strategii feseni.
Konstrukce tloh by tedy méla tyto aspekty reflektovat.

Na zékladé téchto ivah budeme déle uvazovat takovou strategii tvorby tloh, ktera tyto kompetence
zohlednuje.

1.

34

Predpisy funkci f(z) a g(z) vystupujici v konstruovangch limitach typu (1) vytvafime z ele-
mentarnich funkci, jez volime tak, aby jejich derivace mély srovnatelnou slozitost jako funkce
puvodni. Tim se vyhneme zbytecnému komplikovani vypoctu derivaci vyssich radt. Nepouzivame
arcsin x, arccos z a dalsi cyklometrické funkce. Uvazujeme naopak funkce typu sin z, cosz, ", e®
¢ In(1 + ).

Aby byly pti vypoctu limit implicitné procvicovany zakladni derivaéni postupy, uvazujeme vedle
souctu a rozdilu funkcei také jejich soucin a jednoduché slozené funkce. Typicky jde o soucin linearni
a elementdrni funkce, napt. (Az + B)sinz, ddle o elementarni funkce s linedrné skalovanym
argumentem, napt. e~ *, nebo o jejich kombinace, napf. (Dxz + E)e~*. Volba téchto tvaru je
zémérna. Ulohy, které takto konstruujeme, jsou pFizptisobeny dovednostem, jez maji byt jejich
fesenim rozvijeny. Konstanty A, B,C,... budeme volit jako celd ¢isla.

Pfi konstrukei limity (1) nejprve stanovime jeji pozadovanou hodnotu L a pocet aplikaci 'Hospi-
talova pravidla. Omezime se pfitom na (kone¢né) raciondlni hodnoty, tj. L € Q. Budeme uvaZzovat
takové tlohy, pri jejichz Teseni je tfeba I’'Hospitalovo pravidlo pouzit opakované, typicky dvakrat
az trikrat.

Ukazuje se, ze pri dvojim ¢i trojim pouziti ’'Hospitalova pravidla je vhodné uvazovat minimélné
Ctyti, 1lépe pét konstant A, B, C, D, E, coz zaruci dostate¢nou volnost volby jejich konkrétnich
hodnot, a tedy konkrétniho tvaru konstruované limity. Ve specidlnich pfipadech lze riznymi
volbami téchto konstant ziskat rizné (na prvni pohled odlisné) tlohy se stejnou vyslednou
hodnotou limity.

Konstanty A, B,C, D, E ur¢ime z linearnich rovnic, které ziskame z koeficientt Taylorova rozvoje
funkei f(z) a g(x) tim, ze je polozime rovny 0, resp. L, viz déle. Volnost volby téchto konstant
tzce souvisi se skutecnosti, ze soustava linedrnich rovnic bude mit vzhledem k vyssimu poctu
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neznamych vzdy nekonec¢né mnoho feSeni. Vhodnou volbou parametrii ziskame konkrétni hodnoty
konstant A, B, C, D, E.

7 didaktického pohledu je vhodné klast na tyto konstanty dodatecné pozadavky.
o Konstanty by nemély byt v absolutni hodnoté prilis velké. Budeme pozadovat, aby byly
v rozsahu —10 < A, B,C, D, E < 10.

o Mély by byt nesoudélné, tj. ged(A, B,C, D, E) = 1, abychom se v prvnim kroku vypocétu
limity vyhnuli vytknuti jejich spoleéného délitele.
o Nemély by vést k takovym vyraztim, které by umoznily okamzité kraceni v podilu f(x)/g(zx),

a snizily by tak stanoveny pocet pouziti I’'Hospitalova pravidla.

V nésledujicich ¢astech volime konkrétni predpisy funkei f(z) a g(z) tak, aby hodnoty limit typu (1)
byly celociselné. Poté z nich 1ze snadnym zobecnénim konstruovat limity s raciondlni hodnotou.

3 Limity s celociselnou hodnotou

Cilem této kapitoly je navrhnout efektivni postup konstrukce tloh na limity typu

lim 1)

z—0 ij ’

ke {2,3}, (2)

kde k odpovidd poctu pozadovanych pouziti ’'Hospitalova pravidla. Podrobnéji se budeme zabyvat
funkei f(z) ve tvaru kombinace funkei goniometrickych, déle funkef exponencidlnich a v zavéru kombinaci
funkce logaritmické a kvadratické. Ukazeme také, Ze pro nase tcely je v urcitych situacich vhodnéjsi
zménit limitni prechod na z — 1, tj. konstruovat tlohy na limity typu

f(x)

}gnl [CECE ke {2,3}, (3)
3.1 Limity s goniometrickymi funkcemi
Polozme
f(z) = (Az + B)sinz + (Cx + D) cosz + Ex — D. 4)

Dtivod, pro¢ ¢leny goniometrické funkce nasobime linearnimi c¢leny, je didakticky. Na jedné strané je
student nucen pouzit dvakrat pravidlo pro derivovani souc¢inu

[(Az + B)sinz]' = Asinx + (Az + B) cosz,
[(Cx+ D)cosz] = Ccosz — (Cx + D)sinx,
na druhé strané pti vypoctu druhé derivace zustéava pracnost vypoctu stejnd (opét dva souciny). Pokud

vy

bychom v soucinech volili polynomy vyssiho stupné, kazdy derivovany soucin by pak generoval dva
nové souciny

[(a22? + a12 + ag) sinz)’ = (2a02 + a1) sinx + (azx? + a1z + ag) cos z,
[(b2I2 + blx + bo) COS IZ?]/ = (Zng + bl) COST — (bgﬂ?z + blx + bo) sin Z, (CLQ, bg 7é 0)7
které by student musel zjednodusit vytknutim, pokud by nechtél vypocet neimérné komplikovat.

Linedrni ¢len Ex (pfi volbé E # 0) rozsifuje mnozinu volitelnych konstant A, B,C, D, E, coz
umoznuje vétsi ruznorodost konstruovanych tloh pii zachovani predem stanovené hodnoty limity L.
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7 didaktického hlediska je jeho pritomnost klicova, znemoznuje totiz studentovi aplikovat vétu o limité
souctu a rozdélit vypocet na dvé jednodussi ¢asti typu
Ax + B)sinz + (Cx + D) cosx — D Ex
lim (Az + B) +(Cz+ D) + li

z—0 ,Ik x—0 ij

Vzhledem k tomu, Ze pro F # 0 je druhd limita nevlastni, aritmetika limit neumoznuje tento rozklad
pouzit. To by bylo mozné pouze v piipadé, kdybychom uvazovali vy$sf mocninu (nap¥. Ex?, bude-li ve
jmenovateli 2?2).
Konstanta D v predpisu (4) zajistuje nulovost ¢itatele v bodé x = 0. Tim je zarudeno, Ze limita (2)
vede na neurcity vyraz 0/0, coz je nezbytny predpoklad pro nasledné pouziti I'Hospitalova pravidla.
Uvazujme Taylortv rozvoj funkce f(z) se stfedem v bodé zy = 0, tj.

f(z) = (Az + B)sinxz + (Cx + D) cosz + Ex — D =
3 2

= (Az + B) (:1:—966+O(x3)>+(0x+D) (1—gc2+o(x3)>+E:v—D

—(B+C+E)x+<A§>m2+(BC>x3+0($3) (5)

pro z — 0. Necht L € Z je hodnota limity (2), tj.

i (Az + B)sinz + (Cx + D)cosx + Ex — D

=1L
x—0 {Ek

. ke{2,3). (6)

Aby bylo mozné limitu vypocitat pomoci k-nasobné aplikace 'Hospitalova pravidla, je nutné, aby byly
koeficienty Taylorova rozvoje funkce f () u mocnin x* nulové pro vechna i < k a koeficient u x¥ byl
roven L. Ozna¢me symbolem [z*]f(z) koeficient Taylorova rozvoje funkce f(z) u mocniny z*.

Dvojnasobné pouziti ’Hospitalova pravidla
7 vyse uvedeného plyne, ze
[z]f(z) =0 = B+C+E=0

@ f@) =L = A g _I

Soustava linedrnich rovnic ma nekone¢né mnoho reseni zavislych na volbé tii parametru:

A=t, B=-s—u, C=s, D=-2L+2t, E=u, t,s,u € Z.
Poznamenejme, ze konstanta D bude vzdy sudé ¢islo. Pro ilustraci uvazujme hodnotu limity L = —3.
Konkrétni volbou parametra ¢, s, u dostavame nasledujici tlohy.

1. Polozime-li t =1, s = 2, u = —5, ziskdme konstanty A=1, B=3,C =2, D=8, £ = —5:

(x4 3)sinz + (2x + 8) cosz — br — 8

lim 5

z—0 T

= -3

2. Zvolime-li parametr s = 0 (tedy C = 0), dojde k eliminaci ¢lenu x cos x. Napiiklad pro ¢t = —4
a u = 7 dostavame koeficienty A= -4, B=-7,C=0,D=-2, E=T:

. Tzx+2— (4o +T)sinx — 2cosx
lim 5
z—0 x

= -3.

3. Volba t = —1, s =0, u = 0, kterd generuje konstanty A= -1, B=0,C =0, D=4, E =0, vede
k eliminaci linedrnich ¢leni Cx a Ex i ¢lenu B sin z:

. 4dcosx —xsinx —4
lim = -3.
x—0 x
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Pro fixni hodnotu limity L je pocet tloh, které 1ze timto zptisobem vytvorit, ddn poctem celociselnych
pétic (A, B,C, D, E) vyhovujicich odvozené soustavé. Pokud budeme pozadovat, aby tyto konstanty
splnovaly podminky uvedené na strané 35, tj.

—10<A,B,C,D,E <10 a gcd(A,B,C,D,E) =1, (7)

dostavame pro kazdé L raddové stovky unikatnich zadéani. Specialné pro hodnotu limity L = —3 existuje
presné 2998 vyhovujicich pétic. Tento vysledek potvrzuje, ze navrzena konstrukce poskytuje prakticky
nevycerpatelnou databazi tloh.

Trojnasobné pouziti ’Hospitalova pravidla

Vyuzijeme opét Tayloruv rozvoj (5), nyn{ vSak dostdvame soustavu t¥{ linedrnich rovnic o péti nezndmych:

[z]f(x)=0 = B+C+E=0

@f(z) =0 = A_gzo
@) =L = —%—%:L

Soustava rovnic ma nekonecné mnoho feseni zavislych tentokrit na dvou parametrech:
A=t, B=-6L-3s, C=s, D=2t, E=6L+2s, t,s €.

Aby byla pétice koeficientt nesoudélnd, sta¢i zvolit parametry ¢ a s tak, aby ged(¢, s) = 1. Vzhledem
k vazbam A =t a C' = s je pak nesoudélnost vsech koeficient zarucena. Pozadujme nyni, aby L = 4.
Konkrétni volbou parametru t a s dostavame nasledujici tlohy.

1. Polozime-li t =2 a s = —9, ziskdme konstanty A =2, B=3,C=-9, D=4, E=6:

lim (2x + 3)sinz — (9 — 4) cosz + 6z — 4

=4.
x—0 ;C?’

2. Zvolime-lit =1 a s = —8, dostaneme A =1, B=0,C = -8, D =2, E =38, a ¢len Bsinz tak
v limité nebude obsazen:
rsine — (8¢ —2)cosx +8r —2

lim =4.
x—0 1‘3

3. Volime-li nyni parametry t = 0 a s = —7, které vytvareji konstanty A =0, B = -3, C = -7,
D =0, E = 10, ziskdme tulohu na limitu, jez je nasledkem chybéjicich ¢leni Azxsinz a D cosx
jesté v jednodussim tvaru:

10z — 3sinxz — Txcosz

lim =4.
z—0 1‘3

Ve srovnani s pripadem, kdy jsme pozadovali pouzit I’Hospitalovo pravidlo pouze dvakrat, volime
nyni pouze dva parametry t a s, coZ snizuje pocet pétic A, B, C, D, E spliiujicich podminky (7). Pro
limitu L = 4 ziskdvame 31 iloh. Volime-li L = —3 jako minule, pak dostavame 46 loh.

Vsimnéme si jedné zvlastnosti. Zaménime-li v limité (6) pro k = 3 linedrni ¢len Fz za kvadra-
ticky Ex?, dostaneme prostiednictvim piislusného Taylorova rozvoje soustavu:

B+C=0
Af§+E:O
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—Z ==L

S

¢
2

Prvni a tfeti rovnice tvori soustavu jednoznacné resitelnou: B = 3L, C' = —3L. Konstanty B a C' jsou
tak fixné ddny hodnotou limity L a nelze je nijak ovlivnit volbou parametru fesicich rovnici druhou.
Moznost generovat rozmanité sady koeficientia A, B,C, D, E je v tomto piipadé vyrazné omezend, coz
potvrzuje vhodnost puvodni volby linedrniho ¢lenu Ex.

3.2 Limity s exponencialnimi funkcemi
V této casti definujeme funkci f predpisem
f(z) = (42> + Bz + C) "+ (Dz + E)e * — C — E. (8)

Nyni v soucinech pouzivame jak kvadraticky, tak i linearni ¢len. Dtivodem je skutec¢nost, ze derivace
obou souc¢int obsahuje tutéz exponencialni slozku, kterou lze po zderivovani vytknout a v postupu
efektivné pokracovat:

[(A2® + Bz + C)e®] = (A2? + 2A+ B)z + B+ C) ¢,
[(Dz+ E)e ] = (~Dz+ D — E)e ™.
Exponencialy volime také proto, ze jednoduchou tpravou lze limitu

(Az? + Bt +C)e" + (Dz+ E)e = C—E
- =

li L ke{2,3 9
Tlg%) €T ) € { ) }a ( )
transformovat na tvar obsahujici hyperbolické funkce sinh  a cosh x, coz ukdzeme v dalsi ¢asti. Podobné
jako v predchozi ¢4sti je nulovost funkce f(z) v bodé = 0 zaru¢ena konstantnim élenem —C — E,
I’Hospitalovo pravidlo 1ze tedy pouzit.

Uvazujme Tayloriv rozvoj funkce f(z) se stiedem v bodé z¢ = 0, tj.

f(z) = (A2” + Bz +C) ¢ + (Dz + E)e * —~C—E

2 3 3

2
= (A2 + Bz + C) (1+m+x2+x6+o(x3)>+(D:v+E) (1—x+g—%+o(m3)>—C—E
E B D E\ - ,
:(B+C+D—E)x+(A+B+%—D+§>x2+(A+§+%+5—E)x3+o(xd) (10)

pro x — 0. I nyn{ budeme poZzadovat, aby pro pifsluné koeficienty Taylorova rozvoje platilo [%]f(x) = 0
proi <k a [2*]f(z) = L.

Dvojnasobné pouziti ’Hospitalova pravidla

7 vyse uvedeného plyne, ze

[2]f(z) =0 = B+C+D-E=0
W@ =L = A+B+S-DyP-L

Soustava rovnic ma nekoneéné mnoho reseni zavislych na volbé tii parametri ¢, s,u € Z:
A=t, B=2L—-2t+3s—2u, C=-2L+2t—4s+3u, D=s, E=u. (11)
Zvolme hodnotu limity L = —7. V tomto piipadé existuje 1514 pétic A, B, C, D, E splnujicich pod-

minky (7). Pro ilustraci uvddime tfi rizné typy uloh.
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1. Prot=-9, s = 3, u = 6, ziskdme konstanty A = -9, B=1,C =2, D =3, E =6:

i (—922 +2+2)e*+ (3x +6)e -8

=—7.
x—0 1‘2

2. Prot =0 je A= 0. Kvadraticky mnohoclen se redukuje na linearni. Volime-li ddle s =5 a u = 0,
dostavame konstanty B=1,C = -6, D=5, E=0:

(x—6)e” +5xe ™ +6
S =

lim —T7.
x—0 X

3. Pro s=u=0je D= FE = 0. Tato volba zcela eliminuje cely exponencidlni ¢len e~*. Volime-li
napt. t = —5, dostdvame konstanty A = —5, B = —4, C' = 4:

(4 — 4z — 5z?)e” — 4

. =7

lim
z—0 T

Trojnasobné pouziti ’Hospitalova pravidla

Vyuzitim Taylorova rozvoje (10) dostdvame soustavu t{ linedrnich rovnic o péti nezndmgych:

[z] f(z) =0 = B+C+D—-E=0
[2%]f(z) =0 =3 A+B+%—D+§:O
L@ =1 = A+2+S42 g

2 6 2 6

Soustava rovnic ma nekonecné mnoho feseni zavislych na dvou parametrech:
A=3L—-4t+2s, B=-6L+11t—6s, C=6L—-12t+7s, D=t, FE=s, t,s € Z.
Polozme nyni L = 2. Konkrétni volbou parametrii ¢ a s dostavame nasledujici tlohy.

1. Prot = —1 a s = —3 ziskdme konstanty A=4, B=-5,C=3,D=—-1, E=-3:

lim (42% — 5z +3)e” — (x +3) e _o
x—0 1‘3
2. Prot =2as =1 dostaneme A =0, B=4,C = -5, D =2, E = 1, a kvadraticky ¢len 2
u exponencidly e” tak v limité nebude:

lim (dr—5)e*+(2x+1)e " +4 _
x—0 1,‘3

2.

3. Prot =0 a s = —1 obdrzime konstanty A =4, B= -6, C =5, D =0, E = —1. Tato volba
redukuje linedrni ¢len u exponencidly e™* na konstantu:

y (42% — 6z +5)e” — e — 4
im

x—0 3

=2

Pro limitu L = 2 existuje celkem 20 pétic A, B, C, D, E spliujicich podminky (7).
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3.3 Limity s hyperbolickymi funkcemi

Limity s exponencialnimi funkcemi z predchozi ¢asti lze snadno transformovat na tvar, v némz se
vyskytuji hyperbolické funkce sinh x a cosh x. Protoze plati

coshz +sinhx = e® a coshxz —sinhzx = e™7,
muzeme limitu (9) upravit na tvar

(Uy2? + Viz + W) sinh @ + (Usz? + Vox + Wa) cosh z — W

lim y . kef23), (12
kde
U1 = 147 U2 = 147
Vi =B- D, Vo =B+ D, (13)
W,=C—E, Wy =C +E.

Pro ndzornost vezméme nékteré z predchozich limit a transformujme je na tvar (12).

1. V limite
(=922 + 2 +2)e* + (Bx+6)e -8
lim
z—0 2
volime A = -9, B=1,C =2, D =3, E = 6. Transformacnimi vztahy (13) ziskdme limitu

=—7

. (—92% — 22 — 4)sinhz 4+ (—92% + 42 + 8) coshz — 8 -
50 22 -

2. Analogicky muzeme limitu

lim (4x — 5)e” +(23x+1)e_“3+4 5
z—0 X
transformovat na tvar
. (22 —6)sinhz + (62 —4) coshz + 4
lim =
x—0 :E?’

2.

Muzeme si vS§imnout, ze v posledni limité jsou vSechny konstanty sudé, a tudiz lze pred limitu vytknout
¢islo 2. Tato skutecnost nastéava vzdy, kdyz konstanta A (tzn. také Uy a Us) je sudd, nezdvisle na tom,
zda pouzivame 1'Hospitalovo pravidlo dvakrat nebo tfikrat. Uvazujme pro jednoduchost jen ptipad
dvojiho pouziti I'Hospitalova pravidla. Vyjadiime-li totiz hodnoty vSech Sesti konstant U;, V;, W; pomoci
parametri ¢, s, u nachdzejicich se v feSeni pfislusné soustavy linedrnich rovnic (11), je patrné, ze vSechny
konstanty budou sudé, bude-li ¢ sudé:

Ulzta U2:ta
Vi =2L -2t + 2s — 2u, Vo =2L — 2t + 4s — 2u,
Wi = —-2L+ 2t — 4s + 2u, Wo = —2L + 2t — 4s + 4u, t,s,u € 7.

Tomu se muzeme vyhnout, bude-li ¢ liché, nebo alespon jeden z parmateru s, u bude ve tvaru souctu
celého &isla a 3, tj.

1 1
s,uEZ—Fi ::{n+2; nGZ}.

Pak lze snadno ukazat, ze alespon jedna z Sesti konstant U;, V;, W; bude licha. Volme napt. L = 2,
t=2,s=1,u= % Dostavame tak limitu

, (222 —x — 1)sinhz + (222 + 4 2) coshz —2
:1:112) 1’2 o

2.

V pripadé trojitho pouziti I’'Hospitalova pravidla lze postupovat analogicky.
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3.4 Limity s logaritmickymi funkcemi

Ve vsech predchozich ¢astech jsme se pri vytvareni dloh opirali o Tayloruv rozvoj souc¢inu polynomu
a funkce goniometrické, resp. exponencialni, se sttedem v bodé g = 0. Pokud bychom misto nich
pouzili v soudinu funkci logaritmickou In(1 + z), ziskali bychom pii derivovdni zlomky, které by mély
pri dal$im derivovani vyrazné komplikovanéjsi strukturu.

Ax?> + B
[(A2? + Bz + C)In(1+2)]" = (242 + B)In(1 + z) + %M
x
2Ar+B Az’ +2Ax+B-C
A+ B In(1 " —2AIn(1 d.
[(A2® + Bz + C)In(1 + )] n(l+z)+ vz T i+2) apo

Tento pristup neni didakticky zadouci, protoze pti upravé limity hrozi totiz velké riziko chyb pti vypoctu
derivaci a jejich dalsich tprav.

Tuto nesnaz lze jednoduse eliminovat transformaci limitniho prechodu pro x — 1. V souc¢inech se tak
objevi funkce In z, jejiz derivace % podstatné zjednodusuje dpravu limity, a to i po nékolikanasobném
pouziti I’'Hospitalova pravidla, jak je vidét nize:

[(A2® + Bz + C) lnx]/ =24z + B)Inz + Az + B+ Cz ™,
[(Az® + Bz + C) Inz] "—2Amz+24+Ba '+ A—Ca~% apod.

Polozime tedy
f(z) = (A2® + Bz + C)Inz + Dz’ + Ex — D — E. (14)

Necht dale oznacuje L hodnotu limity (3), tj.

. (AI2+BI+C)IH‘T+D‘T2+E$7D7E
lim =
z—1 (x — 1)k

L, ke{2,3) (15)

Nyni vyuzijeme Tayloruv rozvoj funkce f(x) se stfedem v bodé zy = 1, tj.

f(z) = (A(z -1+ (2A+B)(z —1)+ A+ B+0) (x—l— (”3;1)2 + (x—31)3 +O((x—1)3)>
+D(z—1)>+ (2D + E)(z — 1)
:(A+B+C+2D+E)(:r—1)+(%+§—%+D> (m—1)2+<§—§+%) (x—1)°
+o((z—1)7% (16)

pro x — 1. Podobné jako v predchozich ¢astech budeme pozadovat, aby pro prislusné koeficienty
Taylorova rozvoje platilo [(x — 1){]f(z) =0 pro i < k a [(z — 1)*¥]f(z) = L.
Dvojnasobné pouziti ’Hospitalova pravidla
Z Taylorova rozvoje (16) plyne, ze
[(x —1)]f(x)=0 = A+B+C+2D+FE=0

(z—1f@)=L = %+§—%+D:L.

Soustava rovnic ma nekonecné mnoho feseni zavislych na volbé t¥i parametru ¢, s, u € Z:

A=t, B =s, C = —-2L+3t+ s+ 2u, D =u, E =2L— 4t — 2s — 4u. (17)
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Zvolme hodnotu limity L = —4. Pro konkrétni hodnoty parametri ¢, s, u dostavame nasledujici tlohy.
1. Prot=1, s =2, u = —5 ziskdme konstanty A=1, B=2,C=3,D= -5 E=4:

. (a:2+21:+3)1nz75:172+4z+1
lim =
z—1 2 —2r+1

2. Prot = 0 je A = 0 a kvadraticky mnohoclen stojici pred logaritmem se redukuje na linedrni.
Volime-li dile s =1 a u = —3, dostavame konstanty B=1,C =3, D = -3, E =2:

. (z+3)lnz—322 +2x+1
lim = —4.
z—1 2 —-2rx+1

3. Prot =3, s = —10, u = 0 dostavame konstanty A =3, B=—-10,C =7, D =0, E = 0. V citateli
se tak bude nachazet pouze soucin kvadratického polynomu a logaritmu:
. (3362 — 10z + 7) Inz
im
z—1 22 —2x+1

= —4.

Pro limitu L = —4 existuje celkem 1491 pétic A, B, C, D, E spliiujicich podminky (7).

Trojnasobné pouziti ’Hospitalova pravidla
Z Taylorova rozvoje (16) sestavime nyni soustavu ti{ linedrnich rovnic:

(@—1))f(@)=0 = A+B+C+2D+E=0

oo 34 B C

[(z = 1D)7f(@) =0 = Sty -5 tD=0
A B C

(@ -1)°f(@)=L = s etz =L

Soustava rovnic ma nekoneéné mnoho reseni zavislych na volbé dvou parametru t, s € Z.

A=t, B=6L—8t—4s, C=6L—5t—2s, D=s, E=—12L+ 12t+ 4s. (18)

Pro hodnotu limity L = 5 a konkrétni hodnoty parametri ¢ a s dostavame nasledujici tlohy:
1. Prot=7a s= —5 obdrzime konstanty A =7, B=—-6,C =5, D= -5, E=4:

. (7x2—6x+5)lnx—5x2—|—4x+1
lim =5
z—1 23 —3x2+3x—1

2. Prot =8 a s = —9 dostadvame konstanty A =8, B=2,C=8,D=-9, E=0:

. (8x2+2x+8)1nx—9x2+9
lim =5
z—1 23— 322+ 3z —1

Pro limitu L = 5 existuje pouze 12 pétic A, B, C, D, E spliiujicich podminky (7). Nizky podet je zptisoben
vyS$imi ndsobky limity L a parametri ¢ a s ve vyjadieni konstant (18), coz zuzuje vybér konstant
A, B,C, D, FE tak, aby byly v absolutni hodnoté nejvyse rovny 10. Dalsim divodem je skutecnost, ze
konstanta F mus{ byt délitelnd ¢tyfmi, tj. E € {—8,—4,0,4,8}. Podobné lze ukdzat, Ze konstanta B
nabyvd hodnot bud z mnoziny {—8,—4,0,4, 8}, je-li L liché, nebo z mnoziny {-10, —6,—2,2,6,10},
je-li L sudé. Pétice konstant A, B,C, D, E spliujicich podminky (7) existuje, bude-li |L] < 7. Celkem

jich je 202.
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4 Limity s racionalni hodnotou

V predchozi ¢asti jsme ukédzali postup, kterym muzeme generovat tlohy na limity prostfednictvim
Taylorova rozvoje vhodnych funkci s tim, Zze hodnota limity je celé ¢islo. Elementarni Gpravou lze
z takovychto limit sestavit obecnégjsi limity, jejichz hodnota je ¢islo racionalni.

Necht f(z) a g(z) jsou funkce, pro které plati

. f(@) . g(x)
i%FZLl, };%?:L27 L17L2€Z7 LQ#O, k€{2,3}
Vyuzitim elementarnich vlastnosti limit lze ukazat, ze

o F@ @) 2t f@) et D
ig%@_xhi% o glz) w0 ok ilg%)g(x) T Ly

Vezméme a zkombinujme nékteré z diive uvedenych limit do obecnéjsiho tvaru

, Tx 42— (4o + 7)sinx — 2cos x 3
im = _
0 x? y Te+2— (4o + 7)sinx —2cosz 3
im -
1. (4_4x_5x2)ex_4 _ - z—0 (4—433—5:1)2)61—4 7
’I'1—>H10 x2 N
. (22 — 6) sinh & + (6 — 4) coshz + 4 5
im =
@0 x3 I (22 — 6)sinha + (6z —4)coshz +4 1
im ——
i 10z — 3sinw — Twcosw A z—0 10z — 3sinz — Txcoszx 2
:ElE}I%) 3 N

Podobné lze postupovat i pfi zobecnéni limit typu (3), napf.

) 322 — 10z 4+ 7)Inzx
i
im = -

a1 2 — 2z +1 . (32* =102+ 7)Inz 4
im -
Bz —5)Inx+22 -1 e 3z —5)Inz + 2% -1 5
lim =35
z—1 x?2 —2x+1

Druhé moznost, jak 1ze tlohy tohoto typu konstruovat, je vyuzit parametrického reseni soustav
linearnich rovnic odvozenych drive, v nichz je mozné vhodnou volbou racionalni hodnoty limity L
dodrzet pozadavek na celoc¢iselnost koeficientu A, B,C, D, E.

Vezméme napt. limitu typu

(Az? + Bz +C)e" + (Dz+ E)e*—C—E

. L.

lim
z—0 x

V pripadé dvojiho pouziti I’'Hospitalova pravidla lze snadno ukézat, ze koeficienty, které jsou ve tvaru

A=t, B=2L—-2t+3s—2u, C=—-2L+2t—4s+3u, D=s, E=u, t,s,u€Z,
budou celoc¢iselné, bude-li L € Z, tak i v pripadé, ze L € Z + % Konkrétné volime-li L = —%, t=0,
s =7 ,u =38, budou koeficienty ve tvaru A=0, B=0,C =1, D=7, E =8 a limita m4 tvar
e+ (Tx+8)e ™ —9 5

lim 5 = ——.
x—0 €T 2

Pokud bychom pouzili tiikrat I’Hospitalovo pravidlo pri vypoctu limity

I (A2? + B+ C)lnz + Da? + Ex — D — E
fe] (x—1)3 B

L,
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kde
A=t, B=6L—-8t—4s, C=6L—-5t—2s, D=s, E=—-12L+ 12t +4s, t,s€Z,

1ze limitu L uvazovat také ve tvaru raciondlniho ¢isla vyjadfeného zlomkem, jehoz jmenovatel déli ¢islo
Sest, tj.
LeZ+L, Lez+l, LeZ+il

Limita L je tedy ve tvaru souctu, resp. rozdilu, libovolného celého ¢isla a uvedeného zlomku. Napt. pro
hodnoty L = %, t=3,s=—2dostavame A=3, B=0,C =5, D = -2, E = —4 a limita m4 tvar

lim (322 +5)Inx —22% — 4z 46 8
2—0 (x —1)3 3

5 Zavér

V prispévku je predstavena systematickd metodika inverzni konstrukce tloh na limity funkei urcenych
pro feseni 'Hospitalovym pravidlem. Ukazali jsme, ze vyuziti Taylorova rozvoje elementarnich funkci
umoznuje pedagogovi presné kontrolovat nejen vyslednou hodnotu limity, ale i naro¢nost vypoctu
z pohledu poctu aplikaci 'Hospitalova pravidla a slozitosti algebraickych uprav derivaci.

Klicovym poznatkem je skutecnost, ze vhodnou volbou parametri soustavy linearnich podminek lze
generovat rozsahlé mnozstvi vzajemné odlisnych tloh s celociselnymi koeficienty v predem stanoveném
rozsahu, coz prindsi podstatnou vyhodu pro tvorbu rtznorodych testii se srovnatelnou obtiznosti.
Transformaci limitnich pfechodii (napf. pro z — 1 u logaritmickych funkei) 1ze navic efektivné eliminovat
algebraické komplikace, které by jinak odvadély pozornost studenta od podstaty procvi¢ované latky.

Popsany algoritmus je univerzalni a lze jej dale rozsitovat o dalsi typy funkci ¢i vyuzit k automatizaci
generovani testi prostfednictvim vypocetniho softwaru. Predlozeny postup muze slouzit jako prakticka
pomicka pro ucitele matematické analyzy i jako ndmét pro hlubsi studium Taylorovych polynomu
a jejich role pfi vypoctu limit.

Reference

[1] GENCEV, Marian, RUCKI, Pavel. Cvicebnice z matematiky nejen pro ekonomy I. 1. vyd. Ostrava:
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[2] JARNIK, Vojtéch. Diferencidlni pocet I 7. vyd. Praha: Academia, 1984. Nezménéné vydan.
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Mrizové body na kruznici

Toméas Riemel *

VSB - Technické univerzita Ostrava
17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava-Poruba

Abstrakt Prispévek se zabyva studiem miizovych bodt lezicich na kruznici se stredem
v pocatku, jejichz souradnice jsou celociselné. Tato tloha je ekvivalentni feseni kvadratické
diofantovské rovnice tvaru zZ + 3> = n. V dvodu jsou piedstaveny zikladni piistupy
k hledani feSeni pro mald nezdporné cisla n, zejména pomoci odhadi a symetrii feseni.
Hlavni ¢ast préce je vénovana vyuziti Gaussovych celych ¢isel, ktera poskytuji efektivni
néastroj pro systematické generovani vsech feSeni dané rovnice. Pomoci rozkladu ¢isla n
v oboru Gaussovych celych ¢isel Ize popsat strukturu reseni a urcit jejich pocet. Metoda je
ilustrovana na konkrétnich ptikladech, vcetné tloh inspirovanych matematickou olympiadou,
kde je ukézan postup nalezeni vSech celociselnych feseni i jejich geometricka interpretace.
Diraz je kladen na propojeni algebraického a geometrického pohledu na problém. Prispévek
tak ukazuje, jak lze pomoci komplexnich ¢isel elegantné resit ilohy elementarni teorie ¢isel
a soucasné rozvijet matematické mysleni studentu.

Klicova slova Diofantovské rovnice, miizové body.

1 Uvod

V tomto ¢lanku se zaméfime na rovnice o vice neznamych feSené v oboru celych ¢isel, tzv. diofantovské
rovnice. Konkrétné budeme studovat kvadratickou diofantovskou rovnici

x2+y =n, (1)

kde x, y jsou celociselné neznamé a n je dané celé nezaporné ¢islo. Z geometrického hlediska tato rovnice
popisuje vSechny mriZové body (tj. body s celo¢iselnymi soufadnicemi), které lezi na kruznici se stfedem
v pocatku kartézské soustavy soufadnic a polomérem +/n.

Cilem tohoto prispévku je predstavit tzv. Gaussova celd c¢isla, pticemz se predpokladaji zakladni
znalosti z oblasti komplexnich ¢isel.

Pro mald nezdpornd ¢isla n lze pii feseni dané tlohy vyuZzit metodu odhadt a nerovnosti, jak
ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 1.1. V oboru celjch cisel reste rovnici

z* +y* = 26.

] Y. :
Korespondenéni autor (tomas.riemel@vsb.cz).
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Resend. Je-li dvojice (m,n) fesenim dané rovnice, pak diky symetrii jsou fesenimi také dvojice vzniklé
zdménou souradnic a zménou znamének, tj. (n,m), (—m,n), (m,—n), (—m,—n), (—n,m), (n,—m)
a (—n, —m). Déle bez jmy na obecnosti pfedpoklddejme x? < y2. Pak plati

0 < 222 < 2% +y? = 26,

odkud plyne 22 < 13. Mozné hodnoty 22 jsou tedy 0, 1,4, 9, a tedy x € {—3,—2,—1,0, 1,2, 3}. Dosazenim
téchto hodnot do rovnice dostaneme postupné y? = 26, y? = 25, y2 = 22, y? = 17. Celo&iselné feseni
nastavé pouze v piipadé y? = 25, tedy y = +5.

Yy
[—1,5] [1,5]
o —©
4
[_57 1] 2 [57 1}
[ ] 1 [ ]
, 1 2 3 4 \
\ -4 -3 -2 -1 ’ z
o —1 [ ]
-5, 1] » 5,~1]
1
@0
[—1,-5] [1,-5]

Obrazek 1 Miizové body na kruznici z2 + y? = 26

Zdavér. Dana rovnice mé praveé 8 feseni,
(z,y) € {(£1,£5), (5, £1)}. O

7 uvedeného postupu je patrné, ze pro vétsi hodnoty n neni metoda zalozend na odhadech a nerov-
nostech prilis efektivni, coz vede k potirebé obecnéjsich metod feseni.

2 Gaussova cela cisla

Definice 2.1. Komplexni c¢isla a = x + yi, kde =,y jsou celd ¢isla, se nazyvaji Gaussova celd Cisla.

Mnozina v8ech Gaussovych celych ¢isel, kterd se oznacuje Z[i], je rozsifenim mnoziny celych ¢isel,
tedy Z C Z[i].

Definice 2.2. Gaussovo celé ¢islo a, pro které existuje T € Zl[i] splriujici o - 7 = 1, nazveme jednotkou.

Definice 2.3. Norma N(«a) Gaussova celého ¢isla o = x + yi je definovdna predpisem

N(a)=a-a=|al® = 2>+
kde @ = x — yi je komplexné sdruzené cislo s «.

Norma Gaussova celého ¢isla je analogii s pojmem absolutni hodnota celého ¢isla a ma piitom
nésledujici vlastnosti.

a) Pro libovolna dvé Gaussova celd ¢isla «, 8 plati N(a3) = N(a) - N(B).

b) Gaussovo celé ¢islo « je jednotka pravé tehdy, kdyz N(a) = 1, pficemz v Z[i] jsou jednotkami
pouze +1 a =i.
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Lemma 2.1. Je-li zbytek pri déleni prirozeného ¢isla n ctyrmi roven 3, pak rovnice x? + y?> = n nemd
resent v oboru celyjch cisel.

Z uvedeného lemmatu automaticky neplyne, Ze rovnice 22 + 4% = n mé vzdy celoé¢iselné feseni pro n,
jenz po déleni ¢tyifmi dava zbytek 0,1 nebo 2.

Diikaz. Libovolné nezaporné celé ¢islo p, které je délitelné 2, lze zapsat ve tvaru p = 2[, kde [ je vhodné
nezéaporné celé &islo. Proto p? = (21)? = 412 je délitelné ¢tyfmi. Podobné kazdé liché p¥irozené &islo ¢
Ize zapsat ve tvaru ¢ = 2r + 1, kde 7 je vhodné nezaporné celé ¢islo. Pak ¢® = (2r +1)? = 4r2 +4r + 1
d&vé po déleni ¢tyimi zbytek 1. Vyraz x2 + 32 tedy mize nabyvat po déleni étyfmi pouze zbytki 0, 1
a 2, nikoliv vSak 3. Tim je dikaz ukoncen. O

Z Lemmatu 2.1 plyne, Ze napiiklad diofantovska rovnice x? + y? = 2027 nemé zadné celociselné
feseni, nebot 2027 dava pri déleni ¢tyrmi zbytek 3.
Véta 2.1. Prirozené &islo n lze vyjddrit jako soucet dvou druhgich mocnin celjch cCisel n = z2 + y?2,

x,y € Z, prdavé tehdy, kdyz n je normou Gaussova celého ¢isla n = N(z + yi).

Podle Véty 2.1 Ize problém o souc¢tu druhych mocnin celych ¢isel preformulovat na tilohu o hledéni
vSech Gaussovych celych éisel a splitujicich vlastnost N(«) = n. Z aritmetiky pfirozenych ¢isel je zndmo,
ze kazdé prirozené Cislo n > 2 je mozné vyjadrit jako soucin prvocisel. Stru¢nou odpovéd na otazku,
kterd prvocisla jsou normami Gaussovych celych ¢isel, poskytuje nasledujici lemma.

Lemma 2.2. Plati ndsledujici tvrzend.

a) N(1+i)=2.
b) Pro kazdé prvocislo p ddvajici po délend ctyrmi zbytek 1 lze nalézt Gaussovo celé ¢islo a spliiugict
N(a) =p.

¢) Pro zZddné prvocislo p ddvajici zbytek 3 po déleni ctyrmi neexistuje Zddné Gaussovo celé cislo
spliugict N(B) = p.

Déle si je mozné vsimnout, zZe komplexné sdruzend Gaussova celd ¢isla maji vzdy stejnou normu
a zaroven pro kazdé prvoéislo p plati N(p) = p2.

Definice 2.4. Gaussovo celé ¢islo a = x + yi nazveme Gaussovym prvocislem, pokud plati ndsledujici
podminka: jestlize o = 7 -1, kde 7, ¢ € Z[i], pak bud 7, nebo ¢ je jednotka.

Jinak feceno, Gaussova prvocisla jsou pravé ta Gaussova celd ¢isla, kterd nelze v Z[i] netrividlné
rozlozit na souc¢in dvou Gaussovych celych ¢isel.

Néktera prvocisla se v oboru Z[i] daji rozlozit, zatimco jind nikoli. Napiiklad prvocislo 5 lze zapsat
ve tvaru 5 = (2 +1)(2 — i), takze neni Gaussovym prvoéislem. Naproti tomu prvoécislo 3 je v Z[i]
nerozlozitelné, a tedy Gaussovym prvocislem je. Obdobné jako v klasické aritmetice plati, ze kazdé
nenulové Gaussovo celé ¢islo, které neni jednotkou, lze jednoznaéné (az na potadi ¢initell, ndsobeni
jednotkami a zdménu za komplexné sdruzend ¢isla) rozlozit na souc¢in Gaussovych prvodcisel.

Véta 2.2 (L. Euler). Cislo ve tvaru 41 + 1, kde | je prirozené ¢islo, je prvocislem prdvé tehdy, kdy? jej lze
jednoznacné vyjddrit jako soucet dvou druhgch mocnin nesoudélnyjch prirozenych cisel.
Nasledujici véta dava vycerpavajici odpovéd na otézku resitelnosti a celkového poc¢tu feseni pivodniho
problému (1).
Véta 2.3. Plati nasledujici tvrzend.
a) Prirozené ¢islo n lze vyjddrit jakou soucet dvou druhgjch mocnin celyjch &isel (n = x% + y?) prdvé
tehdy, kdyz prvociselny rozklad cisla n lze vyjddrit ve tvaru

a b by 2c 2¢
n:2 .pll...pkk.rl 1,._,,0[ l,

kde a,b;,c; jsou nezdpornd celd cisla, kaZdé p; ddvd zbytek 1 po déleni ctyrmi a kaZdé r; ddvd
zbytek 3 po déleni ctyrmi.
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b) Nechtt = (by +1)--- (b +1). Pak je pocet vsSech riznych vyjddrent éisla n ve tvaru souctu dvou
druhgch mocnin celjch cisel s ohledem na poradi prvki a znaménka roven 4t. Bez ohledu na poradi
proki a znaménka je tento pocet roven %t pro t sudé a %(t + 1) pro t liché.

Jiné tesent Prikladu 1.1. Plati 26 =2-13 a 2 = N(1 1) a prvocislo 13 déva po déleni ¢tyimi zbytek 1,
prifemz 13 = N(2 + 3i). Tedy

26 =213 = N (k(1 £ 1)(2 + 31))
= N(z +yi) = 2+,

kde k je jednotka v Z[i], tj. Kk = £1 nebo k = +i. Musime tedy vyFesit vSechny rovnice x + yi =
k(1 +£1)(2 + 3i). Z Véty 2.3 plyne, Ze dand tloha mé celkem 8 feSeni. Bez ohledu na poradi prvku
a znaménka lze obdrzet dle Véty 2.3 pouze 1 moznost. Stac¢i uvazovat o TeSeni jediné rovnice, napt.

x+yi=(14+1)(2+ 3i) = -1+ 5i,
odkud z = —1, y = 5. Ostatni Teseni ziskdme zadménou z,y a znamének. O
7Z teseni nasledujiciho ptikladu je ziejmé vyhodnéjsi pouziti Gaussovych celych ¢isel ve srovnani
s metodou nerovnosti a odhad.
Priklad 2.1. V oboru celyjch cisel reste rovnici
2 4 9% = 2026.

Reseni. Nejprve sestavime prvociselny rozklad ¢isla 2026, tj. 2026 = 2-1013. Z Lemmatu 2.2 plyne, Ze
existuje Gaussovo celé ¢islo, pro které je prvocislo 1013 normou. Napf. 1013 = N(23 £ 22i). Plati tedy

2026 =2-1013 = N (k(1 £1)(23 £ 22i))

= N(z +yi) = 2® +°,
kde k je jednotka v Z[i], tj. k¥ = 1 nebo k = =+i. Hleddme proto FeSeni vSech rovnic x + yi =
k(1 +1)(23 £ 22i). Dand tloha mé podle Véty 2.3 pravé 8 feSeni. Stadi pFitom Fesit pouze rovnici

x4yl = (1+1)(23422i) = 1+ 451, odtud z = 1 a y = 45. Zbyvajici FeSeni lze ziskat zdménou z,y
a znamének.

[—1,—45] | [1,—45)]

Obrazek 2 Miizové body na kruznici z2 + y? = 2026

Zdvér. Vsechna Feseni dané tlohy jsou (z,y) € {(£1, £45), (£45,£1)}. O
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Nésledujici priklad 1ze po uziti substituce fesit opét metodou Gaussovych celych ¢isel.

Priklad 2.2. V oboru celjch cisel reste rovnici
22 +y? =2026(x —y).

Reseni. Ze zadani je patrné, ze leva strana rovnice je sou¢tem dvou celjch nezdpornych éisel, tedy
i prava strana musi byt celé nezaporné cislo. Jelikoz 2 026 je prirozené ¢islo, musi platit = > y. DAéle si
lze vSimnout, ze uspofddand dvojice (z,y) = (0,0) je FeSenim tlohy. Po snadné tpravé obdrzime dand
rovnice ve tvaru

(z —1013)* + (y + 1013)* = 2052338.

Uzitim substituce u = 2 — 1013, v = y + 1013 lze po upravé ziskat modifikovanou tlohu v rovnici (1):
u? + v? = 2052338,

kde 2052338 = 2-10132. Plati 2 = N(1 £1i). Podle Lemmatu 2.2 existuje Gaussovo celé é&fslo, jehoz
norma je rovna 1013. Napf. 1013 = N (23 £ 22i). Proto

2052338 = N (k(1 £ 1)(23 £ 22i)?)
= N(u+vi) = u? + 02,

kde k je jednotka v Z[i]. Na zdkladé Véty 2.3 m4 tloha celkem 4 - 3 = 12 celodiselnych Feseni, pficemz
bez ohledu na pofadi prvkl a znaménka staci vyresit nasledujici dvé rovnice o neznamych u a v:

a) u4ovi=(1+1)(23+ 22i)?> = —967 + 10571,

b) u+wvi = (141)(23 + 22i)(23 — 22i) = 45 + 45i.

Dalsi feSeni ziskdme zaménou slozek u,v a zménou znamének. Obdrzime tak celkem 12 feSeni

ve tvaru (u,v) € {(£413,£1357), (£1013,+1013), (£1 357, £413)}. Dosazenim do vztahtt v = z—1 013,

v =y 4 1013 Ize ziskat TeSeni ptivodni dlohy. Resenim tilohy jsou z grafického hlediska mifzové body
na kruznici, kterd nema stied v pocatku, viz Obr. 3.

[46,44] gy [1980, 44]
[2026, 0]

0,0 / '/
. 2070, —46
[—44, —46] \.@ /\% [ ]

T

500 1000 1500
—500

s

—1000 .

[1013, —1013]
—1500
3 »
_A4 1 %, )
[ , —1980] / \/ \\ [2070, —1980]
[0, —2026] [2026, —2026]
46, —2070] [1980, —2070]

Obrazek 3 Mjiizové body na kruznici 22 + y? = 2026(x — y)
Zivér: Uloha mé pravé 12 feseni, a to dvojice
(z,y) € {(744, —1980), (—44, —46), (0, —2 026), (0, 0), (46, —2070), (46, 44),
(1980, —2070), (1980, 44), (2026, —2026), (2026, 0), (2070, —1980), (2070, —46)}. g
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Nasledujici tloha je z 55. roéniku Matematické olympidady (MO) a lze ji fesSit pomoci metody
Gaussovych celych ¢isel.

Piiklad 2.3 (MO 55-A-1-6). Najdéte vsechny usporddané dvojice (x,y) prirozengch ¢isel, pro néZ plati
2% +y? =2005(x — y).

Reseni. Pro nalezeni feseni lze vyuzit metodu Gaussovych celych ¢isel, diky niz tuto tlohu vyfesime
v oboru celych ¢isel. Po snadné apravé je mozné danou rovnici prepsat do tvaru

(22 — 2005) + (2y + 2005)2 = 8040 050.
Zavedenim substituce u = 2z — 2005, v = 2y + 2005 ziskdme modifikovanou tlohu (1):
u? + v* = 8040 050.

Z pohledu analytické geometrie lze puvodni zadani dlohy pfevést na hledéani vSech miiZzovych bod1,
které lezi v prvnim kvadrantu, nikoliv ani na jedné ze souradnicovych os a souc¢asné nélezici kruznici se
stfedem v bodé [2005/2, —2005/2] a polomérem /4020 025/2.

V dalsim kroku vytvoiifme prvoéiselny rozklad éisla 8040050 = 2 - 52 - 4012, Plati 2 = N (1 £1).
Jelikoz obé prvocisla 5 a 401 déavaji po déleni ¢tyimi zbytek 1, pak dle Lemmatu 2.2 existuji Gaussova
celd cisla, pro ktera jsou tato ¢isla normami. Napf. 5 = N(2 £1), 401 = N(20 £1i). Plati tedy

8040050 = N (k(1 £1)(2£1)%(20 £1)?) = N(u + vi) = u® + 07,

kde k je jednotka v Z[i]. Analogicky s pfedchozimi piiklady (dle Véty 2.3) sta¢i vyfesit pouze nésledujicich
pét moznosti:

a) u+wvi=(1+1)(2+1)2(20 +1)% = —679 + 27531,

b) u+wvi= (1+1i)(2+1)(2—1)(20 +1)% = 1795 + 2 195i,

c) u+wvi=(1+1i)(2+1)%(20+1)(20 —i) = —401 + 2807i,

d) w4 vi=(1+1)(2+1)(2—1)(20 +1)(20 — i) = 2005 + 2 0054,
e) u+wvi=(1+1i)(2—-1)%(20+1)? =2833 — 119i.

[943,414] (1062, 414]

[802, 401] (1203, 401]

(663, 374] \\ // [1342, 374]
[105, 95] Y \ / [1900, 95]

N

500 1000 1500 200¢(
—500

S
—1000 e

[1002.5, —1002.5]

Obrazek 4 Mi¥izové body (z,y) spliujici MO 55-A-1-6
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Dalsi feSeni lze ziskat zaménou u, v a zménou znamének. Obdrzime tak celkem 36 Teseni
(u,v) € {(:l:119, +2833), (£401, £2807), (+679, £2 753),
(£1795,4+2195), (£2005,+2005), (£2 833, £119),
(£2807, £401), (£2 753, £679), (£2195, £1 795)}.

Dosazenim do vztaht u = 2z — 2005, v = 2y + 2005 ziskdme celkem 36 celociselnych feseni, pricemz
pravé 8 z nich lezi v oboru pfirozenych ¢isel.

Zaver: Existuje pravé 8 feseni dané tlohy ve tvaru usporadanych dvojic
(z,y) € {(105,95), (663,374), (802,401), (943, 414),
(1062,414), (1203,401), (1342,374), (1900, 95) }. O

Nasledujici nefeseny priklad lze Tesit analogicky jako v Prikladu 2.2.

Priklad 2.4. V oboru celych cisel reste rovnici
x? +y? =2026(x + y).
Zdver. Uloha mé pravé 12 feseni, a to dvojice
(z,y) €{(—44,46), (—44,1980), (0,0), (0,2026), (46, —44), (46,2 070), (1980, —44),
(1980,2070), (2026, 0), (2026,2026), (2070, 46), (2070, 1980) }.

(46, 2070] (1980, 2070]
y
[0,2026] \\ /\ // 2026, 2026]
[—44, 1980] — >0 oy (2070, 1980]

1500
s
[ ]
(1013, 1013]

“. CE 3
[—44, 46] / 500 1000 1500720 \ (2070, 46]
[0,0] [2026, 0]

[46, —44] [1980, —44]

Obrazek 5 Miizové body spliujici 22 + y? = 2026(x + y)

3 Zavér

V piispévku byly predstaveny metody FeSeni rovnice x2 + 32 = n v oboru celjch ¢isel s diirazem na
geometrickou interpretaci pomoci mrizovych bodu na kruznici. Bylo ukdzano, Ze pro mensi hodnoty n lze

vvvvvv

celd ¢isla. Na konkrétnich prikladech bylo demonstrovano, jak rozklad v tomto oboru vede k efektivnimu
urceni vsech feseni i jejich poc¢tu. Uvedené postupy zaroven ilustruji hlubsi souvislosti mezi teorii ¢isel
a komplexnimi ¢isly. Problematika tak nabizi vhodné prostiedi pro rozvoj matematické intuice i pro
vyuziti ve vyuce.
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Resitelnost soustav linearnich rovnic a jiné
aplikace projektivniho rozsireni realného
aritmetického afinniho prostoru

Pavel Jahoda™ Monika Jahodova

VSB - Technické univerzita Ostrava
17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava-Poruba

Abstrakt V soudasnosti se studenti FEI VSB-TUO v zékladnich kurzech matematiky
s projektivnim rozsitenim afinniho prostoru nesetkavaji. V. mnoha ptipadech by vSak znalosti
tykajici se projektivniho rozsireni dokéazaly prinést na resené ilohy zajimavy novy pohled, nez
jaky ziskame fesenim obvyklou cestou. Vyhodou reseni problémil v projektivnim rozsireni je
také elegance zdpisu. V tomto ¢lanku je s vyuzitim konkrétnich priklad porovndvano reseni
vybranych tloh ,,obvyklou“ cestou s fesenim vyuzivajicim projektivni rozsifeni afinniho
prostoru.

Klicova slova Soustavy linedrnich rovnic, afinni prostor, projektivni prostor.

1 Uvod

Probrat a vysvétlit pojmy jako projektivni prostor a projektivni rozsifeni afinniho prostoru by ve vyuce
zéakladnich kurzt bylo ¢asové velmi ndrocné a pro studenty oborti, které nejsou zaméreny na matematiku,
mozné i zbytecné. Pomérné snadno a velmi intuitivné (pfesto korektné!) je mozné studenty sezndmit se
specidlnim piipadem, kdy jde o projektivni rozsifeni aritmetického afinniho prostoru. Nejlépe konkrétné
afinnfho prostoru (R?,R3, —), nebo (R?,R?, —), nebot v téchto afinnich prostorech jsou zvykli pracovat
uz od stfedni skoly.

Nejprve zopakujeme zakladni pojmy a popiSeme samotnou konstrukci projektivniho rozsiteni. Dale
se budeme vénovat Teseni soustav linearnich rovnic v projektivnim rozsifeni aritmetického afinniho
prostoru obecné i v konkrétnich pripadech. Poté, opét na konkrétnich prikladech ukazeme moznost
aplikace projektivniho rozsiteni afinniho prostoru i v jinych oblastech.

2 Projektivni rozsireni aritmetického afinniho prostoru

Pripomenme alespon definici afinniho prostoru, aritmetického afinniho prostoru a projektivniho prostoru.
Se zékladnimi informacemi o afinnich prostorech je mozné se podrobnéji sezndmit napiiklad v [1]
nebo [3], resp. o projektivnich prostorech v [2] nebo [4].

Korespondenéni autor (pavel.jahoda@vsb.cz).
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Definice 2.1 (Afinni prostor). Usporddanou trojici A™ = (B,V"™, —) nazveme n-dimenziondlnim afinnim
prostorem nad télesem (T, +, ) prdvé tehdy, kdyz
1) B je neprdzdnd mnoZina

2) V" = (V,+,-) je vektorovy prostor dimenze n nad télesem (T, +,-).
3) —: B x Bw—V je zobrazeni splriujici

a) VXeEB YueV 3AWeB: Y-X=u,
VXY, Z€B: Z-X=(Z-Y)+(Y - X).

Vektorovy prostor V" = (V,+,+) nazgvame zaméfenim afinntho prostoru A™, nebo také n-smérem
afinniho prostoru A™.

Priklad 2.1. Zvolme:

B=T"={[z1,...,2p] | 1,..., 2 € T} ... mnoZina bodu
V= (T",+,) je aritmeticky vektorovy prostor nad télesem (T, +,-), kde
T" ={(x1,...,2n) | z1,...,2n € T} ... mnozina vektori

(Abychom odlisili body od vektori pouZivame jiné zdvorky.)

Zobrazeni — : B x B+ V definujme predpisem

[yla"'ayn]_[xlw"?mn]:(yl_xla-“ayn_xn)-

Potom (B,V",—) = (T™, T™, —) je afinni prostor nad télesem (T, +,-). Nazgvdme jej n-dimenzio-
nalnim aritmetickym afinnim prostorem nad télesem (T, +, ).

Definice 2.2 (Projektivni prostor). Projektivnim prostorem dimenze n nazveme kazZdou usporddanou
trojici P" = (P, V"1 1), kde

1) P je neprdzdnd mnoZina (mnoZina bodi projektivniho prostoru,).
2) VL = (V, +,) je vektorovy prostor dimenze n + 1 € N nad télesem (T, +,-).

3) m: V — {o} — P je surjektivni zobrazeni takové, Ze

x)=7ly) =  (x)=),
kde (x) = {k-x | k € T} je linedrni obal vektoru x.

Motivaci pro konstrukei projektivniho rozsifeni afinntho prostoru (pro jednoduchost uvazujme
aritmeticky afinni prostor) je intuitivni predstava, Ze se rovnobézné nadroviny afinniho prostoru,
napriklad dvé rovnobézné primky p a ¢ v roviné, protinaji nékde ,,v nekonecnu“.

Pokud chceme tyto predstavy korektné formalizovat, mizeme vyjit z ivahy, Ze zminované rovnobézky
mohou byt dany kazda svym bodem a smérovym vektorem. Tyto smérové vektory nemusi byt stejné, ale
jeden je nasobek druhého — nalez{ do stejného jednosméru (jejich linedrniho obalu) (v). Jako spoleény
bod rovnobézek p a ¢ bychom tedy mohli prohlédsit jednosmér (v).

Tim bychom ale vytvorili ,nehomogenni* strukturu. K bodum afinniho prostoru (fikejme jim vlastni
body) — uspofddanym n-ticim, bychom piidali body (fikejme jim nevlastni body) — linedrni obaly
vektort. Jak tuto nehomogenitu obejit? Chceme vytvorit prostor (projektivni), ktery by jako své body
obsahoval jak vlastni tak nevlastni body a pfitom by slo z matematického pohledu o objekty stejného
druhu!

Na Obrazku 1 je schematicky znazornéna konstrukce projektivniho rozsiteni aritmetického afinniho
prostoru (R? R2, —). Tento postup je mozné pouzit zcela analogicky pro konstrukci projektivniho
rozsifeni aritmetického afinntho prostoru (T™, T™, —).
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Bodu X = [z1,x2,...,2,] € T" miZzeme vzijemné jednoznacéné pritadit ((x1,za, ..., zy,, 1)), tj. li-
nearni obal vektoru (r1, a2, ...,2,,1) € T"*1. Tedy existuje bijektivni korespondence mezi mnozinou
bodt afinniho prostoru (T™, T", —) a mnozinou jednosméru {(&1,&a, ..., &n, o)), kde & # 0.

Vsimnéme si, ze kazda usporddand (n+1)-tice (£1, &2, &n, &o), kde &y # 0, jednoznacéné uréuje linedrni
obal {(z1,x2,...,2Zn,1)) do néjz patif a tedy i bod X = [z, za,..., 2y

1 2
(§1a€2a"'a§na€0> :£O : ( i ) i ey gj a1> S <($1,$2,...,$n71)>.
§o o o
[ =~ <X~
1 T2 Tn
Uspotfadanou (n + 1)-tici (§ox1, &ox2, - - ., 0%n, &), kde & # 0, nazveme homogennimi souradnicemi
bodu X = [z1,22,...,z,] € T™ (ale domluvme se, Ze také jednosméru ((z1, z2,...,zn,1))).

Obdobné kazdému jednosméru ((vq, va, ..., v,)) € T"—((0,0,...,0)) mizeme vzajemné jednoznacné
prifadit ((vi,va,...,v,,0)), tj. linedrni obal vektoru (vi,vs,...,v,,0) € T*FL. Existuje tedy bijek-
tivni korespondence mezi mnozinou jednosméria patficich do mnoziny T™ — ((0,0,...,0)) a mnozinou
jednosmert ((&1,&2,-..,&n, %)) # ((0,0,...,0)).

Vsimnéme si, ze kazdd usporddand (n + 1)-tice (£1,&2,...,&n,0) # (0,0, ...,0) jednoznacné urcuje

jednosmeér ((vy,va,...,v,,0)) CT™ —{((0,0,...,0)), do n&jz patif:
(§I7§2a cee 7£na§0) = (C’Ul,C’U27 e 7CU’I’L7O) S <(’U1,’U2, cee 7vn70)>'

Uspotrddanou (n + 1)-tici (cvq, cva,...,cvpn,0), kde ¢ # 0, nazveme homogennimi souradnicemi
jednosméru ((vi,va,...,v,)) CT" —{((0,0,...,0)) (ale také jednosméru {(vy,va,...,v,,0))). Mnozina
bodi projektivniho rozsiFeni aritmetického afinnfho prostoru (T™, T™, —) je tedy

Pn = {<(§1,§2,... ;€n7£0)> | (51762,...767“50) € Tn+1 — {(0,0,,O)}} .

V piipadé & # 0 je ((&1,&a,...,&n,&0)) vlastnim bodem projektivniho rozsifeni a pfedstavuje
bod afinniho prostoru X = [£1/&0,&1/&o, - --,&n/80] € T™. Pokud naopak & = 0, je ((&1,&2,...,&n,0))
nevlastnim bodem projektivniho rozsifeni a predstavuje jednosmér ((&1,&s,...,&,)) C T™.

3 Soustavy linearnich rovnic

Resitelnost soustav linedrnich rovnic je zakladnim problémem lineérni algebry a analytické geometrie.
V afinnim prostoru (T™, T™, —) nad télesem T soustavy o n nezndmych popisuji prunik nadrovin.

Projektivni rozsifeni afinniho prostoru vznikne jeho ,obohacenim® o nevlastni body. Diky tomu
nam feseni soustav v projektivnim rozsifeni, s minimalnim tusilim navic, dava vice informaci nez jejich
reseni v afinnim prostoru. Tento pristup a jeho geometricka interpretace jsou zajimavé hlavné u soustav,
které Teseni v afinnim prostoru nemaji, ale v projektivnim rozsireni tohoto prostoru ano. Soustavy
linearnich rovnic se v rdmci predmétu linearni algebra fesi jiz v prvnim roc¢niku. Mohlo by proto jit
o prvni oblast, kde by se studenti mohli setkat s projektivnim rozsifenim afinniho prostoru.
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Afinni prostor Vektorovy prostor  Projektivni prostor

Obrazek 1 Afinni prostor sestava z mnoziny vektortt R? a mnoziny bod@ R2. Mnozinu
vektord je mozné rozdélit na sjednoceni jednosméru. Kazda usporadana
trojice (£oz1,&0x2,&0), kde & # 0, z vektorového prostoru (R3,+,-)
predstavuje homogenni souradnice bodu X = [z1, 2] a kazdé usporddand
trojice (v1,v2,0) # (0,0, 0) z vektorového prostoru (R?3, 4, -) predstavuje
homogenni soufadnice jednosméru ((vi,v2)).

Nejprve ukdzeme jak prejit pti feseni soustav linedrnich rovnic do projektivniho rozsireni obecné.
Poté na konkrétnich prikladech ukédzeme srovnani obvyklého postupu reseni soustav linearnich rovnic
Gaussovou elimina¢ni metodou a postupu feseni v projektivnim rozsiteni.

Vérime, ze zarazeni téchto prikladi bud do vyuky linedrni algebry, nebo do néjakého predmétu
zaméreného na geometrii, by pro studenty studijniho programu ,,Vypocetni a aplikovanid matematika“
bylo vitanym obohacenim poskytujicim vétsi prehled o FeSitelnosti soustav linearnich rovnic.

’ .

3.1 Nadrovina v projektivnim rozsireni aritmetického afinniho prostoru

Uvazujme nadrovinu g aritmetického afinniho prostoru (T™, T™, —), kterd je ddna svou obecnou rovnici
0: a121 + ase + -+ + ap®y + ane1 = 0. (1)

Rovnice (1) je splnéna pravé tehdy, kdyz pro kazdé &, # 0 plati

0: ar€oz1 + azdor2 + -+ + anoTn + ant1&o = 0.
Znamen3 to, ze bod X = [x1,22,...,x,] € T" nélezi nadroviné p préavé tehdy, kdyz jeho homogenni
soutadnice (€ox1,&022, .-, &0Tn, &0) = (1,82, - - -, &n, &0) vyhovuji rovnici
0: a1&1 + a2bo + -+ + anén + ant1&o = 0. (2)
Vektor v = (v1,vs,...,v,) € T™ nélezi do zaméfeni nadroviny ¢ pravé tehdy, kdyz
0: a1v1 + agvg + -+ - + apv, =0, (3)
nebot (a1, as,...,a,) je normalovym vektorem nadroviny g.
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Pokud plati (3), pak také vSechny vektory patfici do linedrniho obalu ((v1,vs,...,v,)) nilezi do
zaméreni nadroviny o. Znamend to, ze nevlastn{ bod {((v1, va,...,v,,0)) ndlezi nadroviné g pravé tehdy,
kdyZ jeho homogenn{ soufadnice (v, vs,...,v,,0) = (£1,&2, ..., &n, &) vyhovuji rovnici

0: a1é1 +axdo + - -+ anén + ant16o = 0. (4)

Z (2) a (4) plyne, ze bod (at uz vlastni ¢i nevlastni) projektivniho rozsiteni aritmetického afinniho
prostoru s homogennimi souradnicemi (&1,&a, ..., &n, &) ndlezi nadroviné ¢ pravé tehdy, kdyz plati

0: a1é1 + a2do + - - + anén + ant16o = 0. (5)

Rovnici (5) nazveme obecnou rovnici nadroviny ¢ v projektivnim rozsifeni aritmetického afinniho
prostoru.

3.2 Resitelnost soustav linearnich rovnic

Hleddme X = [z1,29,...,x,] € T™, které je feSenim soustavy m linearnich rovnic o n nezniamych
b ) ) )

011%1 + G12%2 + - - + A1 Ty = by
(21T + G22T2 + -+ - + A2pTp = b2

(6)
am1T1 + AmaZ2 + - - + AppTn = bm

Kazda z rovnic soustavy (6) je obecnou rovnici nadroviny v afinnim prostoru (T™,T", —). Z geome-
trického hlediska nejde o nic jiného nez o hledani spolecnych bodu téchto nadrovin — oznac¢me je
01,02, - - -, Om- Jak je dobfe znamo, FeSen{ soustavy (6) existovat muze, ale nemusi.

Pfejdeme-li do projektivniho rozsifen{ afinniho prostoru (T™, T™, —), nabudou rovnice (6) tvaru

111 + a12€a + -+ a1nén — 01§ =0
a21§1 + agéa + -+ aznén — b2 =0

_ @
amlfl + a'm2§2 +---+ amnfn - bme =0.

Resenim této soustavy budou homogenni souradnice vSech vlastnich bodu spliujicich (6) — jsou to
ta Teseni, kde £y # 0 — ale také homogenni souradnice vsech nevlastnich bodi, které lezi v priseku
zameéren{ nadrovin g1, 02, .- ., 0m — jsou to ta TeSeni, kde { = 0.

Obrazek 2 Zaméfeni rovin g1, 02, 03 @ 04 se protinaji pouze v podprostoru ((0, 0, 0)).

Z pohledu linedrni algebry soustava (7) jisté FeSeni md, nesmime vSak zapominat, ze nulovy
vektor nepfredstavuje homogenni souradnice zddného z bodu projektivniho rozsiteni afinniho prostoru.
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Pripad, kdy m4 soustava (7) pouze jediné feseni tedy z geometrického pohledu znamen4, Ze nadroviny
01, 02, - - -, Om Nemaji Zddné spolecné body — ani vlastni, ani nevlastni (jejich zaméfeni se protinaji pouze
v trividlnim podprostoru). Tato situace muze nastat pouze v pripadé, Ze fesime soustavu alespon n + 1
rovnic o n nezndmych. Pokud bude rovnic méné nez n + 1, bude mit soustava (7) jisté nekone¢né mnoho
feseni — nadroviny g1, 02, - . -, 0, budou mit jisté néjaké spolecné body, at uz vlastni, ¢i nevlastni.

3.3 Priklady reSeni soustav linearnich rovnic

Uvedeme piiklady demonstrujici podobnosti a rozdily mezi fesenim soustavy linedrnich rovnic v afinnim
Vv oktivng Jffent.
rostoru (R™,R™, —) a v jeho projektivnim rozsireni

Priklad 3.1. Vyreste soustavu linedrnich rovnic

£L’1+£L’2+.’E3:9
$1—|—I3:8 (8)

T — To + T3 = 4.

Reseni. Nejprve tuto soustavu, jejiz rovnice jsou rovnicemi rovin g1, g2 a g3 v afinnim prostoru
(R3 R3, —), vyfesime jako obvykle pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:

1 1 119 1 1 1 9 1 11 9
1 0 1{8)-r1~]0 -1 0|-1 ~10 -1 0|-1
1 -1 14/ —r1 0 -2 0] -5/ —2rp 0 0 0]-3

Odtud vyplyva, Ze soustava (8) nemé Feseni! Tedy roviny o1, 02 a g3 se neprotinaji v zddném vlast-
nim bodé.
Vyfesme tutéz soustavu v projektivnim rozsifeni afinniho prostoru (R*, R?, —). Rovnice nabu-
dou tvaru
§1+8&+8—9 =0
§1+83—85 =0 (9)
&1 — &+ 845 =0.
Soustavu (9), jejiz rovnice jsou rovnicemi rovin g1, g2 a g3 v projektivnim rozsifeni afinniho prostoru
(R3,R3, —), vyTesime opét pomoci Gaussovy eliminaéni metody (za ¢arou by byly samé nuly — dohodnéme
se, Ze je tam nebudeme psat):

1 1 1 -9 1 1 1 -9 1 1 1 -9\ =&=t &=t
1 01 -8)-ry~|0 -1 0 1 ~10 -1 0 1]=&=0
1 -1 1 —4) -y 0 -2 0 5/ —2rg 0 0 0 3/ = & =0
Soustavé (9) tedy vyhovuji homogenni souradnice
(&1,€2,83,&) = (—t,0,t,0) = t(—1,0,1,0). (10)

Vidime, Ze neexistuji zadné vlastni body, jejichz homogenni{ soufadnice by vyhovovaly (9). Neexistuje
proto zadny bod X = [z1, 22, x3] € 01 N 02 N 3. Tedy soustava (8) nemd Feseni!

Z (10) plyne, Ze vSechny body, které maji roviny o1, 02 a g3 spolecné, jsou nevlastni. Jednd se
o sméry ((v1,ve,v3)), které majl homogenni soufadnice

(’1)1,1)27’03, 0) = t(_170a la O)

Odtud plyne, ze roviny g1, 02 a 03 nemaji zadny spole¢ny vlastni bod, ale jejich zaméreni se protinaji
ve sméru ((—1,0,1)). O
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Obrazek 3 Roviny p1, 02 a p3 maji spoleény pouze nevlastni bod {(—1,0,1,0)).

Priklad 3.2. Vyreste soustavu linedrnich rovnic

ZL’1+£L’2+£L’3:1
I1—|—2$2—|—2I3:3 (11)

1 — 29+ x3 = 1.

Reseni. Nejprve tuto soustavu, jejiz rovnice jsou rovnicemi rovin g1, g2 a g3 v afinnim prostoru
(R3 R3, —), vyfesime jako obvykle pomoci Gaussovy elimina¢ni metody:

1 1 1)1 1 1 11 1 1 11\ =z=-1
1 2 213])-r1~10 1 12 ~ 10 1 1|2]|= 2=
1 -1 1|1) —ry 0 -2 0|0/ +2rs 0 0 2|4) = z3=

Vyfesme tutéz soustavu v projektivnim rozsifeni afinniho prostoru (R3, R, —). Rovnice nabudou
tvaru

§1+&+8—8&%=0
§1+286 +28 -3 =0 (12)
& —&+8—8&=0
Soustavu (12), jejiz rovnice jsou rovnicemi rovin g1, g2 a g3 v projektivnim rozsifeni afinniho prostoru

(R3,R3, —), vyFesime opét pomoci Gaussovy eliminaéni metody (za ¢arou by byly samé nuly — dohodnéme
se, ze je tam nebudeme psat):

1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 —-1\=&=—t
1 2 2 3|-r1~|{0 1 1 =2 ~10 1 1 =2|=¢&=0
1 -1 1 -1/ -1y 0 -2 0 0/ +2rp 0 0 2 —4)=¢EM=t4E=2t
Soustavé (12) tedy vyhovuji homogenni soufadnice
(517 527 537 50) = (_tu 0» 2t7 t) = t(_]-v 07 27 1) (13)

Volbou &y =t = 1 obdrzime homogenni soutadnice vlastnich bodi X = [z1, z2, z3] € 01 N 02 N 03:
(z1,29,23,1) = (—1,0,2,1), tedy X =[-1,0,2] je FeSenim soustavy (11).

Volbou &y =t = 0 obdrzime homogenni soufadnice nevlastnich bodu (smért) ((v1,v2,v3)), které maji
roviny 01, 02 a 03 spolecné:

(v1,v2,v3,0) = (0,0,0,0), ale ((0,0,0,0)) ¢ Ps.

Proto nemaji roviny g1, 92 a g3 zadny spoleny (nenulovy) jednosmér! O
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4 Vyuziti pri hledani asymptot
Ptechod do projektivniho rozsfieni afinniho prostoru (R?,R?, —) miiZeme vyuzit také pii hledani
asymptot funkce.

y 5 222 + 1
Piiklad 4.1. Naleznéte asymptoty funkce f(x) = T
x

Reseni. Re$eni s prechodem do projektivniho rozsifen{ afinni roviny (R?,R?, —) by mohlo vypadat, jak
nasleduje.
Soufadnice kazdého vlastntho bodu X = [z,y] € R? lezictho na grafu funkce f spliiuji

20741
v= x4+2
Odtud
yr + 2y — 222 —1=0.
Substituci z = %1, ay = % zjistime, Ze homogenni soufadnice (£1,&2,&p) vlastniho bodu {((z,y,1))
splnuji

Exby + 26260 — 267 — &5 = 0. (14)
Jde tedy o kvadriku (hyperbolu):

2 -2 0 3
f(&1,62,60), (&1,€2,60)) = (61,62,80) - | =5 0 —1[-|& | =0. (15)
0 -1 1 €o

Jeji nevlastni body N = ((v1,v2,0)) (sméry asymptot) zjistime z (14) prechodem: & = v1, & = va,
& — 0. Obdrzime:
VU1 — 21}% =0.

ProtoZe vouy — 207 = vy (vy —2v1) = 0, je zFejmé, Ze tato kvadrika ma dva nevlastni body s homogennimi
souradnicemi

N1 = (1}1,1)270) = t(O, 1,0),

N2 = (1}1, V2, 0) = t(l, 2, O)

Funkce f proto bude mit asymptotu p; se smérovym vektorem (0,1) a asymptotu ps se smérovym
vektorem (1, 2). Rovnice asymptot (jedna se vlastné o teény kvadriky v nevlastnich bodech) pak mazeme

40 +Y

Obrazek 4 Graf funkce y = 2e%41

x+2
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urcit z (15) jako

2 -3 0\ (&
p1: f(N17(517€27£0)):(07170) _% 0 -1 §2
0 -1 1) \&
= *%fl =& =0, (16)
2 -1 0 &
P2 f(NQa(ghf%g())) = (17270) _% 0 -1 . 52
0 -1 1) \&
=& — %52 =25 =0. (17)

Rovnice (16) a (17) jsou v projektivnim rozsifeni afinni roviny rovnicemi piimek (asymptot)

p1: —r—2=0,
P2t 20 —y—4=0. 0

5 Vyuziti v pocitacové grafice

Projektivni rozsiteni afinni roviny je mozné vyuzit v pocitac¢ové grafice, protoze umoznuje jednotny
matematicky popis geometrickych transformaci (viz napiiklad [5]).

Miizeme uvazovat napifklad translaci (posunut{) a rotaci (oto¢eni). Oznaéme r,, : R? — R? rotaci
kolem poédtku o thel a. Toto zobrazeni zobrazuje bod X = [x1, z2] na bod rq([z1,x2]) = X' = [z, z5]
a z vlastnosti ndsobeni komplexnich ¢isel snadno odvodime (viz Obrazek 5), ze

/ : / .
Ty = 21CO08@ — TSIl & . . z cosa —sino x

! . maticove: =1 Y. (18)
Ty = X1 SInQ + Ty COS Ty sin « cos o X9

Podobné posunuti o vektor (a,b) je zobrazeni p, ) : R? s R?, které zobrazuje bod X = [z1, x2]
na bod pap ([T1,22]) = X' = [#], 5], kde

T =x1+a . o 7y z1 a
, zapsano maticove: ;= + .
xg=x2+b T4 T2 b

Vidime, ze zatimco rotaci realizujeme nasobenim matic, posunuti provedeme souctem matic. Pfecho-
dem do projektivniho rozsiteni afinn{ roviny muzeme rotaci, posunuti i jejich slozeni realizovat sou¢inem
matic. Sta¢{ si uvédomit, Ze rotace bod X s homogennimi soufadnicemi (£1,&2,&y) = &o(x1,22,1)
zobrazuje na bod s homogennimi soufadnicemi (£1,&5,&5) = & (x), 25, 1), kde

) =x1cosa— rasina ) cosae —sina 0 1

xh =z sina + x2 cosa maticove: zh | = | sina cosa 0 To

I=1 1 0 0 1 1
R,

Snadno se rozmysli, 7e R, = R_, = R/.
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Podobné posunuti o vektor (a,b) zobrazuje bod X s homogennimi souradnicemi (&1,&2,&p) =
&o(z1,2,1) na bod s homogennimi soufadnicemi (&4, &5, &) = &y(x1, x5, 1), kde

vy =z +a Ty 1 0 a T

rh=1x9+0b maticové: =10 1 b T2

1=1 1 0 0 1 1
Pa)

Snadno se rozmysli, ze P@lb) = P(_4,_p)- Tato maticovd reprezentace umozinuje snadnou transformaci

X' = [z7, z3]

Obrazek 5 Rotace bodu X kolem pocatku o thel a. Vime, Ze (z1 + iz2)(cosa +
isina) = r(cos p+isinp)(cosa+isina) = r(cos(a+ ) +isin(a+p)) =
x| +ixl. Ale plati také (r1 +iz2)(cos a+isina) = (x1 cosa —x2 sina) +
i(z1sina+za cosa) = x’l +ix’2, Srovnanim redlnych a imagindrnich ¢asti
v posledni rovnosti obdrzime rovnice (18).

obrazki. Napiifklad matici rotace obrazku kolem bodu [m,n] o ihel a obdrzime jako soudin matic:

1 0 —m cosae —sina 0 1 0 m
P_p_ny Ra Pipy=10 1 —n|[-|sina cosae 0]-10 1 n
0 0 1 0 0 1 0 0 1
cosa —sina —m 1 0 m
= [ sina cosao —n|-|10 1 n
0 0 1 0 0 1
cosa —sina mcosa—nsina—m
= | sinx cosa msina+ncosa—n
0 0 1

Poznamenejme, Ze s touto aplikaci projektivniho rozsiteni se (alespon podle nize uvedené osnovy)
studenti informatiky setkaji ve ¢tvrté prednésce predmétu 460-2021/05 — Zaklady pocitacové grafiky.

Osnova predmétu (pfednasky)
1. Uvod, rastrovy a vektorovy popis (bod, vektor, pfimka, soutfadny systém), generovani objektl
v rastru (interpolace).

2. Graficky hardware, funkéni schéma (rendering pipeline). Uvod do standardniho zobrazovaciho
fetézce (OpenGL).

3. Reprezentace 3D objektu (polygonalni, CSG, procedurdlni reprezentace). Topologie. Forméty
(OBJ apod.).

4. Transformace v PG (translace, rotace, zména méritka), homogenni souradny systém.
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6

Zavér

Zarazeni projektivniho rozsifeni afinniho prostoru do vyuky by pro vyucujici bylo jisté zajimavé a pro
studenty aplikované matematiky i informatiky jisté uzitecné. Bylo by to ale také velice obtizné. Obtizné
pro vyuéujici. Uz pred zkracenim semestru na VSB-TUO na tfindct tydnt ¢asto marné bojovali s ¢asem
aby stihli probrat vse, co stihnout méli. Obtizné pro mnohé studenty. Vzhledem k nastaveni prijimaciho
tizeni nezanedbatelna ¢ast z nich sice bez potizi s¢ita c¢isla celd, o ¢islech racionédlnich se to ale fici neda.
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Fraktaly a GeoGebra

Jana Volng™ Petr Volny

VSB - Technicka univerzita Ostrava
17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava-Poruba

Abstrakt Chtéli bychom predstavit moznosti GeoGebry pii tvorbé fraktala.

Klicova slova GeoGebra, fraktaly.

1 Uvod

S fraktaly se mizeme potkat na mnoha mistech. Na Wikipedii [5] se napt. mizeme docist, ze fraktal je
podle pivodni Mandelbrotovy definice [3] mnoZina, jejiz Hausdorffova dimenze je vétsi nez dimenze
topologicka. Lze jej také definovat ponékud jednoduseji jako geometricky objekt, ktery

e je sobépodobny — znamena to, ze pokud dany utvar pozorujeme v jakémkoliv méritku ¢i rozlisent,
pozorujeme stale opakujici se uréity charakteristicky tvar (motiv),

e miva na prvni pohled slozity tvar, ale je generovan opakovanym pouzitim jednoduchych pravidel.

Fraktaly se jevi jako nejslozitéjsi geometrické objekty, které soucasnad matematika zkouma, maji
vSak casto prekvapivé jednoduchou matematickou strukturu.

Fraktaly lze rozdélit podle zpisobu jejich generovani na geometrické (striktné sobépodobné, napt. Ko-
chova vlocka), algebraické (iterace komplexnich funkei, napf. Mandelbrotova mnozina), stochastické
(ndhodné, modelujici pfirodu) a L-systémy (Lindenmayeriv systém je varianta formélni gramatiky,
vyvinutd pro modelovan{ ristu rostlin, napi. Gosperova kiivka). Vice informac{ naleznete napt. na
strance Wikipedie nebo na strance https://www.ksr.tul.cz/fraktaly/geometrie.html.

Fraktaly lze vytvaret v celé fadé grafickych programii, nasim programem je GeoGebra. Inspiraci pro
tento pifspévek byl workshop na akci Uziti poéitacii ve vyuce matematiky, ktery probéhl v Ceskych
Budéjovicich ve dnech 13.—15. listopadu 2025. Workshop s ndzvem , Fraktaly v GeoGebie“ vedl kolega
Mgr. Tom4s Fabidn z Gymnézia ve Dvore Kralové nad Labem [2]. Workshop byl velmi pékny a podnétny,
nicméné nas napadlo, zdali by se nenasel jednodussi postup tvorby fraktdlt v GeoGebre idedlné tak,
aby kazda rekurze pri tvorbé fraktdlt byla generovana pokud mozno co nejjednoduse;ji.

Odkazujeme také i na dalsi ndvody na tvorbu fraktali v GeoGebte, kterymi se zabyval uzivatel
GeoGebry Rudolf Mélek, jehoz névody jsou k dispozici na prilozenych odkazech.

« 01_VZOR_PYTHAGORUV STROM
https://www.geogebra.org/m/esfqcaas

e 02_VZOR_TROJUHELNIKY
https://www.geogebra.org/m/rp3rtwft

<] Y. .
Korespondenéni autor (jana.volna@vsb.cz).
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« 03_VZOR_CTVERCE
https://www.geogebra.org/m/brictyrd

+ 04 VZOR_FRAKTALOVY STROMECEK
https://www.geogebra.org/m/pgfeuudd

Névod na tvorbu Pythagorova stromu naleznete také v prispévku Jany Bélohlavkové ve sborniku
semindfe Moderni matematické metody v inzenyrstvi, 2013, viz [1].

Zde jsou dalsi odkazy, na kterych se mizete podivat na jiz hotové fraktaly.

o Modificato da: Fractal '5 Squares’ (leucotea, Arthur Lee)
https://www.geogebra.org/m/q8tp35ht
(pouziva posloupnosti a stejnolehlost)

o Fractal Tree (John Golden)
https://www.geogebra.org/m/dkdPeHhg
(pouziva vlastni néstroj treebranch na tvorbu dvou novych vétvi a klikdni)

o fractal fern (rob)
https://www.geogebra.org/m/UqCTFRZP
(jiny pohled na fraktal kapradi s vyuzitim ndhodnych é&isel)

o Fractal tipo Newton (Carlos Fleitas)
https://www.geogebra.org/m/hul9bg7E
(fraktél pomoci komplexnich ¢isel)

o Pythagoras tree fractal (Juan Carlos Ponce Campuzano)
https://www.geogebra.org/m/VU43UVUp
(pouzivé vlastni ndstroj points a posloupnosti, stejné jako my)

Vétsina konstrukei je zalozena na tvorbé nového néstroje, ktery se pomoci klikani pouzivd na
vytvareni novych ¢asti fraktali. A pokud chceme ziskat vyssi rekurzi, tak je toho klikdni pomérné
hodné. Proto jsme se pokusili o zjednoduseni konstrukce fraktala prostrednictvim kombinace prikazu
GeoGerby Novy nastroj a prikazu Posloupnost, resp. piikazu Iterace. Takova konstrukce pak bude
vice automatizovand, a tedy i méné klikaci.

Na zacatku tvorby aplikace pro konstrukci fraktalu bylo dulezité si rozmyslet, co budou vstupni
objekty a co budou vystupni objekty jednotlivych nové vytvorenych nastroji. Vétsinou jsme pro tvorbu
jednoho fraktdlu pottebovali vytvorit alespon dva néastroje, pricemz prvni z nich byl podobny tém, se
kterymi jsme se seznamili na workshopu kolegy Fabidna, nebo které jsme nasli na webu. Druhy nastroj
pak ze seznamu jiz vytvorené casti fraktalu generuje novy seznam pro dalsi rekurzi.

2 Konstrukce fraktalu 1 - Sierpinského trojuhelnik

V GeoGebrie vytvorime fraktal, ktery je zndm jako Sierpinského trojihelnik.

2.1 Vytvoreni fraktalu pomoci klikani

Nejdrive si vytvorime néstroj, ktery dvéma bodum A, B v roviné vytvori prevraceny stfedovy trojihelnik
(diru uprostied) v rovnostranném trojihelniku se zékladnou A, B.

e V roviné vytvorime dva body A, B.

e Pro lepsi predstavu sestrojime rovnostranny trojihelnik pomoci néstroje Pravidelny mnoho-
dhelnik, vybereme body A, B a zaddame pocet vrchola 3.
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Obrazek 1 Sierpinského trojuhelnik, Wikipedia

e Do vstupu zadame postupné

D=Rotace(B,60°,StredSoumernosti(A,B))
E=Rotace(StredSoumernosti(A,B),60°,4A)
F=StredSoumernosti(A,B)
Mnohouhelnik(D,E,F)

e U vytvoreného trojuhelniku nastavime vhodnou barvu, nepruhlednost, tloustku ¢ary na minimum.

e 7 Menu vybereme ,Vytvorit novy nastroj ...“, Vystupni objekty budou trojihelnik t1 a body
D, E, F. Vstupni objekty budou body A, B, nazev ,Novy trojtihelnik s body*, ptikaz NovyTroj-
uhelnikBody, napovéda ,dva body“.

Smazeme vsSechny objekty, vytvorime dva body A, B, sestrojime rovnostranny trojihelnik se
zdkladnou AB, nastavime barvu nového trojtihelniku.

Vybereme nastroj ,,Novy trojihelnik s body“ a postupné klikdme na dvojice bodi AB, AF, FB, ED,
AlIF, ...
Na zavér muzeme skryt vSechny body.

Je mozné pfidat posuvnik n od 1 do 3 (droven fraktdlu, ke které jsme se doklikali). Podle hodnoty
posuvniku se budou zobrazovat trojithelniky az do irovné n. Do podminek zobrazeni objektu pro prvni
trojtihelnik DEF napiSeme n>=1, pro mensi trojihelniky GHI, JK L, M NO napiSseme n>=2 atd.

2.2 Tvorba fraktalu pomoci novych nastroji

Zacneme uplné od zacatku. Nejdrive si vytvorime néastroj, ktery dvéma bodim vytvori stredovy
prevraceny trojuhelnik. Pouzijeme trochu rychlejsi zptsob nez v predchozim postupu.

e V roviné vytvorime dva body A, B.

e Do vstupu zaddme

Mnohouhelnik (Rotace(B,60°,StredSoumernosti(A,B)),
Rotace(StredSoumernosti(A,B),60°,A),StredSoumernosti(A,B))

67


https://konference3mi.vsb.cz/
https://en.wikipedia.org/wiki/Sierpi�ski_triangle

MODERN{ MATEMATICKE METODY V INZENYRSTV{ 2026

Obrazek 2 Tvorba trojihelniki v GeoGebte

¢ U vytvoreného trojuhelniku nastavime vhodnou barvu, nepruhlednost, tloustku ¢ary na minimum.

e 7 Menu vybereme ,,Vytvorit novy nastroj...“, Vystupni objekt bude Trojuhelnik t1, Vstupni
objekty budou body A, B, nazev ,Novy trojuhelnik“, piikaz NovyTrojuhelnik, ndpovéda ,dva
body*.

Piikaz NovyTrojuhelnik pouzijeme pro tvorbu seznamu trojihelnik a seznamu novych tsecek ze
zndmého seznamu usecek.

o Vytvorime seznam, ktery bude vstupnim seznamem nového néstroje, tento seznam nesmi byt
vazany na jiz existujici body. Zadame do vstupu

PrvniUsecka={(6,1),(11,1)}

e Ze seznamu PrvniUsecka postupné vytvorime t¥i seznamy novych tsecek.

e Prvni novy seznam bude pro kazdou dvojici bodu ze vstupniho seznamu vytvaret dvojice, které
pri tvorbé predchoziho nastroje odpovidaly bodim A, F,

useckyl=Posloupnost(
{
Prvek(PrvniUsecka,b),
StredSoumernosti (
Prvek (PrvniUsecka,b),
Prvek(PrvniUsecka,b+1)
)
},
b,1,Delka(PrvniUsecka),?2
)

e Druhy novy seznam bude pro kazdou dvojici bodt ze vstupniho seznamu vytvaret dvojice, které
pri tvorbé predchoziho nastroje odpovidaly bodam F, B,
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usecky2=Posloupnost(
{
StredSoumernosti (
Prvek (PrvniUsecka,b),
Prvek (PrvniUsecka,b+1)
),
Prvek (PrvniUsecka,b+1)
3,
b,1,Delka(PrvniUsecka),2
)

e Treti novy seznam bude pro kazdou dvojici bodfi ze vstupniho seznamu vytvaret dvojice, které
pri tvorbé predchoziho nastroje odpovidaly bodim E, D,

usecky3=Posloupnost (
{
Rotace(

StredSoumernosti (
Prvek (PrvniUsecka,b),
Prvek (PrvniUsecka,b+1)

),

60°,Prvek (PrvniUsecka,b)

),

Rotace(
Prvek(PrvniUsecka,b+1),60°,
StredSoumernosti (

Prvek (PrvniUsecka,b),
Prvek(PrvniUsecka,b+1)
)
)
},
b,1,Delka(PrvniUsecka),?2
)

e Spojenim téchto tii seznamu dostaneme novy seznam dvojic bodu pro tvorbu dalsi drovné fraktalu.

NoveUsecky=Spoj (
{
Spoj (useckyl),
Spoj (usecky2),
Spoj (usecky3)
}
)

e Zaroven vytvorime seznam, ktery bude obsahovat trojihelniky vytvorené z ivodniho seznamu
PrvniUsecka pomoci nastroje NovyTrojuhelnik,

NoveTrojuhelniky=Posloupnost (
NovyTrojuhelnik(
Prvek(PrvniUsecka,b),
Prvek(PrvniUsecka,b+1)
),
b,1,Delka(PrvniUsecka),?2
)
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e Seznamy useckyl, usecky2, usecky3 a NoveUsecky skryjeme, u seznamu NoveTrojuhelniky
nastavime barvu, neprihlednost, tloustku ¢ary na minimum.

e 7Z Menu vybereme ,Vytvorit novy nastroj...“, Vystupni objekty budou seznamy NoveTroj-
uhelniky, NoveUsecky. Vstupni objekty bude seznam PrvniUsecka, nazev ,Nova troven trojihel-
nikt“, piikaz NovaUrovenTrojuhelniku. Napovéda k nastrojim: ,Vyberte seznam dvojic boda“.

Kdyz mame nastroj vytvoreny, tak si ho mizeme vyzkouset. Vybereme si v ndkresné nebo vytvorime
dva body V,W. Vytvorime z nich seznam 11={V,W}. Sestrojime rovnostranny trojihelnik s vrcholy V/,
W, nastavime barvu a neprtihlednost. Vybereme nastroj ,,Nova troven trojihelnika“ a klikneme na
seznam 11. Vytvoi{ se dva nové seznamy, 12 (je zobrazeny) pro trojtihelniky a 13 (nen{ zobrazeny)
pro nové dvojice bodt. S aktivnim nastrojem ,Nova droven trojihelnikt“ mitizeme kliknout na 13 pro
vytvoreni dal$ich dvou seznamu pro dalsi droven, pak kliknout na 15 atd. Muzeme si tak rychle vytvorit
libovolny vhodny pocet drovni fraktalu.

Pokud nové trojihelniky v Nékresné nevidime, mohou byt schované pod rovnostrannym trojihelni-
kem se zakladnou VW a v tom pripadé je mizeme zkusit presunout do vyssi vrstvy.

Viditelnost kazdé drovné fraktdlu mizeme nastavit podle hodnoty posuvniku n, seznam trojihel-
nikt 12 pujde vidét pro n>=1, seznam 14 pujde vidét pro n>=2, seznam 16 pujde vidét pro n>=3 atd.

n=4

®

Obrazek 3 Sierpifiského trojtahelnik 4. rekurze v GeoGebre

2.3 Jiny pohled na fraktal Sierpinského trojahelnik

Fraktal Sierpinského trojuhelnik Ize také ziskat pomoci polohy bodu, které vznikaji ndhodné pomoci
urcitého pravidla. Staéi v GeoGebie vytvorit tii vrcholy trojihelniku A, B, C a ¢tvrty bod P. Poloha
bodu P se bude v kazdém kroku ménit tak, ze se posune na polovi¢ni vzdalenost od ndhodné zvoleného
vrcholu A, B nebo C.

e Vytvorime body A, B, C a P.
e Vytvorime seznam 11={A,B,C}

o Vytvorime posuvnik a a do Skriptovani - Po aktualizaci napiseme

NastavitHodnotu(P,StredSoumernosti(P,Prvek(11,NahodneMezi(1,3))))
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¢ Bod P zmensime, nastavime vhodnou barvu, zapneme jeho stopu a presuneme na vrchol C.
Zapneme animaci posuvniku a a pockame na vysledek.

. — R :...: . ‘ :,\. 4 g % uﬁ\ﬁéf;

Obrazek 4 Sierpifiského trojtihelnik generovany pomoci ndhodné polohy bodu

3 Konstrukce fraktalu 2 - Strom

V GeoGebre pomoci novych nastroju vytvorime fraktdl, kterému se Casto riké fraktalni strom.

Obrazek 5 Fraktalni strom

(https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Fractal_canopy.svg)
(https://www.pngegg.com/cs/png-ymhfb)

3.1 Nastroje pro tvorbu novych dvou vétvi

Nejdrive si vytvorime nastroj, ktery dvéma bodim A, B v roviné vytvori dvé nové vétve vychazejici
z bodu B. V jednodussi varianté muzeme zvolit pevny thel «, ktery nové vétve sviraji s iseckou AB,
a pevny nasobek p, na ktery se zkrati délka novych vétvi. Pokud chceme mit moznost tyto hodnoty
zmeénit i po vytvoreni stromu, tak si nejdfive vytvorime posuvniky, které musime zahrnout do vstupnich
objekti nového néstroje.

e Vytvorime posuvnik o od 0° do 180°.

e Vytvorime posuvnik p od 0 do 1, krok 0.01.
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¢ V roviné vytvorime dva body A, B.

e Do vstupu postupné zadame

C=B+p* (B-A)
D=Rotace(C,a,B)
E=Rotace(C,-a,B)

e Vybereme néstroj ,Lomend ¢ara“ a klikneme postupné na body D, B, E, D.
e U vytvorené lomené ¢ary nastavime vhodnou barvu a tloustku ¢ary, skryjeme popis.

e 7 Menu vybereme ,,Vytvorit novy ndstroj...“, Vystupni objekt bude lomena ¢ara f, Vstupni
objekty budou body A, B, thel a a ¢islo p, ndzev néstroje ,Nové vétve“, piikaz NoveVetve.
Népovéda ,,Dva body, thel a cislo“.

e Pokud bychom chtéli vSechny nové vétve vytvaret ru¢né klikdnim, tak miazeme z Menu vybrat
5, Vytvorit novy nastroj...“, u kterého do Vystupnich objekt priddme kromé lomené ¢ary f také
nové body D, E. Vstupni objekty budou body A, B, thel « a ¢islo p. Nazev nastroje ,,Nové vétve
s body“, pfikaz NoveVetveBody, ndpovéda ,Dva body, tihel a ¢islo®.

Néstroje je vhodné vyzkouset na libovolnych novych bodech v nédkresné.

a =40°
(]
p=0.75
K L
@ (0] @ (5}
e
J M
C
D & E N "
Q@ ® Q@
B €]
® (¢}
A
F
® °

Obrazek 6 Tvorba novych vétvi v GeoGebte pomoci néstroje ,,Nové vétve s body*

3.2 Rychlejsi verze tvorby nastroje ,Nové vétve®
¢ Vytvorime posuvnik o od 0° do 180°; posuvnik p od 0 do 1, krok 0.01; a dva body A, B.

e Do vstupu zadadme

LomenaCara(
Rotace (B+p*(B-A) ,«,B),
B,
Rotace (B+p*(B-A) ,-a,B)
)

e U vytvorené lomené ¢ary nastavime vhodnou barvu a tloustku ¢ary, skryjeme popis.

e 7 Menu vybereme , Vytvorit novy nastroj...“, Vystupni objekty bude lomend ¢ara f, Vstupni
objekty budou body A, B, thel a a ¢islo p, ndzev néstroje ,Nové vétve“, prikaz NoveVetve.
Népovéda ,,Dva body, thel a cislo“.
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3.3

Tvorba nastroje pro automatickou tvorbu nasledujici irovné fraktalu strom
V Nakresné nechdme posuvniky « a p, vSechno ostatni smazeme.

Vytvorime seznam, ktery bude vstupnim seznamem nového nastroje, tento seznam nesmi byt
vazany na jiz existujici body. Zadame do vstupu

PrvniDvojice={(8,1),(8,4)}
Ze seznamu PrvniDvojice vytvorime seznam lomenych ¢ar pomoci prikazu NoveVetve.

NovaUrovenVetvi=Posloupnost (
NoveVetve (
Prvek(PrvniDvojice, b),
Prvek(PrvniDvojice, b+1),
o,p
),
b, 1, Delka(PrvniDvojice), 2
)

Nastavime barvu, tloustku.

NovaUrovenDvojic=Spoj (
Posloupnost (
{
Prvek(PrvniDvojice,b+1),
Rotace(
Prvek(PrvniDvojice,b+1)
+p* (Prvek (PrvniDvojice,b+1)-Prvek (PrvniDvojice,b)),
o,
Prvek(PrvniDvojice,b+1)
),
Prvek (PrvniDvojice,b+1),
Rotace(
Prvek(PrvniDvojice,b+1)
+p* (Prvek (PrvniDvojice,b+1)-Prvek (PrvniDvojice,b)),
-,
Prvek(PrvniDvojice,b+1)
)
},
b,1,Delka(PrvniDvojice),2
)
)

Tento seznam skryjeme.
Z Menu vybereme , Vytvorit novy nastroj..., Vystupni objekty budou seznamy NovaUrovenVetvi,

NovaUrovenDvojic, Vstupni objekty budou seznam PrvniDvojice, ihel « a ¢islo p, ndzev nastroje
,Nova troven stromu“, prikaz NovaUrovenStromu, nidpovéda ,seznam dvojic, thel a ¢islo“.

Novy néstroj pouzijeme na nové vytvorené seznamy dvojic pro vytvoreni dalsi irovné. Seznamy
lomenych c¢ar slouzi k zobrazeni nové tirovné.

Vytvorime posuvnik n, jehoz maximalni hodnotu nastavime na pocet nové vytvorenych seznamii
vétvi. Do podminek zobrazeni nové vytvorenych seznamt vétvi pfiddme podminku zavisejici na
hodnoté n.
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Obrazek 7 Strom 10. rekurze v GeoGebre

4 Konstrukce fraktalu 3 - Kochova krivka

V GeoGebre pomoci nového nastroje vytvorime fraktal, kterému se ¥ikd Kochova kiivka.

n=4
®

Obrazek 8 Kochova kfivka

4.1 Kochova krivka pomoci nového nastroje a prikazu Posloupnost

¢ Vytvorime dva body A, B.

e Postupné vytvorime t¥i nové body

C=A+1/3(B-A)
E=A+2/3(B-A)
D=Rotace(E,60°,C)

¢ Body spojime tiseckami

seznaml={
Usecka(A,C),
Usecka(C,D),
Usecka(D,E),
Usecka(E,B)
}
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Obrazek 9 Nastroj KochKrok pro Kochovu kfivku v GeoGebre

e 7 Menu vybereme ,, Vytvorit novy nastroj...“, Vystupni objekty seznamil, Vstupni objekty body
A, B, néazev i ptikaz KochKrok, ndpovéda ,dva body*“.

o Pomoci néstroje KochKrok budeme ze seznamu tisecek postupné vytvaret nové seznamy novych
usecek ndsledujici rekurze (méni se pouze ¢isla na konci ndzvi seznamt).

e seznam2=Spoj(
Posloupnost (
KochKrok(
Vrchol (Prvek(seznaml,m),1),
Vrchol (Prvek (seznamil,m) ,2)
),
m,1,Delka(seznami)
)
)

e seznam3=Spoj(
Posloupnost(
KochKrok(
Vrchol (Prvek(seznam2,m),1),
Vrchol (Prvek(seznam2,m),2)
),
m,1,Delka(seznam?)

)

e seznam6=Spoj (
Posloupnost (
KochKrok (
Vrchol (Prvek (seznam5,m),1),
Vrchol (Prvek(seznamb,m) ,2)
),
m,1,Delka(seznam5)
)
)

e Vytvofime posuvnik n od 1 do 6, krok 1. Do podminek zobrazeni jednotlivych seznamt pridame
podminku n==1 pro seznaml, podminku n==2 pro seznam?2, ..., podminku n==6 pro seznamé.
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e Skryjeme nepotiebné body.

4.2 Kochova vlocka s vyuzitim prikazu Iterace

Obrazek 10 Kochova vlocka pro n = 4

Na zacatku vytvorime nastroj KochKrok stejnym zptisobem, jako v predchozim postupu.
e Vytvorime dva body A, B.

¢ Postupné vytvorime t¥i nové body

C=A+1/3(B-A)
E=A+2/3(B-A)
D=Rotace(E,60°,C)

¢ Body spojime tseckami

seznaml={
Usecka(A,C),
Usecka(C,D),
Usecka(D,E),
Usecka(E,B)
}

e 7 Menu vybereme ,Vytvorit novy nastroj...“, Vystupni objekty je seznaml, Vstupni objekty jsou
body A, B, nazev i prikaz KochKrok, napovéda ,dva body*“.

V dalsich krocich si vytvoiime posuvnik a trojihelnik, jehoz t¥i strany budou tfemi poc¢atec¢nimi
useckami pro pouziti nastroje KochKrok.

e Vytvorime posuvnik n od 1 do 6, krok 1.

¢ Vytvorime rovnostranny trojihelnik B, A, F, trojihelnik i body skryjeme.
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5

e Do vstupu napiSeme

Koch=Iterace(
Spoj(
Zip(

KochKrok (
Vrchol(s,1),
Vrchol(s,2)

),

s,L

)
),
L,{{Usecka(A,B) ,Usecka(B,F),Usecka(F,A)}},n
)

Zavér

V prispévku jsme predstavili nékolik moznosti tvorby fraktali v GeoGebre. Planujeme vyuzit nékteré
nejjednodussi konstrukce pii realizaci krouzku ,Hravd matematika s pocitacem® v ramci Junior
univerzity na VSB-TUO [4]. Aplety jednotlivich fraktalit v GeoGebie naleznete na adrese https:
//www.geogebra.org/m/eynakptd#chapter/1324125, resp. https://ggi.vsb.cz/.

Podékovani Autori dékuji za podporu Katedfe matematiky, Fakulta stavebni, Vysokd Skola banska —
Technicka univerzita Ostrava.
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Zkusenost s Copilot agentem
pri tvorbé STACK uloh

Zuzana Patikova ™

Univerzita Toméase Bati ve Zliné
Nad Stranémi 4511, 76005 Zlin

Abstrakt Clanek shrnuje zkusenost s vyuzitim Copilot agenta pfi tvorbé matematickyjch
tloh v systému STACK. Specializovany agent s pristupem k dokumentaci mél za cil urychlit
pripravu zadani a generovat i kompletni XML soubory pro Moodle. Testovani ukazalo, ze
AT dokaze vyrazné zjednodusit tvorbu tlohy, zpétné vazby i kédu v Maximé, coz je cenné
zejména pro zacinajici autory. Soucasné se vSak v pripadé neodladéného pouziti objevily
nedostatky, naptiklad chyby v XML ¢i pouzivani nepodporovanych funkci. Jako praktické
doporuceni se osvédcilo vychazet z vlastni sablony tlohy. Copilot agent se ukazal jako
uziteénd podpora, i kdyz stéle vyzaduje kontrolu zkuseného uzivatele.

Kli¢ova slova Generované tdlohy, STACK, moodle, AT agent.

1 Uvod

Na Univerzité Tomase Bati ve Zliné vyuziva ¢ast vyucujicich matematiky uz nékolik let systém STACK
[1], [2], [3] jako plugin Moodlu pro procvi¢ovani matematiky i pro priibézné hodnoceni studentii. STACK
umoznuje vytvaret dlohy s automatickou kontrolou vysledki, generovanim ndhodnych parametri
a vétvenou zpétnou vazbou. Vyhodou je moznost pripravit propracované, adaptivni a objektivné
hodnocené tlohy, které odpovidaji pozadavkim danych kurzt nebo funguji pro potieby zopakovani
a procviceni prerekvizitniho uc¢iva. Pro univerzitni prostfedi ma STACK oproti jingym podptrnym
produktiim jesté jednu zasadni vyhodu: vyucujici maji plnou kontrolu nad tlohami i celym hodnocenim.
Vidi dovniti kazdého kroku, mohou tulohy upravovat, zdokonalovat a podle potfeby opakované pouzit.
Oproti ¢isté Al generovanym aktivitdm nejde o ,c¢ernou skiinku® — vzdélavatel zustavd tim, kdo
rozhoduje o zadani, kritériich i interpretaci vysledkt. Nevyhodou vSak ztstava casova narocnost tvorby
a také pomérné vysoka odbornd bariéra — zejména pokud chce autor plné vyuzit potencial prostiedi,
pracovat s vétvenou zpétnou vazbou nebo pokrocilejsim kédem v jazyce Maxima.

V posledni dobé roste také zajem o skoleni novych tvircid dloh. Pro zacatecniky byva jednodussi zacit
upravami jiz existujicich tloh a teprve postupné prejit k vlastni tvorbé od nuly. Ale i zkuSenéjsi tvirce
oceni urychleni prace pri tvorbé zédkladu tlohy. Proto jsme se rozhodli otestovat, jak by vhodné pouzity
AT nastroj mohl pomoci. Uméld inteligence dokéze navrhnout strukturu generovanych proménnych
a parametri, popis feseni, navrh analyzy béznych chyb i kéd, ktery by uzivatel jinak skladal dlouhou
dobu. Bézny AI chat ovSem nemd trvalou pamét a na kazdy pozadavek reaguje izolované. Proto
vznikla myslenka vytvorit specializovaného ,agenta“, ktery bude mit prednastavené chovani, pristup

Korespondené¢ni autor (patikova@utb.cz).
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k dokumentaci STACKu a zvladdne generovat i kompletni XML soubory pripravené k importu do
Moodlu. Uz samotné tato ambice mé& kromé zminénych vyhod i tskali — generovani XML vyzaduje
naprostou presnost a sebemensi chyba znamend nefunk¢ni tlohu. Potencial vyuziti Al se zda byt velky,
otazkou je, jak jej pro nase zameéry vyuzit.

2 Postup reseni

Prvni ¢ast experimentu probihala v placené verzi Copilot Pro (M365 Copilot EDU), kterd umoziiuje
nahrévat soubory piimo do prostredi agenta. Az nasledné byl vytvoren agent také ve standardnim
univerzitnim a¢tu. Tento Ucet je soucéasti predplaceného univerzitniho Microsoft baliku — tedy verze
Copilota bez pristupu k aplikacim Office, ktery aktuilné umoznuje agenty bez moznosti nahravani
soubort. Presto fungoval velmi dobre. Klicem vsak bylo uvést vSechny potfebné instrukce, Sablony
a ukazky primo do popisu agenta. Prostor je sice omezeny, ale lze pracovat s webovymi odkazy
a dostatecné stru¢nymi popisy. I tato verze dokézala generovat pouzitelné navrhy STACK loh.

Prvnim krokem bylo zjistit, jak Copilot agent funguje a jak lze nastavit jeho chovani. Copilot
chat navrhl zakladni kostru agenta urc¢eného pro tvorbu STACK tloh, ktera byla postupné doplnéna
o pravidla pro strukturu XML, pouziti jazyka Maxima, pozadavky na zpétnou vazbu a dalsi. V placené
verzi byly dokumentace STACKu a ukazkova tloha nahrdny jako ptilohy, v univerzitni verzi byly
pridany piimo do popisu nebo jako odkaz na webovou stranku.

Jako testovaci priklad byla zvolena jednoduchd tloha: vypocet korent kvadratické rovnice pomoci
vytykani. Diky tomu bylo mozné soustredit se predevsim na kvalitu vygenerovaného XML souboru,
nikoli na slozity matematicky obsah.

Prvni kola testovani nedopadala tispésné, prestoze do prostiedi agenta byla vlozena dokumentace
STACKu. Vzhledem k tomu, ze agent neumi nabidnout XML ke stazeni, bylo nutné vystupni kéd rucéné
vlozit do editoru, ulozit jako .xml soubor a importovat do Moodlu. K tomuto ucelu 1ze pouzit napriklad
Visual Studio, které se ukazalo jako prakticka volba diky kontrole formalni syntaxe, i kdyz by postacil
i poznamkovy blok se zménou pripony. Opakované importy postupné odhalovaly dalsi chyby, takze bylo
nezbytné zptesnovat instrukce a znovu testovat. Agent sice po pridani ukazkové tlohy lépe pochopil
ocekdvanou podobu vystupu, ale generované XML kédy byly zpocatku nepouzitelné — nejcastéji kvuli
chybné syntaxi, nespravnému poradi tagi nebo pouziti prvku, které jsou v bézném XML pripustné, ale
STACK je nepodporuje. Bylo proto nutné agentovi vyslovné zduraznit, ze vysledny XML kéd musi byt
naprosto shodny se Sablonou nejen obsahové, ale i strukturou a poradim vsech blok.
vytvorené piimo v Moodlu. Tato zakladni tiloha obsahovala jen nejnutnéjsi tagy a povinné atributy.
Pokud byl agent jasné instruovan, aby pracoval striktné uvnitt této minimalistické struktury, chybovost
generovanych XML souborti se vyrazné snizila a tvorba tloh se stala stabilnéjsi.

Dalsi potize se objevily v pouzivani kédu jazyka Maxima. Agent generoval matematicky spravné
funkce, ale nékteré z nich nejsou v prostredi STACK podporované. Typickym prikladem je funkce
Hsetify“, kterd v Cisté Maximé funguje, ale v prostfedi STACKu nikoli. Tyto chyby se ¢asto projevi az
pri vyhodnoceni tlohy v Moodlu, coz miize byt matouci zejména pro nové tvirce. Celkové ale plati, ze
pfi dobrém nastaveni agenta a préaci se stabilni minimélni Sablonou lze vétsinu téchto problémi vyrazné
minimalizovat.

2.1 Copilot agent

NiZe je popis dosud finalni verze studovaného agenta. Pokyny vznikaly vyse popsanym procesem, tedy
postupnym ladénim a doplnovanim dalsich a dalsich potrebnych instrukeci. Je vysoce pravdépodobné,
Ze nékteré ¢asti textu jsou zbytné (duplicitni nebo ne zcela relevantni{), popis neprosel optimalizac{
a tvirce v ném kombinoval svoje pokyny s ndvrhy Al. ZkuSenéjsi uzivatel by mohl dojit ke kompaktnéjsi
podobé instrukei.
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Popis agenta

Expert na Moodle STACK (CAS Maxima), zaroved ulitel matematiky. Tvofi
parametrizované ulohy pro vice variant zadani a generuje:

1) Zadani (s TeX).

2) Question variables (Maxima) s ndhodnymi parametry (rand) a validaci.

3) Input (typ: algebraic, multiple-choice nebo jiné dle preferenci uZivatele).
4) Model answer (symbolicky / Ciselné pfes Maxima) .

5) Obecnou reakci: vzorové FeSeni tdlohy tak, aby pouZivala konkrétni
vygenerované proménné.

6) Question note: zadani a vjysledek tdlohy (TeX).

7) Response Tree: testy na spravnost + rozpozndni bé&Znjch chyb s pFizpisobenou
zpétnou vazbou.

8) (Volitelné&) kompletni STACK XML.

Pokyny

Pokud nebylo zad&no nic, doptd$ se na: téma (napf. derivace, integral, rovnice),
obtiZnost (zdkladni/st¥edni/té&zka), typ odpovédi (oteviend/vibér), jazyk (cs/en).
Potom vygeneruje$ vystup v pevném formatu (viz niZe).

Pozor na ndhodné generované proménné, aby vedly na podobnou obtiZnost TeSeni a tedy
na jeden typ postupu TeSeni.

Pouzivej pouze syntaxi Maxima kompatibilni se STACK (viz dokumentace na
https://docs.stack-assessment.org/en/).

TeX kéd mezi \(...\) nebo \[...\], generované proménné mezi {@...@} (vZdy jedna
slozend zavorka a jeden zavinal), maxima prikazy ukoncuj stfednikem;

Model answer musi byt vyhodnotitelny v Maxima/STACK (nap#. ratsimp, diff, factor).
Nastav prt (se zpé&tnou vazbou pro bé&Zné typy chyb).

U Response Tree zadej testy na spravnost + rozpozndni b&Znjch chyb (sign error,
chybné pravidlo, doména, nespravnad algebraicka idprava...), s pfizpisobenou zpé&tnou
vazbou. PouZivej napriklad AlgEquiv, EqualComAss, NumEquiv, CasEqual, s rozumnymi
tolerancemi a predrazenou validaci domény.

Zpétna vazba strucnd, vécna, s hintem na opravu.

Pokud neni specifikovano, pouzij cCeStinu, obtiZnost stfedni, otevienou odpovéd.
Pri oslovovani pouzivat vykani.

Davej body pouze za spravné odpovédi. Pokud by se nékde nabizelo ohodnotit cCast
odpovédi, nejprve se zeptej, jestli nastavit Castecné body.

Ptej se, jestli vygenerovat kompletni STACK XML.

Formadtuj presné podle Sablony ,Output format":

**Question variableds (Maxima):** <Maxima k6éd pro ndhodné parametry + validaci>
**Zadani (TeX + kratké vysvétleni):** <text>

*x*Input (STACK) :**

- type: <napf. algebraic>

- input name: ansl

- (u MCQ) choices: <seznam moZnosti>

**Model answer (Maxima) :**

<Maxima vjraz/vyraz s diff(), ratsimp() atd./proménnd se vzorovou odpovédi>
**Question note** <TeX: konkrétni zadani + vysledek pomoci generovanjch proménnjch>
**0becnd reakce:** <postup resSeni s vyuZitim konkrétnich gemerovanjch proménnjch>
**Response tree (uzly):*x*

1) Validace (doména, tvar)

2) Spravna odpovéd (napf. AlgEquiv)

3) Bézna chyba A (test + feedback)

4) B&zna chyba B (test + feedback)

5) Fallback (Obecn&d napovéda)

**xK1licové pravidlo pro XML:*x*x*
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- Nesmis pridavat z&dné nové tagy ani kontejnery, které nejsou v Sabloné niZe
(nap¥. <inputs>, <prts>).
- XML musi byt striktné kompatibilni s formatem Sablony, nic nevynechavat.

Sablona xml: <minimalni Gloha - vloZit vlastni podle verze STACKu>

3 Vyhody a nevyhody

Vyuziti agenta ma fadu vyznamnych vyhod. Casové nejnirocnéjsi ¢ast — tvorba tlohy, popis spravného
postupu Teseni, tvorba zpétné vazby a navrzeni typickych chyb — mtze byt témér plné automatizovana.
Agent umi pracovat s proménnymi a popsat vysvétleni krok za krokem tak, Ze popis feseni v kazdé
tloze muze obsahovat jeji konkrétni generované hodnoty proménnych. Tim se vyrazné urychli tvorba
iloh, které by jinak zabraly nezanedbatelné mnozstvi ¢asu. ZkusSeny uzivatel si stale zachovava kontrolu
nad celkovym designem tlohy a muze agenta vést pres chat k vhodnéjsim zpusobum fesSeni.

Dalsi vyhodou je moznost standardizovat podobu tloh napri¢ predméty i vyucujicimi. Agent, pokud
je spravné nastaven, dokaze konzistentné pouzivat stejnou strukturu zpétné vazby, format zadani nebo
vypocetni postupy. Uzitecné je také to, ze agent muze slouzit jako ndpovéda pro méné zkusené tvirce:
pomuze vytvorit prvni navrh, ktery pak muze byt dile upraven a doladén.

Vyhodou je i snazsi prenositelnost tloh mezi kurzy nebo dokonce mezi institucemi. Pokud se agent
naud¢i pouzivat urc¢itou sablonu vytvorenou na miru dané instalaci Moodlu nebo STACKu, je mozné
rychle vytvaret vétsi mnozstvi iloh se stejnou strukturou. To muze vyrazné zjednodusit praci tymi,
které spravuji rozséhlejsi banky tloh. S Al je také snazsi experimentovat — béhem nékolika minut lze
vyzkouset vice variant zadani nebo razné formulovanou zpétnou vazbu a vybrat tu nejvhodnéjsi.

Nevyhody vyplyvaji predevsim z toho, ze automaticky generovana tiloha nemusi byt na prvni pokus
funkcéni. Chyby mohou vznikat na ruznych urovnich — od XML struktury pres jazyk Maxima az po
logiku samotné tlohy. Pokud autor neméa zkusSenost s odhalovanim takovych chyb, mize byt ladéni
obtizné. V takovych pripadech je lepsi nepokouset se importovat cely XML soubor, ale vytvaret ilohu
rucné primo v Moodlu a postupné vkladat jednotlivé ¢asti kodu. To umozni 1épe identifikovat misto,
kde se problém objevil. Dalsi nevyhodou je, jak jiz bylo naznaceno, ze agent nemusi vzdy rozlisit
nuance mezi ¢istou Maximou a jeji implementaci v prostfedi STACK. Al muze pouzit funkci, kterd je
matematicky korektni, ale v dané verzi STACKu nedostupné.

Uréitym omezenim je také to, ze Al nemé vlastni intuici pro pedagogické zaméry. Dokéze dobfe
napodobovat strukturu existujicich tloh, ale sama nevi, zda je vhodné nabidnout detailni postup,
nebo naopak studenty vice vést k samostatnosti, nebo jaka cesta k vysledku je z didaktického hlediska
vhodnéjsi v pripadé, Ze je na vybér. Bez jasného zaddni muze agent generovat vysvétleni prilis rozsahlé
nebo naopak prilis struc¢né. Podobné miize generovat zpétnou vazbu, ktera sice dava smysl, ale neodpovida
tomu, jak studenti bézné tesi dany typ tlohy. Nad rdmec toho muze generovat matematicky spravné,
ale didakticky nevhodné kroky. Celkové je tedy Al cennym pomocnikem, ale nikoli ndhradou odborné
a pedagogické expertizy tvirce tlohy.

4 Zavér

Zévérem lze Tict, ze pouzitelnost Copilot agenta pro tvorbu STACK tloh se jednoznacné potvrdila.
Néstroj sice neresi vse, ale dokaze vyrazné zrychlit praci a usnadnit orientaci novym tvurcum. Do
budoucna by bylo uzitetné rozsitit jeho vlastnosti o lepsi formatovani matematického textu tak, aby
odpovidal standardim bézného zapisu. Pri primé substituci parametra totiz Al ve STACKu produkuje
zapisy typu 1x+-3 misto ocekavaného x-3, nevyznacuje zavorky pri dosazovani zapornych ¢isel do vztahti.
Tyto detaily zde nebyly nereseny, ale rozhodné by si zaslouzily optimalizovany postup nebo dalsiho
specializovaného agenta. Vylepseni v této oblasti by déle zvysilo pouzitelnost a komfort tvorby tloh.
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Zkusenosti potvrzuji, ze Copilot agent ¢i jiny obdobny nastroj Al muze byt v budoucnu béznou
soucasti tvorby interaktivnich matematickych tloh. Prestoze vyzaduje kontrolu zkuseného uzivatele,

Vv,

smérovat zejména k lepsimu forméatovani matematického textu a presnéjsSimu porozumeéni pravidlim
prostiedi STACK, coz by zvysilo spolehlivost i vyuzitelnost tohoto ptistupu.
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Graficka interpretace limity funkce
pomoci STACK uloh v Moodle

Vladimir Polasek ™ Lubomir Sedlacek

Univerzita Tomase Bati ve Zliné,
Nad Stranémi 4511, 76005 Zlin

Abstrakt Clinek se zabyva navrhem a tvorbou tloh typu STACK v systému Moodle
zamérenych na graficky vyznam limity funkce jedné redlné proménné s vyuzitim nastroje
GeoGebra. Jsou popsany rizné typy uloh — ilohy se statickymi grafy i interaktivni tlohy,
v nichz studenti manipuluji grafickymi prvky, a feseni téchto tloh je automaticky STACKem
vyhodnocovano. Cilem je ukdzat, jak lze elektronicky testovat nejen vysledky algebraickych
vypocti, ale i hlubsi pochopeni daného pojmu pomoci jeho grafické reprezentace.

Kli¢ova slova STACK, Moodle, GeoGebra, limita funkce.

1 Graficka interpretace limity funkce a dalSich pojmt pomoci
STACK ualoh v systému Moodle

V tomto ¢lanku se chceme vénovat pripravé konstrukce v Geogebre a nastaveni prostiedi v Moodle
pro vybrané tlohy na téma Limity funkci a jejich graficka interpretace. Vysvétlit studenttim pojem
limita funkce pfimo z jeji formalni definice byva pro vyucujictho pomérné narocné, protoze se jedna
o velmi abstraktni koncept matematické analyzy. Proto se pfi vyuce ¢asto vyuziva grafické zndzornéni.
Graf funkce umoznuje vidét jeji prubéh jako celek a intuitivné sledovat, jak se funkéni hodnoty méni
v okoli zvoleného bodu. Z grafu lze také snadno rozpoznat situace, kdy limita v daném bodé neexistuje.
Grafické znazornéni tak predstavuje prirozené propojeni mezi intuitivnim chapanim a formalni, rigorézni
definici. Pomahé studentim nejprve si vytvorit konkrétni predstavu o vyznamu limity a teprve poté
tuto predstavu propojit s presnou formélni definici, a také s presnymi vypocty. Diky tomu se ptivodné
abstraktni pojem stava srozumitelnéjsim a lépe zapamatovatelnym.

Znalost grafické interpretace je dulezitd i u dalSich matematickych pojma a témat, napiiklad
transformace grafu funkei, vliastnosti funkei (sud4, lichd aj.), geometrie v roving, derivace a tecéna ke
grafu funkce a jiné. Diky spojeni STACKu a GeoGebry mohou studenti pfimo pfi feseni tloh vizuédlné
sledovat vyznam daného pojmu, coz zvysuje jeho ndzornost a student se tak danému pojmu zaroven
uci, zejména, pokud lze s grafem manipulovat. Soucasné systém STACK umoznuje uciteli ovérovat
nejen vysledky, ale i hlubsi porozumeéni probirané problematice.

Korespondené¢ni autor (vpolasek@utb.cz).
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2 STACK a GeoGebra

STACK je pluginem systému Moodle, pomoci kterého lze vytvaret matematické a jiné tlohy, generovat
rizné varianty jedné otdzky a ndsledné je automaticky vyhodnotit, viz [1], [3]. P¥itom odpovédi nemusi
byt nutné jen algebraické vyrazy jako vysledky symbolickych vypocta, nebo numerické hodnoty, které
student zadd do systému a ten je vyhodnoti. STACK v kombinaci s Geogebrou nebo knihovnou
JSXGraph podporuje tlohy, kde studenti pfimo manipuluji s grafem ¢i jinymi objekty, bezprostiedné
tak sleduji jejich zmény a STACK nésledné vyhodnocuje jejich nastaveni, viz [2].

Tvorba tlohy, do které je vlozen GeoGebra applet, za¢ind pripravou samotného appletu, tedy
zakladni konstrukce, v prostfedi GeoGebra, k tomu je nutny uzivatelsky tcet na geogebra.org. Ve
vytvorené konstrukci se pripravi vSsechny potfebné objekty, pricemz ty, které maji komunikovat se
STACKem, musi mit shodné nazvy v obou systémech. Konstrukci je tfeba ulozit a zverejnit, aby byla
pristupna ptres web. Ke propojeni STACKu a appletu potfebujeme identifikator, ktery ziskame z URL
adresy appletu.

Dalsi prace probihd v Moodlu pri vytvareni otazky typu STACK. V sekci proménnych se ptipravi
potiebné proménné, symboly a funkce, a nasledné se do textu tlohy vlozi GeoGebra applet s piislus-
nym ID. Podle charakteru tlohy je mozné upravit parametry zobrazeni a parametry komunikace mezi
STACKem a appletem.

Integrace STACKu a Geogebry poskytuje nastroje k vytvoreni jednak tloh se statickymi obrazky,
ale také interaktivni dlohy, v nichz student méni grafické prvky, [3]. V tlohéch se statickym obrézkem
se pomoci proménnych STACKu ndhodné vygeneruji ¢iselné hodnoty, které si nacte GeoGebra a prepise
hodnoty ze zakladni konstrukce. Pomoci téchto hodnot se vykresli graf do pozadované podoby, v jaké
se pak zobrazi v tloze v Moodle. S grafem neni mozné manipulovat, lze nastavit, aby se obrazek dal
posouvat a ménit jeho velikost v rdmci ,ramecku“ webové stranky v pripadé, ze se diky velikosti okna
nezobrazuje graf dostatecné nazorné. Student pak jako odpovédi zadava hodnoty, vyrazy, vlastnosti,
které vycte z grafu, nebo pomoci grafu vypocita.

V piipadé interaktivni alohy princip spoéivé v tom, Ze v GeoGebie pripravime objekty (napt. bod na
grafu, posuvnik, primku, funkei) tak, aby GeoGebra applet, ktery je poté vloZen do textu otdzky, predal
pozadované vlastnosti téchto objektu do STACKu jako proménné — bud jejich aktualni souradnice,
hodnotu posuvniku nebo jiné veli¢iny. Student béhem Feseni tilohy s objekty pfimo manipuluje (napiiklad
posouvéd bod tak, aby se bliZil k urcité hodnoté limity). Po odeslani odpovédi STACK piecte stav
objektl a vyhodnoti, zda studentova volba spliiuje pozadované podminky. Ucitel tedy mlize kontrolovat
napiiklad to, zda student nastavil bod dostateéné blizko k limitni hodnoté, zda umistil graf na spréavné
misto a podobné. Diky tomu lze vytvaret tlohy, které nejsou zalozené jen na textovém vstupu, ale na
skute¢né manipulaci s matematickym objektem.

3 Ukazky uloh

V nésledujicich odstavcich jsou ukazky typovych dloh na grafickou interpretaci limity funkce, které
byly vytvoreny pomoci STACK tloh v Moodle autory tohoto ¢lanku. Jak vytvorit jednoduchou tlohu
s GeoGebra appletem se lze dozvédét i v ¢lanku [2], ndvod naleznete také piimo v dokumentaci
STACKu [3], k tomu je nutna alespon ¢asteénd znalost GeoGebry. Z diuvodu celkové obsahlosti
nebudeme popisovat detailné zdrojové kdédy vsSech tloh a ukazovat jejich konstrukci GeoGebre, ale
zakladni myslenky jsou popsany v textu clanku.

3.1 Uloha1

Uloha &slo 1, jejiz zadan{ vidime na Obréazku 1, obsahuje staticky obrazek. Pomoci proménnych STACK
se ndhodné generovalo Sest hodnot, které si nacetla GeoGebra, jsou to hodnoty jednostrannych limit

3

a hodnoty funkce ve zvolenych bodech. Jednotlivé ¢asti grafu jsou ¢asti primek, které se v GeoGebre
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UvaZujte funkci f definovanou grafem na nasledujicim obrazku.

[
I
I
I
|
I
I
I
]
I
I
i

T S o Ty S S
R Vot
3

1. Zapiéte hodnotu funkce fv daném bodé.

a fa)=[ | w fa)=[_ ]

2. Zapiste hodnotu limity funkce f zleva v daném bodé.

g lmf@=[_ ] ¢ Mmf@=[_ ]

z—dz T+Ty

3. Zapiste hodnotu limity funkce f zprava v daném bodé.

o Imse= [ g Jme- ]

+
T4Ty

4. Zapiste hodnotu limity funkce f v daném bodé, pokud existuje. Pokud neexistuje, ponechte policko prazdné.

o Imf@=[_ | w mi@=[_ ]

5. Rozhodnéte, zda je funkce f v daném bodé spojita. Jako odpovéd zapiste ano, nebo ne.
i) Spojits vbodé z:: |:| il Spojiti v bodé za: |:|

Obrazek 1 Zadani Ulohy 1 se statick§m obrazkem

vykresluji ze zminovanych hodnot. Primky jsou zde zvoleny pro jednoduchost autorem, ale to nic neméni
na hlavnim smyslu dlohy, kterym je graficky vyznam limity pro danou funkci.

Student zada odpovédi do jednotlivych policek a STACK tyto hodnoty porovnava primo s témi
hodnotami, které GeoGebra potrebovala k vykresleni grafu. V pripadé ¢tvrté otdzky na hodnotu limity
v bodé lze ponechat policko prazdné. Navic se z téchto hodnot dé vycist i spojitost v bodeé.

Nize vidime zdrojovy kéd tzv. Question variables v editoru STACK pro Ulohu 1, tedy proménné,
které ndhodné generujeme. Mezi symboly /*...*/ je uveden jejich popis jako poznamka v kédu.

/*mnoziny, ze kterych vybirame hodnoty jednostrannych limit v kazdem
bode zvlast a spojitost (y-ove souradnice bodu), lze zmenit i doplnit*/
y:[-8,-5,-2,2,5,8];

z:[-8,-5,-2,2,5,8];
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/*nahodne vybiram celkem tri hodnoty z kazde z mnozin pro y a z*/
yll:rand([y[1],y[2],y[3]1,y[4],y[5],y[611);
A:disjoin(y11,{y[1],y[2],y[3],y[4],y[5],y[6]1});
y12:rand(4);

B:disjoin(y12,A);

y13:rand(B);

/*%/

y21:rand([z[1],2[2],2[3],z[4],2[5],z[6]1]);
C:disjoin(y21,{z[1],z[2],z[3],z[4],z[5],z[6]1});
y22:rand(C);

D:disjoin(y22,C);

y23:rand (D) ;

/*z vybranych hodnot generujeme hodnoty jednostrannych limit v 1. a 2. bode,
vybirame ze stejnych mnozin, tim generujeme ruzne varianty,

ktere mohou nastat*/

yiL:rand([y11,y12,y13]);

y1P:rand([y11,y12,y13]);

y2L:rand([y21,y22,y23]);

y2P:rand([y21,y22,y23]);

/*spravne vysledky pro oba body: 1. hodnota funkce, 2. lim zleva,
3. lim zprava, 4. lim, 5. spojitostx*/

tall:yl11;

tal2:yl1L;

tal3:y1P;

if yl1L=y1P then tal4:ylL else tal4:EMPTYANSWER;

if (y1L=y1P and yillL=y11) then talb5:"ano" else talb:'"ne";

ta21:y21;

ta22:y2L;

ta23:y2P;

if y2L=y2P then ta24:y2L else ta24:EMPTYANSWER;

if (y2L=y2P and y2L=y21) then ta25:"ano" else ta25:'"ne";

Zdrojovy kod Textu tlohy obsahuje prvky HTML jazyka pro formatovani textu do odstavei a tabulky.
Jednotlivé proménné Question variables jsou uvozeny symboly @. . .@.

<p>UvaZujte funkci \(f\) definovanou grafem na nasledujicim obréazku.</p>
[[geogebra set="y1L,y1P,y2L,y2P,y11,y21"]]

params ["material_id"]="wwt4b8wy";

[[/geogebrall

<p></p>

<p></p>

<p>1. Zapi&te hodnotu funkce \(f\) v daném bodé&.</p>

<table>

<tr>

<td><b>a)</b></td><td> \(£(x_1)=\) [[input:ans1]]</td> <td><b>b)</b></td>
<td> \(£(x_2)=\) [[input:ans2]]</td></td>

<td>[[feedback:prt1]] [[feedback:prt2]]</td>

</tr>

</table>

<p></p>
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<p>2. ZapiSte hodnotu limity funkce \(f\) zleva v daném bodé.</p>

<table>

<tr>

<td><b>c)</b></td><td> \(\displaystyle\lim_{x\to x_1"-}f(x)=\)
[[input:ans3]]1</td>

<td><b>d) </b></td><td> \(\displaystyle\lim_{x\to x_2"-}f(x)=\)
[[input:ans4]]</td>

<td>[[feedback:prt3]] [[feedback:prt4]]</td>

</tr>

</table>

<p></p>

<p>3. ZapiSte hodnotu limity funkce \(f\) zprava v daném bodé.</p>

<table>

<tr>

<td><b>e)</b></td><td> \(\displaystyle\lim_{x\to x_17+}f(x)=\)
[[input:ans5]]</td> <td><b>f)</b></td>

<td> \(\displaystyle\lim_{x\to x_27+}f(x)=\) [[input:ans6]]</td>

<td>[[feedback:prt5]] [ [feedback:prt6]]</td>
</tr>

</table>

<p></p>

<p>4. ZapiSte hodnotu limity funkce \(f\) v daném bodé&, pokud existuje.

Pokud neexistuje, ponechte polilko prazdné.</p>

<table>

<tr>

<td><b>g)</b></td><td> \(\displaystyle\lim_{x\to x_1}f(x)=\)
[[input:ans7]]</td> <td><b>h)</b></td>

<td> \(\displaystyle\lim_{x\to x_2}f(x)=\) [[input:ans8]]1</td></td>

<td>[[feedback:prt7]] [[feedback:prt8]]</td>
</tr>

</table>

<p></p>

<p>5. Rozhodnéte, zda je funkce \(f\) v daném bod& spojitd. Jako odpovéd

zapiSte ano, nebo ne.</p>

<table>

<tr>

<td><b>i)</b></td><td> Spojita v bod& \(x_1\): [[input:ans9]]</td>
<td><b>j)</b></td> <td> Spojita v bodé \(x_2\): [[input:ans10]]l</td>
<td>[[feedback:prt9]] [[feedback:prt10]]</td>

</tr>

</table>

[[validation:ans1]] [[validation:ans2]]

[[validation:ans3]] [[validation:ans4]]

[[validation:ans5]] [[validation:ans6]]

[[validation:ans7]] [[validation:ans8]]

[[validation:ans9]] [[validation:ans10]]

Na Obrazku 2 Ize vidét prikazové radky z Geogebra appletu. Nejprve vidime pomocné body, které
slouzi k vykresleni ptimek, tsecky a kruznic v grafu. Body A a F jsou pevné dané a slouzi k vykresleni
krajnich polopfimek. Pro body B az E je pevné dédno x;2 = +7, y-ové soufadnice téchto bodi
jsou hodnoty éisel y1L,y1P,y2L,y2P,y11,y21. Cisla v piikazovych fadcich slouzi ¢isté pro zékladni
konstrukei, kterd se z kazdym nac¢tenim dlohy zméni diky tomu, Ze tyto hodnoty si GeoGebra nacte ze

89


https://konference3mi.vsb.cz/

MODERN{ MATEMATICKE METODY V INZENYRSTV{ 2026

Bod KuZelosecka Pfimka Usetka
O A=(2072 @ 1 (x+7P+(y—1) = 0252 Q Mix=-7 ® g = Usecka(C,D)
= 14
- B = (x1, y1L) @ (x—T7)*+(y—1)* = 0.252 Q @x=7
- Cislo
= (-7, 2 .
.2) Q@ 3 (x+7P+(y—27 = 0252 Polopfimka
1=-7
. C = (x1, y1P) . ) x
O @ 4 (x+7)2+(y—3)° = 0.2 f: Poloprimka(B, A)
- @
= (7.3 o x2=7
O 5 (x— 7)?+ (y — 3% = 0.25?
O =zl h: Poloprimka(E, F) yli=1
= @ 6: (x—7P+(y—27 = 0252
= [nd) = 4x + 13y = 54
=Wy = y2l =
( s Y g 2 2
E = (x2, y2P) O 8L x+7 +(y—2) = 0.2? o 4
O ylL =2
=(7.2) O Al (x+ 72+ (y—3)7 = 0.22 ®
ylP =13
F = (20, -2 —~
O ( ) O Bl (x—7) 4+ (y—3) = 0.2? ®
- y2L =3
O Bl (x—7)+ (y—2)° = 0.2
y2P =2

Obrazek 2 Piikazové fadky GeoGebry k Uloze 1

STACKu. Kuzelosecky slouzi ke zndzornéni bodua. Priméarné se vykresli prislusné ¢erné kruhy a pripadné
se prekresli mensimi bilymi kruhy, coz znaci, ze v bodé funkce neni definovana. Souradnice stredi
kruznic se nacitaji z hodnot nadefinovanych ¢isel.

3.2 Uloha2

Na Obrazku 3 je zndzornén graf z jiné dlohy se statickym obrazkem. Otéazky u této tlohy byly stejné
jako v pripadé Ulohy 1, ale tentokrat v kazdém bodé, zleva i zprava, miize nastat jedna ze tii moznosti
— vlastni limita, nebo plus nekone¢no, nebo minus nekone¢no. Tato tloha urcitym zpusobem vyplynula

%

\

— T L ———

3

Obrazek 3 Ukézka grafu ze zadani Ulohy 2 se statickym obrazkem
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z té predchozi. Pokud teprve se STACKem zac¢indme, nebo za¢indme tvorit novy typ tlohy, je dobré
zacit s jednoduchym piikladem, na kterém provérime zakladni principy fungovani a ovéfime spravnost
nastaveni ulohy, to znamend napiiklad nastaveni PRT stromu pro hodnoceni odpovédi. Nésledné
zobecniujeme, pokud to dand situace umoznuje, nebo pokud je to pro dany typ tlohy vhodné.

V tomto pripadé je pristup ke konstrukci trochu komplikovanéjsi. Je to pravé proto, ze tloha je
komplexni, umoznuje generovat rizné piipady jednostrannych limit ve dvou rtznych bodech i spojitosti
v téchto bodech soucasné. Nevyhodou takto komplexni tlohy muze byt, Ze pokud ucitel chce otestovat
znalost urcéitého typu jednostrannych limit, musi si dat praci z vygenerované sady tloh vybrat pouze
urcité ulohy. Na druhou stranu lze ptimo ve STACKu omezit mnoziny, ze kterych se jednotlivé parametry
generuji, a tim se omezit pouze na konkrétni tlohy, napriklad aby v obou bodech méla funkce pouze
vlastni jednostranné limity.

STACK ndhodné generuje parametry, které obsahuji informace typu, jakd jednostrannd limita
v daném bodé nastane zleva, jakad zprava, pokud bude vlastni, jaké soutadnice bude mit bod zobrazujici
spojitost funkce v daném bodé a jiné. Jednotlivé souvislé ¢asti grafu funkce v zadani jsou voleny
autorem tak, aby funkce méla v daném bodé odpovidajici jednostrannou limitu. Pro predstavu, ve
STACKu je ndhodné generovana proménné k1, kterd muze nabyvat jednu z hodnot 1, 2, nebo 3.

ki:rand([1,2,3]);

Napriklad hodnota k1=1 predstavuje jednu z moznosti, kterd miize nastat zleva v bodé x, limita zleva
v bodé x; je rovna plus nekonecno. Hodnotu k1=1 prevezme GeoGebra, ve které je pfipraveny seznam
t¥{ funkei, z nichz se vykresli ta na pozici 1 predstavujici vygenerovany typ limity. Pro k1=2 mé funkce
v seznamu limitu zleva minus nekonec¢no a pro k1=3 bude mit limitu vlastni, jejiz hodnota se také
méni ndhodnym generovanim. Podobné vykresli GeoGebra graf na intervalu (z2, 00), kde 1ze vidét graf
funkce y = %, pomoci hodnoty proménné k3 (hodnota x2 je pevné zvolena jako xo = 7). Stfedn{ éast
grafu je poskldddna ze dvou ruznych grafi jako celek, to znamend celkem devét moznosti (devét graft
v seznamu v GeoGebfe), tfi rtizné typy limit zprava v bodé 7 krat tfi rizné typy limit zleva v bodé xs.

Protoze v appletu jsou jednotlivé body znazornujici spojitost ¢i nespojitost zkonstruovany jako
kruznice, bylo nutné GeoGebre predat informace o tom, jestli a jakd kruznice se vykresli podle typu
jednostrannych limity. Bylo nutné predat i souradnice tohoto bodu. Hodnoty 1 a x5 jsou pevné dany,
tedy staci predat y-ovou souradnici, kterd se nahodné generuje pro kazdy z obou bodi.

Odpovédi student@t STACK vyhodnocuje podobné jako v Uloze 1 porovnanim s vygenerovanymi
proménnymi. V obou tlohéach bylo u kazdé odpovédi zvoleno jednoduché hodnoceni typu ,spravné x
Spatné“.

3.3 Uloha3

Ulohy 3 a 4 v nésledujicich ukdzkach obsahuji interaktivni obrézky. V Uloze 3, jejiz celé zadani vidime
na Obréazku 4, student musi manipulovat se tfemi body A, B, C, aby nastavil graf funkce, kterd ma
predem pozadované vlastnosti:

a) lim f(z) = -2, c¢) funkce f je spojitéd zleva
o2 v bodé x = 2.

b) lim f(x)=3,
T—2+

V GeoGebfe byl vytvoren applet (kéd GeoGebry na Obrézku 5), ktery se zobrazil i v zadani tlohy.
Jednd se o zékladni polohu, kterou je vhodné zvolit tak, aby neodpovidala zddné z variant tlohy.

Pokud totiz v appletu nepohnete nékterym z bodi, nebo posuvnikem jako v dalsi tiloze, tak STACK
vyhodnoti ¢ast tlohy, jako by byla bez odpovédi. Posunem bodu A se posune ¢ast grafu a nastavi se
hodnota limity zleva, posunem bodu B se nastavi hodnota limity zprava v zadaném bodé. Posunem
bodu C se nastavi spojitost zleva, pripadné zprava, pokud to vyzaduje zadani.

Nahodné se do zadani generuje hodnota, ve které se pocita limita, vysledky jednostrannych limit,
jednostrannd spojitost, ale také jednotlivé ¢asti grafu, které se v grafu zobrazuji. Pro vétsi variabilitu
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Tahnéte body A, B, C v grafu tak, Ze vznikne graf funkce £, pro niz plati a) ].l.l:r2:| flzr)=-2, b) ].inéll f(z) =3 ¢ funkce f je spojité zleva v bod& 2.
e P

‘n

Obrazek 4 Zadani Ulohy 3 s interaktivnim obrézkem

Bod Seznam
@ A=(0-]) O | L= {& %, v=x, In(—x+1)}
@ B=01 O  P={& % v hix+1)}
® =00 Cislo
i k=1

o fL(x) = Prvek(L, k) kp =1

= & x0 =0
O fP(x) = Prvek(P, kp) 1 =3

ok y2=2
® gL(x) = Kdyz(x < x(A), fL(x — x(A)) + y(A))

= (x—072—-1, (x<0)
® gP(x) = Kdyz(x > x(B), fP(x — x(B)) + y(B))

= (x—0P2+1, (x>0)

Obrazek 5 Piikazové fadky GeoGebry k Uloze 3

uloh se tedy navic generuji i razné funkce na pravém a levém okoli daného bodu. Toho se dosdhlo
podobné jako v Uloze 2 tak, ze se vygenerovaly Ciselné hodnoty k1 a kp, které urcuji pozici funkce
v seznamu funkci, kterd se nésledné zobrazi. Nize vidime Question variables v editoru STACK tlohy.

x0:rand_with_prohib(-5,5,[0]); /*bod, ve kterém politame limitux*/
yl:rand_with_prohib(-5,5,[0,1,-1]); /*hodnota limity zleva*/
y2:rand_with_prohib(-5,5,[0,1,1]); /*hodnota limity zprava*/
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kl:rand([1,2,3,4]);

kp:rand([1,2,3,4]); /*ndhodny vybér pozice v seznamu funkcix/
/* seznamy funkci uvedené v Geogebfex/

/*seznamL: [x72,x73,sqrt (-x) ,1n(-x+1)];*/

/*seznamP: [x"2,x73,sqrt (x),1n(x+1)];*/

stranasez: ["zprava","zleva"]; /*typ jednostranné spojitostix*/
s:rand([1,2]); /*a vybér tohoto slova do textu zadanix*/
strana:stranasez[s];

tal: [x0,y1]; /*spravnd odpovéd pro bod Ax/
ta2: [x0,y2]; /*spravnd odpovéd pro bod Bx/

/*spravna odpovéd pro bod C podle volby parametru stranak/
ta3: if s=1 then [x0,y2] else [x0,y1];

Samotny Text dlohy v editoru tlohy vypada nasledovneé.

<p>T&hné&te body \(A\), \(B\) v grafu tak, Ze vznikne graf funkce \(f\),
pro niz plati

\(\displaystyle

\text{a) F\1lim_{x\to{0x00}"-}f (x)={@y1@},\qquad

\text{b) F\1lim_{x\to{@x0@} " +}f (x)={@y20}.

\)

</p>

<p style="display:none">[[input:A]l] [[validation:A]]l</p>

<p style="display:none">[[input:B]] [[validation:B]]</p>

[[geogebra set="kl,kp" watch="A,B"]]
params["material_id"]="bjzdShu5";
[[/geogebrall

Text tlohy je psan v HTML jazyce, umoziiuje nam to napi. skryt policka pro odpovéd a validaci (viz
také [2]). Pomoci nastaveni

[[geogebra set="kl,kp" watch="A,B"]]
[[/geogebrall

Srikame® GeoGebre, aby vykreslila funkce na pozicich k1, kp v seznamech funkci. Obrazek je pri kazdé
varianté tlohy stejny az na tyto funkce. Tim, Ze student posune body do jiné pozice, prekresli se
jednotlivé funkce, které, jak je vidét na Obrézku 5, maji predpis viazany na souradnice bodu A, B.
Parametr watch="A,B" iké, Ze sledujeme uvedené body a potiebujeme zkontrolovat pouze souradnice
téchto bodu.

STACK bude po odeslani odpovédi kontrolovat pozici uvedenych bodu, tedy jejich souradnice se
spravnymi odpovédmi tal, ta2, ta3 jednoduchym testem AlgEquiv. Pfedtim je nutné prevést souradnice
jednotlivych bodt z GeoGebry i spravné odpovédi pomoci piikazu ntupleify na usporadané dvojice
typu (x,y) predevsim z divodu rizné interpretace Cisel a n-tic ¢isel obou systémi. Dochdzi pak
k jednoduchému porovnani ¢isel. Souradnice z-ové vSech bodt musi byt rovny vygenerovanému xg
a jejich y-ové souradnice odpovidaji jednostrannym limitam. Soutadnice bodu C' odpovidaji jednomu
z bodu A, B podle toho, jakou hodnotu méa generovand proménni s.
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3.4 Uloha4

Zadani Ulohy 4 z Obrézku 6 zni takto: Nacrtnéte graf funkce f, pro niz plati

e lim f(z) = —o0, o lim f(z)=—o0,
T——3" T—4-
. m_1>1Y_%+ f(z) = oo, . xlgil+ f(z) = —o0.

Nastavte spravné posuvniky a tdhnéte body A, B, C, D v grafu tak, abyste spravné nacrtli funkci
odpovidajici pozadavkam.

Pro spravné fungovani tlohy je nutné posunout posuvniky i tdhnout body A, B, C, D alespon
o kousek, i kdyz graf uz odpovidd zadani. V opacném pripadé bude ¢ast tlohy brana, jako by byla bez
odpoveédi.

Naértnéte graf funkce f, pro niz plati

Jim fe)= o0, lim fle)=co, lim f(z)= oo, lim f(z) = oo

Py
Nastavte spravné posuvniky a tahnéte body A, B, C, D'v grafu tak, abyste sprawvné nacrtli funkei edpovidajici pozadavkim.

Pro spravné fungovani alohy je nutné posunout posuvniky i tahnout body A, B, C, D alespori o kousek, i kdyZ graf uz odpovida zadani. V opaéném pfipadé bude €ast alohy brana, jako by byla bez odpovédi.

e R ST =

Obrazek 6 Zadéni Ulohy 4 s interaktivnim obrézkem

Cervenym textem je v zadani ndpovéda, jak s grafem manipulovat. Obréazek opét obsahuje zakladni
polohu grafu jisté funkce f spole¢nou pro vsechny varianty zadani. Kazdé zadani se 1isi ndhodné
vygenerovanymi hodnotami —3 a 4, ve kterych se pocitaji limity, a hodnotami jednostrannych limit.
Student musi jednak nastavit posuvniky na hodnoty —3 a 4, a pak také manipulovat se ¢tyimi body A,
B, C, D, které maji ale v podstaté funkci posuvnikii, kterymi se méni podoba grafu.

Bodem A se nastavuje graf nalevo od bodu z; = —3 a tim limita zleva v bodé z; = —3. Bod A
nad osou z znamend neomezeny rust funkce a tedy limitu plus nekone¢no, bod pod osou = znamena
neomezené klesan{ funkce a tedy limitu minus nekone¢éno. V. .GeoGebie (Obr. 7) byla vykreslena funkce f
definovand pro x < z(A4) = x; = —3 pledpisem

flz) = oy

x —z(A)’
kterd ma limitu zleva v bodé x = x(A) rovnu plus nekonecno v pripadé, ze y-ova soufadnice y(A) bodu
A je kladnd. Pokud je y(A) < 0, je limita rovna minus nekoneéno. Pro y(A) = 0 se vykresli funkce
y = 0, kterd mé limitu zleva v bodé z(A) rovnu nule, ale pfipad vlastni limity v této tloze nefesime.
Podobné funguje i manipulace s ostatnimi body. Kazda souvisla cast grafu je grafem jisté funkce, jejiz
predpis je vadzan na y-ové souradnice uvedenych bodt tak, aby se vykreslila ¢ast grafu pozadovanych
vlastnosti.
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Zdrojovy kod tilohy ve STACKu je celkem kratky, vSechno podstatné je zkonstruoviano v GeoGebfre.

aa:rand(5)-5;

bb:rand(5)+1;

nekl:rand([-inf,inf]);
nek2:rand([-inf,inf]);

nek3:rand ([-inf,inf]);
nek4:rand([-inf,inf]);

tal:if nekl=inf then [aa,l1] else [aa,-1];
ta2:if nek2=inf then [aa,2] else [aa,-2];
ta3:if nek3=inf then [bb,1] else [bb,-1];
tad:if nek4=inf then [bb,2] else [bb,-2];

Proménné aa a bb urcuji body, ve kterych se pocitd limita. Dale ndhodné volime vysledky limit zleva
a zprava v obou bodech — nek1, nek2, nek3, nek4. Nakonec musime nastavit spravné odpoveédi — tal,
ta2, ta3, tad. Jsou to souradnice bodu a na téchto pozicich se zobrazi body A, B, C, D v GeoGebra
appletu v ptipadé ndhledu spravné odpovédi. Ve STACKu pak kontrolujeme spravné nastaveni posuvniki
a soufadnice bodu A, B, C, D. Protoze tyto body jsou pevné sviazané s asymptotami x = x1 a & = x3,
to znamend, ze se pohybuji pouze po téchto piimkéch, stac¢i zkontrolovat znaménko y-ovych soufadnic
zminénych bodu.

Bod Funkce Pfimka
A = Bod(rl) ) = Kave(x <xia) — YA Q@ rix=-1
® M o - Kdy( <x(A)— X(A))
_ i (e —1) Q r2ix =1
B = Bod(rl) RS .
@] Cislo
= (-1,-2.54) _ y(B)
o - Ko (x8) < < xE) T () ¢ = p(x(E)
® C = Bod(r2) _ (-254) (1ex<0) = -254
= (1,218) RCER N CE =
O d = a(x(E))
D = Bod(r2) x) = Kdyz[x(E) S x < X(C), - por s + &
o o M (30 <5 X0, (i s ) .
= (1,-1.02) as
= m—dﬂn, (0<x<1) e=c—d
B+C
E = = -4.72
© : b = /B)
= (0,-0.18) o (x—x(A)) (x— x(B)) @ "
~2.54 5 e !
T k1) (x+1) -
B J——C ® . 5
O (= x(A)) (x=x(C))
B ~2.18
= A nkE-1)
Obrazek 7 Piikazové fadky GeoGebry k Uloze 4
’ v
4 Zavér

V ¢lanku byly popsany konkrétni ilohy zaméfené na graficky vyznam limity funkce, coz je jeden z mnoha
pojmi, u kterého jeho grafickéd interpretace hraje klicovou roli. Dvé z tloh pracovaly se statickymi
grafickymi podklady a dvé vyuzivaly interaktivni manipulaci s grafem. Tyto tlohy ukazuji ruzné Grovné
zapojeni studenta — pasivni porozumeéni hotovému grafu a aktivni samostatna tvorba pri konstrukci
grafu podle zadani. Schopnost propojit grafické znazornéni s matematickym pojmem a vysvétlit jeho
vlastnosti ukazuje na hlubsi pochopeni daného pojmu.

Predstavené tlohy pouze naznacuji, jak k podobnym témattm pristupovat. Do budoucna je mozné
ulohy déle optimalizovat, naptiklad propracovanim vyhodnocovacich stromt PRT pro diléi hodnocent,
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rozsitenim formativni zpétné vazby ¢i doplnénim obecného feedbacku, ktery by studentim lépe poméhal
pti opravé chyb.

Cilem bylo predevsim ukézat moznosti, které STACK a GeoGebra nabizeji pri tvorbé vyukovych
a hodnoticich tloh, v nichz hraje klicovou roli graficka a vizualni slozka. Propojeni systému STACK

s nastrojem GeoGebra proto predstavuje efektivni zptsob, jak obohatit vyuku matematickych témat
a nasledné ovérovani znalosti.
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Vyucba matematiky a jej vnimanie
Studentmi ekonémie a manazmentu

Petra Medvedova ™ Miroslav Huzvar Maria Grausova

Univerzita Mateja Bela v Banskej Bystrici
Tajovského 10, 97590 Banskd Bystrica, Slovenska republika

Abstrakt V prispevku sa venujeme vyucbe matematiky v ekonomicky zameranych studij-
nych programoch. Matematika tvori zaklad vzdelavania v oblasti kvantitativnych metod
a zaroven podstatnym sposobom ovplyvinuje aj celkovi tspesnost studia, ktord je v sucas-
nosti v centre pozornosti verejnych vysokych kol na Slovensku ako jeden zo zdkladnych
meratelnych ukazovatelov vykonnostnych zmliv. Sumarizujeme skisenosti s vyucbou mate-
matiky a podporou studentov na Ekonomickej fakulte Univerzity Mateja Bela v Banskej
Bystrici a analyzujeme spétnd vdzbu ziskant od studentov matematickych predmetov v pr-
vom roku bakalarskeho stidia. Zameriavame sa pritom najmé na ich subjektivne vnimanie
matematiky a ndroc¢nosti preberanych tém, intenzitu studia a vyuzivanie informacénych
zdrojov. Spétna vézba poskytuje nielen cenné podklady pre inovaciu vzdelavacich metéd
v meniacom sa prostredi, ale tiez pomaha aktivizovat studentov a zapojif ich do hladania
vhodnych rieseni.

KrFacové slova Matematika, vyucba matematiky, spatna védzba, subjektivne vnimanie.

1 Uvod

Studijny odbor Ekonémia a manazment sice patri do oblasti spolo¢enskych vied, no jeho délezitou
stucastou st predmety zamerané na kvantitativne metédy. Vyucba matematiky a Statistiky je obvykle
stustredena do prvych semestrov bakalarskeho studia a kladie zvysené naroky najmé na Studentov
prichédzajicich zo strednych $kol, v ktorych sa matematika vyucuje v mensom rozsahu.

Zvysené naroky na zvladnutie kvantitativnych predmetov v kombinacii s adaptaciou na vysokoskolské
studium vytvaraju situaciu, ktorda podstatne ovplyviuje ispesnost stidia uz na jeho zaciatku. Z kohorty
288 studentov, ktori v roku 2023 nasttpili do prvého roku denného bakalarskeho stidia na Ekonomickej
fakulte Univerzity Mateja Bela v Banskej Bystrici (EF UMB), pokra¢ovalo v nasledujicom akademickom
roku 2024/2025 v §tidiu v danom $tudijnom odbore 225 §tudentov. To znamend, Ze podiel Studentov,
ktorf $tidium na fakulte pred¢asne skonéili pocas prvého roku alebo po prvom roku $tidia (tzv. drop-out
rate) dosiahol 21,88 %.

Student samozrejme moze pokracovat v Studiu aj v pripade netispesného absolvovania niektorych
predmetov v prvom roku studia, ak ziskal pozadovany pocet kreditov za ostatné predmety. Netspesne
absolvované povinné predmety z prvého roku studia, ktoré po opdtovnom zapise uz musi tispesne
vykonat, mu vsak zvysuju studijni zataz a komplikuji absolvovanie dalsich predmetov. Efekt nabalujicej

Koresponden¢ny autor (petra.medvedova@umb.sk).
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sa snehovej gule studijnych povinnosti sa s nim casto fahd aj v dalsich rokoch studia a znemozni
mu studium riadne skonc¢it v standardnej dlzke. Z 382 dennych studentov, ktori zacali na EF UMB
bakaldrske $tidium v akademickom roku 2021/2022, ho v roku 2024 v $tandardnej dlzke troch rokov
riadne skoncilo 109 absolventov, ¢o predstavuje tspesnost (tzv. success rate) len 28,53 %.

Kedze denné stiudium v standardnej dlzke na verejnej vysokej skole je financované z verejnych zdrojov
vo forme dotéacie zo Statneho rozpoctu, tspesnost stidia mé aj vyznamni ekonomickt dimenziu. Z tohto
dovodu sa uvedené dva ukazovatele efektivity Studia zaradili medzi zékladné meratelné ukazovatele
vykonnostnych zmlav uzavretych s verejnymi vysokymi skolami v SR. Podla vykonnostnej zmluvy je
cast dotacie poskytnuta vysokej skole viazand na znizenie drop-out rate v obdobi 2024-2026 o 2,5 per-
centudlneho bodu, resp. zvysenie success-rate o 5 percentudlnych bodov v porovnani s vychodiskovym
stavom v roku 2022. Zaroven boli stanovené vseobecné ciele na 10 % pri drop-out rate a 75 % pri success
rate [3]. V roku 2024, ktory bol prvym rokom vyhodnocovania vykonnostnych zmldiv, sa stanovené
ciele zlepsenia efektivity stidia podarilo EF UMB splnit len pri ukazovateli drop-out rate, hodnota
ukazovatela success rate sa dokonca zhorsila. Islo vsak o kohortu studentov, ktorej stredoskolské stidium
vazne narusila pandémia Covid-19.

Ekonomicky tlak je teda dalsim silnejicim faktorom, ktory motivuje vysoké skoly zvysSovat efektivitu
studia pri zachovani jeho kvality. Pri vyucbe kvantitativnych predmetov na EF UMB reagujeme na
tuto vyzvu trojicou postupne aplikovanych opatreni. Prvym bola zmena organizacie vyucby, pri ktorej
bol povinny predmet Matematika presunuty v odportcanom studijnom plédne do druhého semestra,
pricom v prvom semestri si novoprijati Studenti maji moznost doplnit vedomosti zo stredoskolskej
matematiky v ramci vyberového predmetu. Pre studentov, ktorym sa nepodari ispesne absolvovat
Matematiku v prvom roku studia, sa tymto zaroven odstranil sibeh s dalsim povinnym predmetom
Statistika, ktory sa vyucuje v tretom semestri. Sti¢asny model vjucby predstavime v kapitole 2. Druhjm
opatrenim bolo zriadenie Konzultacného centra analytickych metéd, ktoré ma charakter podporného
centra [2] poskytujiceho priestorové moznosti pre individudlne a skupinové konzulticie a samostatni
pracu studentov v oblasti kvantitativnych metdd a informacnych systémov. Zatial poslednym opatrenim,
ktoré sme sa rozhodli uplatnit na podporu motiva¢ného $tylu vyucby v matematickych predmetoch [1],
je ziskavanie a vyhodnocovanie spatnej viazby, ktorou monitorujeme subjektivne vnimanie matematiky
Studentmi [4], ndroc¢nost jednotlivych preberanych tém, intenzitu samostatného $tidia, vyuzivanie
studijnych materialov, podpornych nastrojov a dalsie aspekty. Vysledky spatnej vizby predstavime v ka-
pitole 3.

2 Zaklady matematiky a Matematika

V prvom roku bakaldrskeho studia sa na EF UMB vyucuji dva matematické predmety — Zaklady
matematiky a Matematika. Predmet Zéklady matematiky je ponidkany v zimnom semestri ako vyberovy
predmet s dotaciou 2 hodiny tyzdenne vo forme cvicenia a zahina témy Postupnosti, Rovnice a nerovnice
a Funkcie. V rdmci tohto predmetu si Studenti mozu zopakovat stredoskolské ucivo potrebné k tispesnému
absolvovaniu predmetu Matematika, ktory je povinnym fakultnym predmetom vo vSetkych bakalarskych
studijnych programoch a vyucuje sa v letnom semestri s dotdciou 2 hodiny tyzdenne na prednasku
a 2 hodiny tyzdenne na cvicenie. Predmet Matematika obsahuje témy Linearna algebra, Funkcia jednej
redlnej premennej, Diferencidlny pocet funkcie jednej a dvoch redlnych premennych a Integralny pocet
funkcie jednej redlnej premenne;j.

V ramci predmetu Zaklady matematiky sa pisu tri testy, po jednom na kazdu vyucovand tému.
V predmete Matematika vykonaji Studenti dva testy, jeden test zahrnuje témy Linedrna algebra
a Funkcia jednej redlnej premennej a druhy test ostatné témy. Student méze ziskat aj 10 bodov za
aktivnu pracu na cviceniach a prednaskach, ktoré sa mu zapocitaji do celkového hodnotenia. V oboch
predmetoch je potrebné k tispesnému absolvovaniu ziskat aspon 65 zo 100 moznych bodov.
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Pocas oboch semestrov je na fakulte otvorené pre studentov Konzultacné centrum analytickych
met6d, kde je poskytovand podpora studentom pri ich napredovani. V ostatnom obdobi vSak Studenti
konzulta¢né centrum vyuzivaju v mensej miere.

3 Spatna vazba studentov

Dotaznik spétnej vizby sme realizovali po skonceni vyucby oboch predmetov v letnom semestri
akademického roka 2025/2026. Dotaznik k predmetu Matematika pozostdval z 13 otdzok, ktoré boli
vacsinou uzavreté s moznostou vyberu, len dve otazky boli otvorené. Dotaznik bol distribuovany online
studentom vybranych Studijnych skupin na konci letného semestra a vyplnilo ho 25 dennych (46 %
z dopytovanych) a 21 externych (54 %) Studentov, tretina z nich boli muzi. Dotaznik k predmetu
Zaklady matematiky pozostaval z 10 otdzok. Otazky boli uzavreté s moznostou vyberu, len 2 otazky
boli otvorené. Okrem jednej vynimky boli otdzky rovnaké ako v dotazniku k predmetu Matematika.
Dotaznik bol distribuovany po priebeznom teste z predmetu Matematika a vyplnilo ho 35 dennych
studentov.

Subjektivne vnimanie matematiky

Matematika je pre mna:

V otazke subjektivneho vnimania matematiky si mohli Studenti vybrat viacero z pontkanych
moznosti: noénd mora, nepriatel, nutné zlo, nuda, vyzva, radost, zibava. V dotazniku k predmetu
Matematika 27 Studentov (44 %) povazuje matematiku za vyzvu, 10 Studentov (16 %) vnima matematiku
ako noéntt moru, pre 7 Studentov (11 %) je matematika zdbava, a rovnako pre 7 Studentov (11 %) nutné
zlo. Takmer 75 % $tudentov zvolilo len jednu z pontiknutych moznosti. Studenti, ktori zvolili viacero
moznosti, si vybrali najcastejsie kombinaciu zabava-radost, zabava-radost-vyzva, zdbava-vyzva, no¢na
mora-nepriatel. V ramci externého stidia zhruba polovica studentov pokladd matematiku za vyzvu,
dalsi Studenti ju vnimaju ako nutné zlo ¢i noént moru. V dotazniku k predmetu Zaklady matematiky
Studenti vybrali pontikané moznosti v nasledujicom poradi: vyzva 23 Studentov (45 %), nepriatel
8 Studentov (16 %), nofnd mora 8 Studentov (16 %), radost 5 studentov (10 %), zadbava 3 Studenti a nuda
3 Studenti.

Vyuzitie $tudijnych materialov a informacnych zdrojov

Pri obidvoch otdzkach ohladom vyuzivania informac¢nych zdrojov studenti si mohli vybrat viaceré
z pontukanych moznosti.

Aké zdroje vyuZivam pri studiu predmetu Matematika?

Studenti vyuzivajt pri $tidiu v najvicsej miere zdroje z LMS Moodle $pecificky uréené pre dany
predmet (45 studentov, teda vsetci okrem jedného), umeld inteligenciu pouziva 37 studentov, vyucbové
vided 19 Studentov, pomoc spoluziakov 17 studentov.

Ktoré zdroje su pre mria najuzitocnejsie pri priprave na test?

Takmer v identickom poradi sa zoradili zdroje vyuzité pri priprave na test. Pre Studentov su
najuzito¢nejsie $tudijné materidly z LMS Moodle (42 $tudentov), umelt inteligenciu pouziva 27 Studentov,
pomoc spoluziakov 13 studentov a vyucbové vided 12 studentov.

V ramci predmetu Zaklady matematiky Studenti podobne ako v predmete Matematika pri stadiu
vyuzivaju najviac zdroje z LMS, umeli inteligenciu, zbierky tloh, vyucbové vided a pomoc spoluziakov.
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Narocnost preberanych tém

Ako vnimam ndrocnost jednotlivijch tém?

V otazke vnimania narocnosti jednotlivych tém Studenti uvadzaji tému Linearna algebra ako
najmenej naro¢ntd, 9 % studentov ju povazuje za velmi lahku, 41 % studentov za skor Tahku, 26 % za
naro¢nu. V ramci témy Funkcia jednej redlnej premennej aplika¢ni cast tykajucu sa funkcie dopytu
a ponuky vnima 27 % $tudentov ako Iahki, 34 % ako naroéni. DalSie témy povazuji Studenti za velmi
narocné alebo skor narocné. Najndroc¢nejsi z ich pohladu je Integrdlny pocet, ktory 39 % Studentov
vnima ako velmi ndrocnud a tiez 39 % ako skor naroénu tému, ziadny Student tito tému nepovazuje za
Tahki, za skor Tahk ju povazuji len 4 % Studentov. Dennf Studenti vo vSeobecnosti vnimajii ndrocnost
tém vo vyssej miere ako externi Studenti.

V predmete Zaklady matematiky povazuju Studenti za Tahké témy Postupnosti a Rovnice a nerovnice,
za najndrocnejsiu povazuji tému Funkcie. 11 % Studentov uvddza tito tému ako velmi naroéni, 36 %
ako skor naroént, 14 % ako skor Tahki a 11 % ako Tahkd tému. Pri oboch témach Postupnosti, Rovnice
a nerovnice st odpovede velmi podobné, len 8 % Studentov povazuje Rovnice a nerovnice za skor ndrocéné,
42 % za skor lahké, 22 % za velmi Tahké.

Intenzita $tadia

Kolko hodin za tyzder venujem priprave na cvicenia/predndsky/konzultdcie?

28 % studentov venuje priprave na vyucovanie najviac 1 hodinu tyZzdenne, 17 % studentov 1 aZ
2 hodiny, 24 % studentov 2 az 4 hodiny, 11 % 4-6 hodin, 9% viac ako 6 hodin ale najviac 8 hodin
a 11 % studentov viac ako 8 hodin tyZzdenne. Externi Studenti venuju priprave viacej éasu ako denni
Studenti, pripravu v rozsahu viac ako 6 hodin tyzdenne uviedlo 40 % Studentov externého Studia, ale
len 1 student denného studia. Naviac 2 hodiny tyzdenne sa pripravuje len Stvrtina externych studentov,
no takmer 70 % dennych Studentov.

Kolko hodin som sa celkovo venoval/a priprave na test?

V dotazniku k predmetu Zaklady matematiky sme sa pytali na pocet hodin pripravy na jednotlivé
testy. Pri témach Funkcie a Rovnice a nerovnice najviac Studentov venuje priprave na test 2 az 5 hodin,
pri téme Postupnosti do 2 hodin.

Vnimanie vyucby a frekvencia acasti

Co bolo na vjuche predmetu Matematika dobré/pozitivne?

Této otdzka bola otvorend a nepovinnd, odpovedalo na 1u 25 $tudentov (13 dennych a 12 externych
Studentov) zo 46 Studentov. Vicésina Studentov ocenila prijemnt atmosféru na hodinédch, Iudsky pristup
vyucujicej, zrozumitelny a jednoduchy sposob vysvetlovania uc¢iva, ochotu pomdct, zopakovanie uciva
pred testom. Zvlast externi studenti vyzdvihli zameranie sa na podstatné veci, moznost pisat testy po
kazdej téme, vysvetlenie aj naro¢nejsich tém na jednoduchych prikladoch, tvorbu schém pre pochopenie
suvislosti, priestor na otdzky a ochotu vysvetlit nejasnosti aj opakovane.

Pri predmete Zaklady matematiky na tito nepovinni otdzku v dotazniku odpovedalo 17 z 34 Stu-
dentov. Vécsina studentov ocenila Tudsky a priatelsky pristup vyucujucej, zrozumitelny sposob vyuchy,
vysvetlenie uc¢iva do hlbky a réznymi metédami pre lahsie pochopenie, pri priebeznych testoch bolo
mozné dohodntuf sa na terminoch.

Vijuébu pocas semestra som navstevoval/a na:

29 studentov (63 %) sa ztcastnilo celej vyucby, dalsich 13 Studentov (28 %) malo menej ako 25 %
absencif.
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Zaklady matematiky

Absolvoval/a som predmet Zdklady matematiky? Ak ste predmet Zdklady matematiky absolvovali, do
akej miery Vdam pomohol pri zopakovani/doucent stredoskolskej matematiky?

28 studentov (61 %) absolvovalo predmet Zdklady matematiky pocas zimného semestra a 80 % z nich
uviedlo, ze im predmet Zaklady matematiky do velkej miery pomohol.

V dotazniku k predmetu Zaklady matematiky 47 % Studentov uviedlo, Ze im predmet do velkej
miery pomohol, 36 % Studentom predmet pomohol.

Matematika na strednej skole
V ktorom rocéniku strednej skoly som mal/a naposledy predmet Matematika?

35 Studentov (77 %) malo matematiku aj v 4. roéniku strednej skoly, z toho 9 Studentov (20 %)
z matematiky maturovalo. 8 Studentov (17 %) malo matematiku naposledy v 3. roéniku, 2% v 2. ro¢niku
a 4% Studentov len v 1. roéniku.

V dotazniku k predmetu Zaklady matematiky boli odpovede velmi podobné, 73 % Studentov malo
matematiku naposledy v 4. ro¢éniku strednej skoly, 17 % S$tudentov z matematiky maturovalo, 19 %
studentov malo matematiku naposledy v 3. ro¢niku, v 2. roéniku 3% a v 1. roéniku 6 % Studentov.

Navrhy na vylepsenie vyucby
Co by sa dalo na vijucbe predmetu Matematika vylepsit a ako?

Tato otvorend otédzka bola tiez nepovinnd, odpovedalo na nu 18 zo 46 opytanych studentov, najmé
externi Studenti. Najviac by externi studenti uvitali vyssiu dotdciu na vyucbu, aby bolo viac ¢asu na
precvicenie a pochopenie uciva. Tiez boli ndvrhy na rozlozenie uc¢iva do dvoch semestrov, alebo ubrat
z rozsahu uciva, prepocitat spoloc¢ne viac prikladov a vyuzit skupinova pracu pre rychlejsie osvojenie
novych poznatkov. Denni Studenti by preferovali viac seminarov a menej prednasok, venovat viac ¢asu
jednotlivym témam, pisat testy po kazdej téme a minimalizovat mnozstvo spristupnenych studijnych
materidlov na tie najnutnejsie.

V ramci predmetu Zaklady matematiky na tuto otdzku odpovedalo 11 studentov, 6 Studentov bolo
velmi spokojnych s vyucbou a nemenili by ni¢. Dalsf §tudenti navrhovali udelovat body za aktivitu
pocas semestra, na hodine prepocitat radsej menej prikladov s pomalsim tempom vysvetlovania, pocitat
priklady studentmi pri tabuli, venovat menej pozornosti iplnym zakladom a viac ¢asu naroc¢nejSim
témam.

Dosiahnuté hodnotenie

V dotazniku k predmetu Zaklady matematiky bola aj otazka tykajica sa dosiahnutého hodnotenia.
19 % Studentov ziskalo hodnotenie A, 17 % hodnotenie B, 11 % hodnotenie C, 19 % hodnotenie D, 17 %
hodnotenie E a 17 % Studentov hodnotenie FX.

4 Zaver

Zmenou odporucaného studijného planu v bakalarskych studijnych programoch v studijnom odbore
Ekondémia a manazment a zaradenim vyberového predmetu na podporu zopakovania a doplnenia
stredoskolskych vedomosti sa Studentom vytvoril vacsi priestor na zvladnutie vysokoskolskej matematiky.
Zaroven ziskali vyucujuci viac moznosti na monitorovanie individualnych pohladov a preferencii
studentov, na zdklade ktorych moézu pruznejsie prispésobovat metédy vyucby v danej studijnej skupine.

Subjektivne vnimanie matematiky Studentmi a spatna vizba st dolezité pre nastavenie celkového
pristupu k vyucbe. Podla vysledkov uvedeného dotaznikového prieskumu najviac studentov vnima

101


https://konference3mi.vsb.cz/

MODERN{ MATEMATICKE METODY V INZENYRSTV{ 2026

matematiku ako vyzvu, takze u nich mozno predpokladat motivaciu a snahu o ziskanie vedomosti
potrebnych na ispesné absolvovanie matematickych predmetov. Pomerne velka skupina studentov vsak
deklaruje matematiku ako svoju no¢nd moru, resp. nutné zlo. Je preto dolezité pri vyucbe zohladnit aj
tento aspekt a hladat sposob, ako pomoct studentom prekonat negativne emécie, zvysit ich individualne
sance a celkovu efektivitu studia.
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Studijni Gspésnost studentt technické vysoké
skoly v ivodnich matematickych predmétech:
srovnani dvou generaci po deseti letech

Dagmar Dlouh4 ™ Lukas Pospisil

VSB - Technické univerzita Ostrava
17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava-Poruba

Abstrakt Prispévek se zaméruje na analyzu vstupni irovné matematickych znalosti a na-
sledné studijni Gspésnosti student@t Hornicko-geologické fakulty na VSB - Technické uni-
verzité Ostrava. Porovnavany jsou dvé casové oddélené kohorty studenti prvniho ro¢niku
z akademickych let 2013 a 2023. V obou obdobich byl realizovan shodny vstupni diagnos-
ticky test z matematiky zaméreny na klicové stredoskolské ucivo nezbytné pro technické
studium. Vysledky testu jsou analyzovany z hlediska celkového bodového zisku a nasledné
konfrontovany se studijni ispésnosti obou kohort v predmétech Zaklady matematiky, Mate-
matika I a Matematika II na agregované drovni. Pozornost je vénovana zejména zménam
ve struktufe vstupniho profilu studentt, predevsim podilu studentd bez maturitni zkousky
z matematiky, a také mife netspésnosti v matematickych kurzech prvniho ro¢niku. Vysledky
umoznuji diskutovat souvislosti mezi vstupni trovni matematickych znalosti, predchozi
vzdélavaci zkusenosti a studijni ispésnosti v pocatecni fazi technického vysokoskolského
studia a vytvareji podklad pro formulaci cilenych podpurnych opatieni.

Kli¢ova slova Hodnoceni studentu, ECTS klasifikace, longitudindlni{ srovnéni, vyuka
matematiky.

1 Uvod

Tato studie vznikla na piidé Vysoké skoly baiiské — Technické univerzity Ostrava (VSB - TUO), konkrétné
na Hornicko-geologické fakulté (HGF, [4]), kterd pTipravuje studenty v oblastech geovéd, hornictvi, en-
vironmentalniho inZenyrstvi, geoinformatiky, geodézie a dalSich technicky a pfirodovédné orientovanych
obort. Tyto studijni programy vyzaduji schopnost kvantitativniho uvazovani, praci s matematickymi
modely, analyzu dat a aplikaci matematickych metod pri reseni praktickych technickych problémii.

Matematika proto predstavuje jeden ze zdkladnich pilifa studia. Je nezbytnd nejen pro zvladnuti
teoretickych predméti prvniho ro¢niku, ale i pro dalsi odborny rozvoj studenttu v navazujicich technickych
a aplikac¢nich disciplindch. Uroveri vstupnich matematickych znalosti tak vyznamné ovliviiuje jejich
studijni dspésnost [2], [3].

Soucasné vsak dochézi k proméné struktury uchazecia o technické studium. Maturitni zkouska
z matematiky neni v Ceské republice povinné, a ¢ast studentti proto voli jako povinné volitelny

Korespondené¢ni autor (dagmar.dlouha@vsb.cz).
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predmét cizi jazyk. Tento trend se projevuje i u uchazeci o technické obory, kde by bylo mozné
ocekavat vyssi zastoupeni maturantfi z matematiky. Vzhledem k tomu, #e na HGF VSB—~TUO neni
u bakalarského studia uplatnovano prijimaci fizeni formou prijimacich zkousek z matematiky, vstupni
uroven matematickych znalost{ studentt je znacné heterogenni.

Tyto skutecnosti vytvareji prirozeny ramec pro zkoumani vztahu mezi predchozi vzdélavaci zkusenosti,
volbou maturitniho predmétu a naslednou studijni ispésnosti v matematickych kurzech prvniho ro¢niku.
Cilem této studie je proto porovnat dvé ¢asové oddélené kohorty studentii a analyzovat, jak se zmény
ve vstupnim profilu studentt promitaji do jejich vysledku v kli¢ovych matematickych predmétech.

2 Predmaét studie

Zkoumany soubor tvori studenti prezen¢ni formy technickych studijnich programa, kteri nastoupili
do prvniho ro¢niku vysokoskolského studia v akademickych letech 2013 a 2023. Jedna se o srovnavaci
analyzu dvou c¢asové oddélenych kohort studentt.

V obou sledovanych letech byl v prvnim tydnu zimniho semestru realizovan vstupni diagnosticky test
z matematiky. Ucast na testovani byla dobrovolnd a test byl vypliiovan anonymné. Tento diagnosticky
test byl koncipovan tak, aby ovéril iroven znalosti stfedoskolské matematiky nezbytnych pro studium
technickych obori. Obsahoval tlohy z elementarni algebry, prace s funkcemi a feseni rovnic a nerovnic.
Cést tloh byla zaméfena na ovéfeni zvladnuti standardnich postupt feseni, jiné tlohy kladly diraz na
samostatné uvazovani, feSeni problémui a matematickou gramotnost (viz Obrazek 1).

16
2. Mezi ¢isly 3@ % plati vztah:

4 6 4 6 4 6 4 6 Z4dné z predchozich
D g > g D g - 5 D § < 5 D § < 5 D odpovédi neni spravné.
3. Rovnice 22 + y? + 42 + 2y + 1 = 0 vyjadiuje kiivku:
D D 3 74dné z predchozich
D odpovédi neni spravna.

Obrazek 1 Priklady typovych tdloh ze vstupniho diagnostického testu ovérujicich nu-
merické porozumeéni a schopnost geometrické interpretace algebraického
vyjadreni.

Struktura i obsah testu byly v obou sledovanych letech shodné, coz umoznilo pfimé porovnani
dosazenych vysledkii mezi jednotlivymi kohortami. Hodnoceni probihalo bodovym systémem — kazda
uloha byla ohodnocena 0 nebo 1 bodem, pficemz 0 znamenalo nespravnou odpovéd a 1 spravnou
odpovéd. Kazda tloha méla pravé jednu spravnou moznost.

Do vstupniho diagnostického testu byly kromé samotnych matematickych tloh zarazeny také
doplnujici otazky zamérené na predchozi vzdélavaci drahu studentti. Zjistovali jsme typ absolvované
stfedni skoly a skutecnost, zda studenti skladali maturitni zkousku z matematiky. Jednotlivé typy
stfednich skol byly ndsledné agregoviny do sirsich kategorii podle zaméfeni na oblast STEM (Science,
Technology, Engineering, Mathematics), tedy prirodovédné, technické a matematicky orientované obory,
a ostatni obory mimo tuto oblast. Tato klasifikace umoznuje zédkladni orientaci ve vstupnim profilu
studentt a poskytuje kontext pro interpretaci jejich vysledki. Prehled struktury zkoumanych kohort
podle téchto charakteristik je uveden na Obrazku 2. Uvedené informace tak napomahaji 1épe porozumét
tomu, s jakym typem studijni populace pracujeme a jaké predchozi vzdélavaci zkusenosti si studenti do
prvniho roéniku prinaseji.
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Obrazek 2 Struktura studentd v akademickych letech 2013 a 2023 podle typu ab-
solvované stfedni skoly (STEM/non-STEM) a podle skute¢nosti, zda
sklddali maturitni zkousku z matematiky. Udaje v jednotlivych segmen-
tech predstavuji absolutni pocty studentu.

V dalsi letech studia jsme sledovali studijni ispésnost obou kohort v navazujicich matematickych
predmétech, konkrétné v predmétech Zéklady matematiky, Matematika I a Matematika II. Cilem bylo
posoudit, zda se mezi sledovanymi roky lis{ nejen vstupni tiroven znalosti, ale také nasledné tspésnost
v klicovych matematickych kurzech.

Vysledky jsou prezentovany formou rozdéleni klasifikaci podle systému European Credit Transfer
and Accumulation System (ECTS), viz Tabulka 1, kde jsou uvedeny jednotlivé klasifikaéni stupné (A-F)
a odpovidajici bodové intervaly. Klasifika¢ni systém ECTS rozlisuje stupné A az E jako hodnoceni
ispésného absolvovani predmétu a stupen F jako netispésné ukonceni. Predmét je povazovan za splnény
v pripadé, ze student ziska vice nez 50 bodu z celkového hodnoceni. Sou¢asti hodnoceni je skupina
oznacena pomlckou, kam jsme zaradili studenty, ktefi z predmétu neziskali ani zapocet a nebyli
pripusténi ke zkousce.

Tabulka 1 Klasifikace podle systému ECTS a odpovidajici bodové intervaly

Stupen - F E D C B A
Bodovy interval  bez zipoc¢tu 0-50 51-60 61-70 71-80 81-90 91-100

Souhrnné pocty studenti v jednotlivych predmétech a fazich hodnoceni jsou uvedeny v Tabulce 2.
Tabulka zachycuje celkovy pocet zapsanych student v daném predmétu, pocet studentt, kteri neziskali
zépotet, a pocet studentt, kteif Gispésné absolvovali zkousku. Udaj ,zkouska“ pfitom oznacuje studenty,
ktefi v celkovém hodnoceni ziskali vice nez 50 bodt, tedy dosahli klasifikace A az E podle systému
ECTS.

7 dat je patrné, ze vyznamnd c¢ast studentt danych kurzti neziska ani zapocet. Napriklad v roce 2013
neziskalo zapocet v pfedmétu Zaklady matematiky ptiblizné 57 % studentt (388 z 675), v Matematice I
dokonce zhruba 62 % (462 z 742) a v Matematice II ptiblizné 45 % (166 z 373). Podobny trend lze
pozorovat i v roce 2023, kde podil studentt bez zdpoctu ¢ini piiblizné 60 % v predmétu Zdklady
matematiky, 69 % v Matematice I a priblizné 8 % v Matematice II. Naopak mezi studenty, kter{ zdpodet
ziskaji, je uspésnost u zkousky relativné vysoka, coz naznacuje, ze splnéni prubéznych pozadavka
predmétu predstavuje klicovy predpoklad pro tspésné zakonceni kurzu.

Tabulka tak umoznuje nejen primé srovnani obou kohort z hlediska celkové tispésnosti, ale také
identifikaci kritickych mist studijniho procesu, zejména vysokého podilu studentt, ktefi se nedostanou ani
do faze zavérecné zkousky. Je rovnéz tfeba zdtraznit, ze predméty Zaklady matematiky a Matematika I
jsou zarazeny jiz v prvnim roce bakalarského studia. Vysledky téchto kurza tak do zna¢né miry odréazeji
adaptacni fazi student na vysokoskolské prostredi. V této etapé studia rada studentt teprve zjistuje,
zda je zvoleny obor pro né vhodny a zda jim vysokoskolsky zptisob studia vyhovuje. Studijni netispésnost
v prvnim ro¢niku proto nelze interpretovat vyhradné jako disledek nedostatecnych znalosti, ale také
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jako projev prirozené selekce a postupného vyjasnovani studijnich preferenci.

Tabulka 2 Pocty studentii v jednotlivych predmétech a fizich hodnoceni.

2013 2023
Vstupni test pocet 91 146
pocet 675 348

Zéklady matematiky  bez zdpoctu (-) 388 209
zkouska (A-E) 287 139

pocet 742 360
Matematika I bez zdpoctu (-) 462 250
zkouska (A-E) 210 94
pocet 373 136
Matematika IT bez zédpoctu (-) 166 11

zkouska (A-E) 176 107

Vzhledem k tomu, ze vstupni test byl anonymni, nebylo mozné propojit jeho vysledky s vysledky
konkrétnich studentt v dalsich predmétech. Prestoze u navazujicich kurzt disponujeme detailnimi idaji
o dosazeném bodovém hodnoceni jednotlivych studenti z univerzitniho informac¢niho systému, nase
analyza byla provedena na agregované trovni. Vysledky jsou tedy interpretovany hromadné za celé
kohorty, nikoli na tirovni individualnich studijnich trajektorii.

Cilem predkladané studie je porovnat vstupni troven matematickych znalosti studenta ve dvou
sledovanych kohortach a nasledné analyzovat jejich studijni Gspésnost v navazujicich matematickych
predmétech prvniho roéniku. Zaméfujeme se zejména na rozlozeni vysledkt v predmétech Zaklady
matematiky, Matematika I a Matematika II a na porovnani struktury dosazenych hodnoceni mezi
roky 2013 a 2023.

Provedend analyza tak umoziuje nejen srovnani vstupni irovné znalosti, ale také posouzeni pii-
padnych zmén v tspésnosti studenttt v kliCovych matematickych kurzech v pribéhu sledovaného
desetiletého obdobi.

3 Exploracni analyza vysledku

V této ¢asti se zamérujeme na zakladni popis struktury vysledkl studentti v jednotlivych matematickych
predmétech. Obrazek 3 znizornuje relativni ¢etnosti dosazenych klasifikaci podle systému ECTS (A-F)
ve vstupnim testu a v predmétech Zaklady matematiky, Matematika I a Matematika II, a to samostatné
pro kohorty z let 2013 a 2023. Grafické zobrazeni umoznuje prehledné porovnani rozlozeni hodnoceni
mezi jednotlivymi pfedméty i mezi sledovanymi roky.

V legendé grafu je pomlckou oznacena skupina student bez zapoctu. U predmétu Zaklady mate-
matiky, ktery je ukoncen klasifikovanym zapoctem, znamend neziskdni zapoctu soucasné neldspésné
hodnoceni (stupen F). U predméti Matematika I a Matematika II pfedstavuje kategorie ,bez zdpoctu®
studenty, ktefi nesplnili pribézné podminky a nebyli pripusténi ke zkousce.

Vstupni test nebyl ukoncen zapoctem ani zkouskou; pro tcely srovnani jsme vsak jeho vysledky
prevedli do klasifika¢ni skdly ECTS. Pri tomto prevodu odpovidalo hodnoceni F vysledkim 0-5 bod1,
E Sesti bodim, D sedmi bodim, C osmi bodiim, B deviti bodim a A deseti bodim. Detailngéjsi
pohled na samotny vstupni test poskytuje Obrézek 4, ktery zachycuje relativni ¢etnosti celkového
po¢tu dosazenych bodi (0-10) u obou sledovanych kohort. Zatimeco v predchozim grafu byly vysledky
agregovany do klasifikacnich stupnti ECTS, zde je patrné skutecné rozlozeni bodového zisku bez prevodu
na znamky. Graf na Obrazku 4 umoznuje porovnat nejen prumérnou troven vykonu, ale i tvar rozdéleni
vysledki. U kohorty z roku 2013 je rozdéleni vice soustfedéno v oblasti stfednich bodovych ziski,
zejména mezi 2 az 5 body. Naproti tomu u kohorty z roku 2023 je patrny posun smérem k vyssSim
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Obrazek 3 Relativni ¢etnosti klasifikaci podle systému ECTS (A-F) ve vstupnim
testu a v predmétech Zaklady matematiky, Matematika I a Matematika IT
pro kohorty z let 2013 (vlevo) a 2023 (vpravo). Poml¢ka oznacuje studenty
bez zapoctu. Hodnoty jsou uvedeny v procentech; absolutni pocty jsou
uvedeny v Tabulce 3.

bodovym hodnotam, pricemz relativné castéjsi jsou vysledky 6 a vice bodi. Zaroven je u novéjsi kohorty
sirsi rozptyl dosazenych bodu.
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Obrazek 4 Relativni ¢etnosti celkového poc¢tu dosazenych bodu (0-10) ve vstupnim
diagnostickém testu pro kohorty z let 2013 a 2023. Hodnoty jsou uvedeny
v procentech z celkového poctu studentti dané kohorty.

Relativni Cetnosti jsou v grafu na Obrazku 4 uvedeny v procentech z celkového poctu studenti
daného predmétu. Absolutni poéty studentti, z nichz byly relativni hodnoty vypocteny, jsou uvedeny v
Tabulce 3, coz umoznuje zasadit procentudlni rozdéleni do konkrétniho kvantitativniho ramce.

4 Zavér

Predlozend studie porovnala dvé ¢asové oddélené kohorty studentti prvniho roéniku Hornicko-geologické
fakulty VSB—~TUO z hlediska jejich vstupni tirovné matematickych znalosti a nasledné studijni Gspés-
nosti v klicovych matematickych predmétech. Analyza vychézela ze shodného vstupniho diagnostického
testu a z agregovanych vysledkt predméttu Zaklady matematiky, Matematika I a Matematika II.
Vysledky poukazuji na proménu vstupniho profilu student, zejména ve vztahu k typu absolvované
stfedni skoly a k absolvovani maturitni zkousky z matematiky. Soucasné se v obou sledovanych obdobich
ukazuje vyrazny podil studentti, kteri neziskaji zapocet v matematickych predmétech prvniho roéniku.
Tyto pfedméty pritom tvori zdklad dalsitho odborného studia a jejich tispésné zvladnuti je klicové pro
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Tabulka 3 Absolutn{ po¢ty studentt podle klasifikace ECTS (A-F) ve vstupnim
testu a v predmétech Ziklady matematiky, Matematika I a Matematika
IT pro kohorty 2013 a 2023. Symbol ,—“ oznacuje studenty bez zdpoctu.

Rok  Predmeét - F E D C B A
TEST 0 85 4 2 0 0 0
2013 M 388 0 163 69 21 23 11
MI 462 70 141 39 22 7 1
MII 166 31 94 45 22 12 3
TEST 0 106 19 12 6 3 0
2023 M 209 0 60 28 28 17 6
MI 250 16 44 22 11 11 6
MIT 11 18 68 18 11 2 8

pokracovani ve studijnim programu.

Zjisténé skutecnosti podtrhuji vyznam vstupniho diagnostického testovani jako nastroje, ktery
umoznuje vcas identifikovat rizikové skupiny studentt a cilené na né reagovat. Ukazuje se, ze samotna
diagnostika m& smysl predevsim tehdy, je-li systematicky propojena s naslednymi podptirnymi opat-
fenimi. Na fakulté jsou proto dlouhodobé rozvijeny konzultacni sluzby v Math Support Centre [5],
pripravné kurzy pred zahdjenim studia i studijni materidly vcetné online kurzt a vyukovych videi
zaméfenych na opakovani klicovych témat stfedoskolské matematiky [1]. Propojeni vstupni diagnostiky
s témito aktivitami muze predstavovat efektivni nédstroj ke snizeni studijni netspésnosti v prvnim
ro¢niku a ke stabilizaci studijni trajektorie studentti technickych oboru.

Studie tak poskytuje nejen popis zmén ve vstupni drovni matematickych znalosti, ale i argument
pro systematické budovani podptirného ramce, ktery reflektuje heterogenitu nastupujicich kohort.

Podékovani Tento piispévek vznikl za podpory Katedry matematiky Fakulty stavebni VSB — Technické
univerzity Ostrava a projektu Rozvoj zaméstnancii a podpora studentit VSB-TUO, CZ.02.02.XX
/00/23_022/0009115. R4di bychom vyjadiili podékovani studenttim za jejich spolupréci pii realizaci
Setfeni.

Reference

[1] DLOUHA, Dagmar, HAMRIKOVA, Radka. Our Experience with the Involvement of Students in
the Creation of Study Materials. In: 17th Conference on Applied Mathematics (APLIMAT 2018).
Bratislava: Slovak University of Technology in Bratislava, SPEKTRUM STU, 2018, s. 301-308.
ISBN 978-80-227-4765-3.

[2] DLOUHA, Dagmar, POSPISIL, Lukas, DLOUHA, Karolina. High school mathematics knowledge
level of technical university students. In: 8th International Conference on Higher Education
Advances (HEAd’22). Valencia: Editorial Universitat Politécnica de Valéncia, 2022, s. 531-538.
Dostupné z DOI: 10.4995/HEAd22.2022.14268.

[3] DLOUHA, Dagmar, POSPISIL, Luk4s, DLOUHA, Karolina, DLOUHA, Magdalena. Evaluation
and Remediation Opportunities for High School Mathematics Knowledge Among Students Entering
a Technical University. In: 10th International Conference on Higher Education Advances (HEAd’24).
Valencia: Editorial Universitat Politecnica de Valéncia, 2024, s. 1046—1053. Dostupné z DOI:
10.4995/HEAd24.2024.17124.

[4]  Hornicko-geologickd fakulta VSB - TUO [online] [cit. 2026-05-27]. Dostupné z: https://hgf.vsb.
cz.

[5]  Math Support Centre VSB - TUO [online] [cit. 2026-05-27]. Dostupné z: https://msc.vsb.cz.

108


https://konference3mi.vsb.cz/
https://doi.org/10.4995/HEAd22.2022.14268
https://doi.org/10.4995/HEAd24.2024.17124
https://hgf.vsb.cz
https://hgf.vsb.cz
https://msc.vsb.cz

MODERN{ MATEMATICKE METODY V INZENYRSTV{ 2026

Zpétna vazba na opakovaci workshopy
v ramci sluzby podpory vyuky matematiky
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Abstrakt V tomto prispévku se budeme zabyvat zpétnou vazbou na opakovaci workshopy
k predmétu Matematika 2 porddané centrem podpory vyuky matematiky na Fakulté
elektrotechniky a komunikac¢nich technologii Vysokého uceni technického v Brné. V tivodu
si pripomeneme, co je cilem podpory vyuky matematiky, jak s timto cilem souvisi opakovaci
workshopy a jakou roli pfi hodnoceni efektivity nabizenych aktivit hraje zpétnd vazba.
V dalsi ¢asti popiseme strukturu opakovacich workshopu a skladbu dotazniku zpétné vazby
véetné otazek a moznych odpovédi. Poté analyzujeme kvantitativni a kvalitativni data
ziskana prostiednictvim dotazniku a zhodnotime vysledky analyzy z pohledu dosazeni cile
a miry efektivity. Na zavér v kratké diskuzi nastinime moznd vylepseni nabizené sluzby.

Klicova slova Podpora vyuky matematiky, opakovaci workshopy, zpétna vazba, kvantita-
tivni a kvalitativni analyza.

1 Uvod

Matematické predméty jsou pro studenty technickych oboru ¢asto pri¢inou predc¢asného ukonceni
studia, [9]. Efektivnim néstrojem ke sniZeni studijni netspésnosti v matematickych pfedmétech je
tzv. ,podpora vyuky matematiky“ (anglicky ,mathematics learning support®) [5]. Tato podpora je
Casto poskytovdna v rdmci tzv. ,center podpory“ (anglicky ,support centre“). Informace o tom, co
scentra podpory“ jsou a k ¢emu slouz, lze najit napiiklad v ¢lanku [2] nebo na strankdch sigma
Network [8].

Otéazkou je, do jaké miry aktivity nabizené centry podpory plni sviij tcel, tj. pomahaji studenttim
k lepsimu pochopeni matematiky. Je tedy dulezité pravidelné vyhodnocovat efektivitu poskytovanych
sluzeb [3]. K tomu muze poslouzit napfiklad zpétna vazba od studentu [4]. Praktickou piirucku ke
sbéru zpétné vazby od studentl lze najit na strankdch sigma Network [7].

Jednou z moznych forem podpory vyuky matematiky, kterou nabizeji nékteré univerzity, jsou
tzv. opakovaci workshopy [6]. Jedné se o kombinaci vyuky s moznosti konzultace. Tato moznost je
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jednou z aktivit nabizenych centrem podpory vyuky matematiky ,M.A.S.H. — Matematicka zdchranka*
na Fakulté elektrotechniky a komunika¢nich technologii Vysokého uceni technického v Brné (FEKT
VUT).

Uéelem tohoto pispévku je analyzovat data ziskand od tcastnikit opakovacich workshopt na
FEKT VUT prostrednictvim dotazniku zpétné vazby, vyhodnotit efektivitu této aktivity a prozkoumat
moznosti vylepseni.

Prispévek se sklada z nasledujich ¢asti. Nejprve popiseme strukturu opakovacich workshopt a dotaz-
niku zpétné vazby a uvedeme vsechny otazky véetné moznych odpovédi. Poté se zamérime na analyzu
dat, nejprve kvantitativni a poté kvalitativni, spojenou se stru¢nou diskuzi vysledkt analyzy. V zavéru
shrneme veskeré vysledky dosazené v tomto prispévku a nastinime mozné sméry budouciho vyvoje
a vylepseni sluzby.

2 Struktura opakovacich workshopt a dotazniku zpétné vazby

V této Casti se budeme zabyvat strukturou workshopti a dotazniku a popisem jednotlivych otézek
a moznych odpovédi. Dotaznik se tyka opakovacich workshoptu k predmétu Matematika 2 vyucovaném
na FEKT VUT kazdoroc¢né v jarnim semestru akademického roku.

2.1 Opakovaci workshopy

V ramci predmétu Matematika 2 se piSou dva prubézné testy, jeden priblizné v poloviné semestru
a druhy tyden pred koncem semestru. Opakovaci workshopy jsou naplanovany vzdy na zacatek tydne,
kdy se pisou testy, a jsou planovany jako dvouhodinové. Program workshopu se ustalil po prvnich dvou
workshopech a ma dvé ¢asti. V prvni ¢asti, ktera trva priblizné hodinu, ¢len Matematické zachranky,
nazyvany téz tutor, pocita na tabuli priklady z pribéznych test z minulych let, vysvétluje jednotlivé
kroky postupu a poskytuje rady a tipy o dalsich moznych postupech Teseni. V druhé ¢asti je na
projektoru promitano odlisné zadani testu a studenti mohou samostatné pocitat priklady s podporou
tutora.

Vétsina studentit odchézi po skonceni prvni ¢asti. Druhé ¢asti se obvykle ticastni cca 10-20 studenti,
ktefi postupné odchazeji. Presna data nejsou k dispozici vzhledem k tomu, Ze pro icast na workshopu
neni vyzadovana registrace a Matematickd zachranka neméa prostiedky k zaznamenani po¢tu tcastniki
na miste.

Ucastniky workshopti jsou studenti pfevazné prvniho a druhého roéniku bakaldiského studia. Prvnf
opakovaci workshopy byly realizovany v jarnim semestru 2024, kdy kromé workshopu pred obéma
pribéznymi testy probéhl jesté jeden workshop pfed prvnim terminem zkousky. V letech 2025 a 2026
se uskutecnily pouze workshopy pred prubéznymi testy.

2.2 Dotaznik zpétné vazby a sbér dat

Na tvod této c¢asti je vhodné pripomenout, ze cilem dotazniku je ziskani zpétné vazby za dcelem
vyhodnoceni efektivity sluzby podpory vyuky matematiky a jejiho pripadného vylepseni. Cilem dotazniku
neni sbér vyzkumnych dat za ticelem hledani odpovédi na pfedem stanovené vyzkumné otazky v oblasti
didaktiky nebo pedagogiky. Tato skutecnost ma podstatny vliv na strukturu dotazniku a formulace
otazek i odpoveédi.

Dotaznik byl vytvoren po uskuteénéni opakovacich workshopu k predmétu Matematika 2 na konci
jarniho semestru 2024. Dotaznik v roce 2024 zahrnoval vSechny tfi realizované workshopy. V nasledujicich
letech 2025 a 2026 byl dotaznik mirné upraven v jedné otazce tak, aby pokryval pouze workshopy pred
prubéznymi testy. Struktura dotazniku ztstala stejnd. Byly pouzity i stejné otézky, aby byl umoznén
sbér srovnatelnych dat. Dotaznik je implementovan v MS Forms z diivodu dostupnosti a flexibility pri
préaci s nasbiranymi daty.
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Prvni otdzka, kterd ma kvantitativni charakter a jeji zodpovézeni je povinné, zni: ,Kterého/kterych
workshopti jsem se zUcastnil/a? (mozno vybrat vice moznosti)“. Jednd se o otdzku typu vybéru
z nabizenych odpovédi. Nabizené moznosti jsou dvé, ,pred 1. testem* a ,pred 2. testem®. V roce 2024
byla zarazena jesté moznost ,pred zkouskou“. Cilem této otazky je zjistit, kterého workshopu nebo
workshopti se respondent zicastnil.

Otézka ¢islo 2 je také kvantitativni a povinnd a je formulovéna takto: ,,Do jaké miry mi workshop(y)
pomohl(y) 1épe se pripravit na test(y) z BPC-MA2?“ Je to otdzka typu hodnoceni, zvolena byla
celoCiselnd skala od 1 do 5 ve formé udélenych hvézdic¢ek. Tato forma byla zvolena z divodu podobnosti
se skalou hodnoceni e-shopt nebo produkti nakupovanych online na zakladé predpokladu, ze vétsina
ucastniki workshopti ma s timto zptsobem hodnoceni osobni zkuSenost. Smyslem této otdzky je
posoudit, zda nabizend aktivita — kombinace vyuky s moznosti konzultace — plni svtij uicel, tj. ze prispiva
k lepsimu porozuméni matematice.

Treti otdzka ,,Co bylo na workshopech dobré/pozitivni?“ je nepovinnd a mé kvalitativni charakter.
Otéazka je typu ,Long answer“, respondenti mohou napsat jakoukoli odpovéd ve formé textu. Limit pro
odpoved na tuto otazku je 4 000 znakt véetné mezer. Cilem otazky cislo 3 je ziskat predstavu o tom,
co respondenti na workshopech nejvice ocenuji.

Také ¢tvrta otdzka je také nepovinna a kvalitativni. Otazka zni takto: ,,Co by se na workshopech
dalo vylepsit a jak?“ Je stejného typu jako otdzka ¢islo 3, limit pro odpovéd je opét 4 000 znaki véetné
mezer. Ucelem této otdzky je nasbirat podnéty a inspiraci k moznému vylepSeni nabizené aktivity.

Posledn{ patd otdzka mé nejdels{ znéni: ,,Jak bych celkové ohodnotil/a svoji zkuSenost s worksho-
pem/workshopy porddanymi M.A.S.H. — Matematickou zéchrankou? (piilezitost, komunikace, organi-
zace, prostiedi, atmosféra)“. Jednd o otdzku typu hodnoceni se stejnou skdlou a formou jako u otdzky
¢islo 2. Smyslem této otdzky je zhodnotit kvalitu nabizené sluzby obecné, tj. zpusobu, jakym je
realizovana podpora vyuky matematiky v rdmci Matematické zachranky na FEKT VUT.

Dotaznik je koncipovan jako anonymni, mize ho vyplnit kdokoli, kdo ziska odkaz na dotaznik. Data
byla ziskdna s pomoci jednoho z vyucujicich predmétu Matematika 2. Vyucujici prostfednictvim vzkazu
v informacénim systému odeslal po 2. testu zpravu s prosbou o vyplnéni dotazniku a s odkazem na dotaznik
vSem studentiim predmétu. Tim bylo zajisténo, Ze se informace dostala ke vSem tcastnikiim workshopt.

3 Analyza dat

Diky pouziti stejnych otazek a stejné skladby dotazniku jsou data nasbirana v letech 2024 az 2026
konzistentni a mohou byt analyzovana stejnym zptusobem. Kvantitativni data obsahujicich moznost
»bred zkouskou“ v odpovédi na otézku ¢islo 1, coz bylo uvedeno u jednoho respondenta v roce 2024,
byla vyrazena.

3.1 Kvantitativni analyza

Analyza kvantitativnich dat je zadkladnim prostfedkem pro vyhodnoceni efektivity nabizené aktivity
a nebo sluzby. Nejprve se pokusime odhadnout pocet tcastniki jednotlivych workshopti. Jak bylo
uvedeno difve, presné pocty tcastnik neni mozné zjistit. Odhadované pocty tcastnikii zaokrouhlené
na celé desitky a meziro¢ni rozdil v procentech je mozné najit v Tabulce 1.

Tabulka 1 Odhadovany pocet icastnik

Rok Workshop pred Workshop pred Meziroc¢ni rozdil
1. testem 2. testem

2024 40 30 -

2025 70 60 +85%

2026 100 100 +53%
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Podle dat v Tabulce 1 mtzeme ocekavat, ze zdjem o workshopy bude rist i v nasledujicich letech
a ze rychlost rustu bude postupné zpomalovat. Odhadovany pocet ticastnikti by se mohl vysplhat az
na 150. V takovém pripadé by bylo potifeba zajistit vétsi mistnost, napiiklad prednéskovou aulu.

Déle se podivame na pocet tcastniku, kteri vyplnili dotaznik, a na to, kterych workshopu se
zucastnili. K tomuto tcelu vyuzijeme odpovédi na otazku ¢islo 1. Celkovy pocet respondentii a pocty
ucastnikt jednotlivych workshopt jsou uvedeny v Tabulce 2. Jak jiz bylo uvedeno, ziskand data jsou
oc¢isténa od pocétu odpovédi zahrnujicich moznost ,,Workshop pfed zkouskou“, kterd byla soucasti
dotazniku v roce 2024.

Tabulka 2 Pocet odpovédi na otdzku ¢islo 1 , Kterého/kterych workshopt jsem se

zucastnil/a?*
Rok Celkovy pocet Workshop pred ‘Workshop pred Oba workshopy
respondentt 1. testem 2. testem
2024 7 4 4 1
2025 27 20 21 14
2026 46 32 35 21

7 udajt v Tabulce 2 je zfejmé, ze postupné darilo dosahnout vyssiho poctu vyplnénych dotazniki.
V letech 2025 a 2026 se obou workshopt ztcastnila priblizné polovina respondenti.

Co se tyka mnozstvi dat, z pohledu objektivity by bylo vhodné ziskat odpovédi od vyssitho poctu
ucastnikti. Toho by bylo mozné dosdhnout napriklad zasldnim upominky. Vzhledem k tomu, ze ucast
na workshopech neni monitorovana, by upominka musela byt adresovana vSem studenttim predmétu,
coz by mohlo byt nékym vnimano jako obtézujici. Je tedy potieba zvazit, zda moznost ziskani vyssiho
poctu ziskanych odpovédi vyvazi vyse zminéné riziko.

Nasleduje souhrn odpovédi na otazku ¢islo 2, ktera patii mezi stézejni otdzky dotazniku. Data jsou
uvedena v Tabulce 3. Dtlezité jsou zejména udaje ve sloupci ,,Prameér®.

Tabulka 3 Pocet odpovédi na otdzku cislo 2 ,Do jaké miry mi workshopy pomohly
lépe se pripravit na test/zkousku z BPC-MA27¢

Rok Hodnoceni Prumeér
Uroveii 1  Uroven 2 Uroveii 3 Urovein 4  Uroveii 5 =
2024 1 1 0 1 4 3,86
2025 1 3 4 9 10 3,89
2026 0 1 3 15 27 4,48

Skala hodnoceni pro otazku ¢islo 2 mé stfedovou, tedy neutralni, hodnotu 3. Z poéti odpoveédi
v jednotlivych sloupcich v Tabulce 3 lze usoudit, ze vésSina respondentti povazovala workshopy za
prinosné pri pripravé na test. Data v Tabulce 3 tedy nepiimo potvrzuji, ze workshopy plni svij tcel,
tj. prispivaji k lepsimu pochopeni matematiky.

V Tabulce 3 také mizeme pozorovat vyznamny rozdil mezi hodnocenimi v letech 2024 a 2025
a hodnocenim v roce 2026, které je podstatné vyssi. Bylo by zajimavé vyzkoumat, pro¢ tomu tak je.
Data, kterd jsou k dispozici, ovSem k takovému zkouméni nelze vyuzit. Mtizeme se jen domnivat, co je
skutec¢nou pric¢inou vyrazné lepsitho hodnoceni v roce 2026. Vzhledem k tomu, Ze struktura ani provedeni
workshopti nedoznaly zadnych zmén, musela zména nastat na strané ucastnikia.

Jednou z pravdépodobnych prfi¢in by mohla byt vyssi mira vyuzivani nastroja umélé inteligence (AI)
ze strany studentti. Napiiklad student, ktery ve cviceni neporozumi postupu vypoctu, mize pii pocitani
doma vyuzit Al k vyTeSeni konkrétni tlohy. Postup zvoleny Al ovSem také nemusi byt pro studenta
srozumitelny. Uloha je tedy vyfeSena, ale bez porozuméni postupu. Pokud se takovy student zi¢astni
workshopu, kde jsou jednotlivé kroky vypoctu diikladné vysvétleny, mize dojit k lepsimu porozuméni
postupu. Dusledkem pak muze byt vyssi hodnota hodnoceni u otdzky ¢islo 2.
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Zbyva vyhodnotit odpovédi na dalsi dilezitou otazku, otazku ¢islo 5. Pocéty odpovedi a také primérné
hodnoceni jsou shrnuty v Tabulce 4.

Tabulka 4 Podet odpovédi na otdzku ¢islo 5 ,,Jak bych celkové ohodnotil/a svoji zku-
Senost s workshopem/workshopy porddanymi M.A.S.H. — Matematickou
zachrankou? (prilezitost, komunikace, organizace, prostfedi, atmosféra)

Rok Hodnoceni Prameér
Uroveii 1 Uroven 2 Urovenn 3 Urovenn 4  Uroven 5 S
2024 0 0 1 1 5 4,57
2025 0 2 1 11 13 4,30
2026 0 0 0 7 39 4,85

Stejné jako u otazky c¢islo 2 mé skala hodnoceni pro otazku c¢islo 5 stredovou hodnotu 3. Data
v Tabulce 4 svéd¢i o tom, ze zpusob, jakym je poskytovana podpora vyuky matematiky prostiednictvim
opakovacich workshopt, je pro studenty atraktivni a relevantni.

Také v Tabulce 4 dosahuje primérné hodnoceni vyssi hodnoty v roce 2026 nez v predchozich dvou
letech, i kdyZ v tomto pripadé rozdil neni tak vyrazny. To muze souviset s tim, ze pristup tutori
v Matematické zachrance je odlisny od pristupu vyucujiciho, ale i s tim, Ze ic¢ast studentti na workshopu
je dobrovolna. Zajem ucastniku zlepsit se v matematice se tedy potkava s méné formélnim pristupem
tutora. Pri¢inu vyssi hodnoty v roce 2026 opét neni mozné urcit z dat, kterd jsou k dispozici.

Jednou z moznych pri¢in by opét mohla byt vyssi mira vyuzivani Al ze strany tcastniki. Studenti,
ktefi si navyknou na ¢asté pouzivani Al, jsou méné motivovani ke komunikaci s vyucujicimi, zv1ast
pokud se jedna o komunikaci ve formalnim stylu. Pfi navstévé workshopu pak mohou byt pozitivné
ovlivnéni méné formélni atmosférou a moznosti oteviené klast otazky bez obav z moznych dopadt na
hodnoceni predmétu. Vyssi hodnoceni u otazky ¢islo 5 tak muze byt disledkem kombinace vyssi miry
vyuziti Al a méné formélniho pristupu tutora v prubéhu workshopu.

3.2 Kvalitativni analyza

Analyza kvalitativnich dat pfindsi moznost hloubéji porozumét zkoumané oblasti. Muze také prispét
k lepsimu pochopeni kvantitativnich dat a podporit, pripadné upfesnit zavéry ucinéné na zakladé
vysledki kvantitativni analyzy.

V této E4sti se budeme zabyvat analyzou odpovédi na kvalitativni otdzky é&slo 3 a 4.! Ke zkouméani
dat byla zvolena metoda zvana ,tematickd analyza“, ktera je jednou z analytickych metod zaloZenych na
opakujicich se tématech, strukturdch nebo vzorcich (anglicky ,pattern-based methods*), viz [1]. Otdzky
¢islo 3 a 4 jsou nepovinné, proto byly poc¢ty odpovédi na tyto otdzky nizsi nez celkovy pocet respondenti.
Pocet respondentti, ktefi odpoveédéli na otazku c¢islo 3, a jejich podil vzhledem k celkovému poctu
respondenti muzeme najit v Tabulce 5.

Tabulka 5 Pocet a podil respondentti, ktefi odpovédéli na otazku ¢islo 3 ,,Co bylo
na workshopech dobré/pozitivni?“

Rok  Pocet odpovedi Celkovy pocet Podil
respondentti R
2024 6 8 75,0 %
2025 22 27 81,5 %
2026 37 46 80,4 %

Do kvalitativnich dat za rok 2024 byly zahrnuty i odpovédi respondenta, ktery v odpovédi na otézku é&islo 1 zagkrtl
moznost ,,pred zkouskou“ . Celkovy pocet respondentu zahrnutych do kvalitativni analyzy se tedy zvysil na 8.
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Tematicka analyza odpovédi na otazku cislo 3 byla provedena tak, ze byla nejprve analyzovina
klicova slova a jejich vyznam. Slova se stejnym nebo blizkdm vyznamem pak byla sloucena do jednoho
tématu, které je vSechny svym vyznamem zahrnuje. Vystupem tematické analyzy odpovédi na otazku
¢islo 3 jsou témata a Cetnosti, se kterymi se témata v odpovédich objevuji. Vystup je rozdélen podle let
a serazen sestupné podle ¢etnosti.

Rok 2024
e pomoc o 4x
e pristup tutora o 4x
 procviceni/pocitani o 2%

Rok 2025
o podlitdni/fFeseni o 8x
e vysvétleni o 7x
e pristup tutora o 4x
e testy z minulych let o 4x
o zopakovani o 3x
e moznost ptat se o 3x
« pochopeni/porozumén{ o 2%
e strucnost o 2%
o rady/tipy o 2%
e zpétna vazba o 1x

Rok 2026
e pristup tutora oo 12x
o rady/tipy o 9x
o vysvétleni o 8%
o podlitdni/fFeseni o 8x
« pochopeni/porozuméni o 5x
e predstava o obsahu testu o 55X
e moznost ptat se o 4x
o ukézka postupu o 4x
o testy z minulych let o 3x
o shrnuti/zopakovani o 2x
e moznost pocitat o 2x
e pomoc o 1x
o atmosféra o 1x
e zadarmo o 1x
e pro zajemce o 1x
e bylo slyset o 1x

Z vyse uvedenych témat a jejich cetnosti mizeme usoudit, ze respondenti nejvice ocenuji moznost
pripomenout si probranou latku prostfednictvim pocitani a vysvétleni postupii feseni prikladi z testi
z minulych let, véetné praktickych tipt, které pribyvaji postupné s narustajicimi zkuSenostmi tutora.
Ceni si také méné formdlni atmosféry, ve které se neboji pokladat otazky a fict si o podporu ¢i
zpétnou vazbu. Zejména tato druhd ¢ast je cennd z hlediska podpory vyuky matematiky. Vyplyva z ni
totiz, ze vyznamné ¢asti student vyhovuje pristup, ktery je obecné praktikovan v centrech podpory:
klientsky orientovany neformalni profesionalni pristup zaméreny na podporu rozvoje dovednosti studenta
prostiednictvim zpétné vazby.
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Pocet nasbiranych odpovédi na otazku ¢islo 4 a jejich podil vzhledem k celkovému poctu respondentt
Ize najit v Tabulce 6. Analyza odpovédi na otdzku ¢islo 4 byla provedena stejnym zpusobem jako
u otazky cislo 3. Vystup je opét rozdélen podle let a sefazen sestupné podle ¢etnosti jednotlivych témat.

Tabulka 6 Pocet a podil respondentti, ktefi odpovédéli na otazku cislo 4 ,,Co by se
na workshopech dalo vylepsit a jak?“

Rok  Pocet odpoveédi Celkovy pocet Podil
respondentu ~
2024 3 8 37,5%
2025 18 27 66,7 %
2026 22 46 47,8 %
Rok 2024
e pocitani na tabuli o 2%
e nic e 1x
Rok 2025
o vetsi mistnost o 4x
o vice typovych prikladta o 3%
e nic o 3x
o efektivnéjsi 2. ¢ast o 3%
o lépe vysvétlit postupy e 2x
e pomalejsi tempo o 2x
e vynechat 2. ¢ast o 1x
o hlasitost o 1x
e zeptat se na vstupni znalosti o 1x
o priklady neodpovidaly testu o 1x
Rok 2026
e nic o 7x
« hlasitost o 4x
o obtiznéjsi priklady o 3x
e vice typu priklada o 2%
e propagace o 2x

¢ nabidnout pro predméty
Matematika 3, resp.

Matematika 1 o 2x
e rovnou jit do vétsi ucebny o 1x
e Vveétsi odstup pred testem o 1x
e prilis podrobné

vysvétleni a pocitani o 1x
o ukéazat vysledky k 2. ¢asti o 1x
o delsi workshop o 1x
e pomalejsi tempo o 1x
e vice workshopii za semestr o 1x
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Vysledky tematické analyzy odpovédi na otazku ¢islo 4 si zaslouzi podrobnéjsi rozbor a diskuzi.
Nejprve si povSimneme skutecnosti, ze béhem let postupné pribyva odpovédi ,nic“, tedy Ze neni
co vylepsit. To mize znamenat, ze dotaznik zpétné vazby plni o¢ekavanou funkci, tj. Ze na zakladé
nasbiranych odpovédi dochdzi k reflexi na strané organizatora (Matematické zdchranky) a k naslednému
vylepsSeni nabizené aktivity.

Déle je ziejmé, ze s pribyvajicim poctem tucastniku se zvySuje potieba realizovat workshopy
v mistnosti s vyssi kapacitou, coz ovSéem muze mit za néasledek potize s hlasitosti projevu tutora. Na
dilezitosti nabyva také disciplina ucastnik.

Névrhy na pocitani na tabuli se vztahovaly k prvnim dvéma uskute¢nénym workshopum, kdy se
teprve formoval koncept workshopu a pocitani na tabuli nebylo souc¢dsti programu.

Je pochopitelné, ze acastnici by uvitali vice typovych prikladi. Zde je potieba vzit v tvahu
casové hledisko. Aby bylo mozné probrat vice typu priklad, workshop by musel byt delsi. To ovsem
v soucasnosti neni v moznostech Matematické zachranky z kapacitnich duvodu, a nebylo by to vhodné
ani vzhledem k efektivité uceni, ktera po dvou hodinach vyznamné klesa. Podobné je to i s pomalejsim
tempem pocitani, i to by mélo za nasledek prodlouzeni workshopu.
vice ¢asu. Hlavné ale ne vzdy jsou nejvhodnéjsi pro ukazku postupu feseni daného typu prikladu.
Obdobné by vypadala reakce na namitku, ze priklady neodpovidaji prikladim v testu. Vzhledem k tomu,
ze test ma vice variant, obvykle 4 az 8, neni mozné béhem dvouhodinového workshopu propocitat
vSechny typy prikladi, a to dokonce ani pri vynechdni 2. ¢asti.

Na druhou stranu je relevantni navrh zorganizovat 2. ¢ast workshopu efektivnéji. Jeden tutor by
tézko pokryl 100 ucastniki, kdyz ma co délat i s 20. Vyssi pocet tutort v prubéhu 2. ¢asti workshopu
by urcité prospél. Také by stalo za ivahu zkusit vylepsit vysvétleni postupt.

Propagace je jednim z témat tykajicich se sluzby podpory vyuky matematiky obecné. Vzdy je mozné
zamyslet se nad novymi moznostmi propagace a jejim zefektivnénim. Vzhledem ke stavajici kapacité
Matematické zachranky se to jevi jako obtizné, ale ne nemozné. Z kapacitnich divodu je také obtizné
poradat vice workshopti za semestr.

Zajimavy je navrh zaradit do nabidky sluzby Matematickd zachranka také opakovaci
workshopy pro predméty Matematika 1 a Matematika 3. O tomto navrhu urcité ma smysl uvazovat
nejen v kontextu uvedenych predméti, ale celé fakulty.

Naopak navrh zeptat se tc¢astnikti na jejich vstupni znalosti neni relevantni. Obecné by vsichni
ucastnici méli mit stejné vstupni znalosti, presnéji, méli by mit odpovidajici znalosti ze stredni skoly
a predstavu o tom, jaka témata byla probriana v ramci predmétu Matematika 2. To by mélo stacit
k tomu, aby pro né opakovaci workshop byl pfinosny.

Podobné neni relevantni ani ndvrh zaradit workshop s vétsim odstupem pred testem. Aby opakovaci
workshop plnil sviij ticel, musi byt realizovan az po probrani vSech témat, kterd budou na testu. To
obvykle nastiva az v tydnu, kdy se kona test, ne drive.

Na zavér je vhodné uvést i to, ze nékteri respondenti povazovali vysvétleni a pocitani na tabuli za
prilis podrobné. To je v kontrastu s odpovédmi jinych respondentii, ktefi naopak podrobné vysvétleni
ocenili. Vzhledem k tomu, ze téchto respondentt, ktefi byli spokojeni, bylo vice, Ize konstatovat, ze
uroven podrobnosti vykladu je spravné nastavena.

4 Zavér

V tomto pfispévku jsme se vénovali zpétné vazbé na opakovaci workshopy k predmétu Matematika 2
poradané centrem podpory vyuky matematiky na FEKT VUT v Brné. V Gvodu jsme pripomnéli,
ze cilem podpory vyuky matematiky je lepsi pochopeni matematiky na strané studenti, Ze jednou
z moznych aktivit vedoucich k tomuto cili jsou opakovaci workshopy, a ze efektivitu nabizenych aktivit je
mozné posoudit na zakladé zpétné vazby od studentti. V dalsi ¢asti jsme popsali strukturu opakovacich
workshopi, kterd mé dvé ¢asti, poc¢itani na tabuli a samostatné pocitani. Dale jsme probrali skladbu
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dotazniku zpétné vazby, ktery sestava ze tfi povinnych kvantitativnich otazek a dvou nepovinnych
kvalitativnich otazek. Poté jsme analyzovali ziskand data, nejprve kvantitativni a pak kvalitativni.
Vysledky analyzy potvrdily, ze zdjem o opakovaci workshopy meziro¢né roste, ze workshopy naplnuji
ucel, a ze forma poskytované podpory odpovidd potfebam ucastniki. Ukazalo se, ze respondenti ocenuji
moznost souhrnného zopakovani latky pred testem a méné formélniho prostredi, ve kterém se neboji
klast otazky. Nakonec jsme se vénovali diskuzi o moznych vylepSenich opakovacich workshopii. Z navrhi,
které byly vystupem tematické analyzy, lze redlné uvazovat o navyseni kapacity workshopt, vylepseni
zvuku pri pocitani na tabuli, efektivnéj$im vysvétleni postupu feseni, zapojeni vice tutoru, zefektivnéni
propagace a rozsiteni nabidky opakovacich workshopt na dalsi matematické predmeéty.
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Abstrakt Prispévek se zaméruje na analyzu vstupnich matematickych dovednosti a postoju
studentti ekonomickych oborii. Dotaznikové Setfeni realizované mezi 262 studenty zkouma
jejich zékladni znalosti, sebedtuvéru a vztah k matematice. Souc¢asti dotazniku byl kratky
test ovérujici klicové stredoskolské dovednosti a sada vyroku hodnocenych na pétibodové
skale, na jejichz zakladé byly vytvoreny indexy motivace, sebejistoty a vztahu k matematice.
Vysledky ukazuji vysokou tspéSnost v rutinnich vypoctech, zatimco tlohy vyzadujici
hlubsi porozuméni a pokrodilejsi koncepty predstavuji pro studenty vétsi obtiz. Studenti
souCasné vnimaji matematiku jako dulezitou pro své studium a ocekavaji zlepseni, avsak
vykazuji nizs$i sebeduvéru a spise rezervovany vztah k predmétu. Analyza dale prokazala
vyznamné rozdily v zavislosti na predchozi matematické zkusenosti, zejména podle maturity
z matematiky a typu stfedni skoly. Tyto faktory ovliviiuji pfedevsim sebedtivéru studentt
a jejich vztah k matematice. Vysledky poukazuji na potfebu zohlednit heterogenitu vstupni
urovné studentd pri planovani vyuky.

Klicova slova Matematickd gramotnost, postoje k matematice, predchozi vzdélani, vyso-
koskolska vyuka.

1 Uvod

Studenti ekonomickych obort vstupuji do vyuky matematiky s rozdilnou drovni znalosti i odliSnymi
postoji k tomuto predmétu. Tyto rozdily jsou ovlivnény predevsim predchozim vzdélanim, zejména
typem absolvované stredni skoly a zkuSenosti s maturitou z matematiky. Zatimco c¢ast studentit vnima
matematiku jako dutlezity nédstroj pro porozuméni ekonomickym souvislostem, jini k ni pristupuji
s nejistotou nebo negativni zkusenosti z predchoziho studia. Postoje studentti k matematice souviseji
s jejich predchozi zkuSenosti a mohou ovliviiovat jejich studijni ispésnost [4], pficemZ vyznamnou roli
hraje také zptsob vyuky matematiky [3]. Cilem tohoto piispévku je analyzovat vstupni matematické
dovednosti studentii a jejich postoje k matematice a identifikovat faktory, které tyto postoje ovlivnuji.

<] Y. :
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119


https://konference3mi.vsb.cz/

MODERN{ MATEMATICKE METODY V INZENYRSTV{ 2026

2 Metodika

Dotaznikové Setreni bylo realizovdano mezi 262 studenty prevazné prvniho ro¢niku ekonomickych obor.
Dotaznik obsahoval tfi ¢dsti: zdkladni charakteristiky respondentt (pohlavi, typ stfedni skoly, maturita
z matematiky, ic¢ast na pripravném kurzu), kratky test matematickych dovednosti a sadu vyroki
hodnoticich postoj k matematice. Testova ¢ast zahrnovala pét tloh ovérujicich zdkladni stredoskolské
dovednosti (mocniny, procenta, linedrni rovnice, préce se vzorci a derivace).

Postoje studentii byly zjistovany pomoci sedmi vyrokt hodnocenych na pétibodové Likertove skale
(1 — zcela nesouhlasim, 5 — zcela souhlasim). Na jejich zdkladé byly vytvoreny t¥i souhrnné indexy:
motivace, sebejistota a vztah k matematice. Pro porovnani skupin studentt podle predchozi matematické
zkuSenosti byly pouzity neparametrické testy (Mann-Whitneytuv U-test a Kruskal-Wallistv test) [2].

3 Charakteristika respondentt

Vyzkumny soubor tvorilo 262 studenti ekonomickych obort, prevazné z prvniho roéniku (90,5 %). Ve
vzorku bylo 53,4 % muzi a 46,6 % Zen. Z hlediska predchoziho vzdélani pochézeli studenti nejcastéji
z obchodnich akademif (35,2 %) a gymnézii (34,5 %), mens{ zastoupeni méli absolventi stfednich pru-
myslovych (14,2 %) a zdravotnickych skol (16,1 %). Maturitu z matematiky absolvovalo 21,9 % student,
zatimco vétSina (78,1 %) z matematiky nematurovala. P¥{pravného kurzu se zticastnilo pouze 7,3 % re-
spondent.

Tento profil studenti odpovida typickému slozeni ekonomickych obort a zaroven naznacuje znacnou
heterogenitu ve vstupni matematické zkusenosti.

40 %
34,5 % 35,2 %
30 %
20 %
14.2% 16,1 %
10 %
0% - .
Gymnézium Stredni Obchodni Stredni
prumyslova akademie zdravotnicka
skola skola

Obrazek 1 Rozdéleni studentt podle absolvovaného typu stiedni skoly

4 Matematické dovednosti studentu

Soucésti dotazniku bylo pét kratkych tloh ovérujicich zékladni stiedoskolské matematické dovednosti
(mocniny, procenta, linedrni rovnice, prace se vzorci a derivace). Vysledky ukazuji vyrazné rozdily mezi
jednotlivymi typy tloh. Vysoké tspésnosti dosahli studenti u rutinnich vypocti — tlohy na mocniny
(96,6 %), procenta (92,4 %) a linedrni rovnice (92,0 %). Nizs{ uspésnost byla zaznamendna u iloh
vyzadujicich hlubsi porozuméni, zejména u price se vzorci (65,6 %). Nejvétsi obtiZe ¢inila tiloha na
derivace, kterou spravné vytesilo pouze 7,6 % studenti. Tato oblast nebyva standardni souc¢asti vyuky
na vsech typech stfednich skol, coz muze vysvétlovat jeji nizkou uspésnost.
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Vysledky naznacuji, ze studenti vstupuji do kurzu s dobrou znalosti zdkladnich operaci, avsak
s omezenou zkusSenosti s pokrocilejSimi matematickymi koncepty. Tento jev je bézny pri prechodu ze
stfedni na vysokosgkolskou matematiku [1]. Tyto rozdily mohou mit vyznamny dopad na dspésnost
studentt v navazujicich tématech vysokoskolské matematiky.

100 % S

80 % [ ]

60 %

10 %

20 %

0% = —r— - 1
Mocniny Vzorec Procenta Rovnice Derivace

[J Spravne ] Spatné [l Neodpovédél

Obrazek 2 Uspésnost feSeni matematickych tloh podle typu tlohy

5 Postoje studentii k matematice

Postoje studenti k matematice byly zjistovany pomoci sedmi vyroki hodnocenych na pétibodové
Likertové skale. Z deskriptivnich vysledkt vyplyva, Ze studenti obecné vnimaji matematiku jako
dulezitou souddst svého studia (primér 3,90) a ofekévaji, Ze jim pomize 1épe porozumét ekonomickym
souvislostem (3,53). Soucasné vétSina studentt véfi, Ze se v matematice béhem semestru zlepsi (4,02).
Naopak nizs$i hodnoty byly zaznamendny v oblasti sebedivéry (2,54) a vztahu k matematice (2,90).
Studenti také pomérné casto uvadéli, Ze matematiku povazuji za obtiznou (3,33). Obrazek 3 zndzornuje
pramérné hodnoceni jednotlivych vyroki. Studenti nejvyse hodnoti vyznam matematiky a oc¢ekavané

zlepseni, zatimco nizsi hodnoty jsou patrné v oblasti sebedtvéry a vztahu k matematice.

3.90 4,02
l K
3,53 3,33
. 2,90
3 2,54
2
1
0
Dilezitost Porozumeéni Véri ve Sebedtvéra Vztah k Povazuji za
soucasti ekonomickym zlepseni matematice obtiznou
studia souvislostem

Obrazek 3 Pramérné hodnoceni vyroki o matematice (Likertova Skéla 1-5)
Vysledky naznacuji, ze studenti maji k matematice spiSe pragmaticky pfistup — uznavaji jeji vyznam

a oCekavaji zlepseni, avSak jejich sebeduvéra je nizsi, coz mize ovliviiovat jejich studijni vykon [5].
Tento vstupni profil postoju je dilezity pro pochopeni dalsitho vyvoje studenti v pribéhu semestru.
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6 Rozdily v postojich studenti

6.1 Rozdily podle maturity z matematiky

Pro porovnani studentt podle maturity z matematiky byl pouzit Mann-Whitneyuv U-test. Vysledky
ukazuji statisticky vyznamné rozdily ve vsech sledovanych oblastech.

Studenti, ktef{ maturovali z matematiky, vykazuji vy$s{ motivaci (U = 4344, p = 0,004), vyssi
sebeduvéru (U = 3323, p < 0,001) i pozitivnéjsi vztah k matematice (U = 2735,5, p < 0,001).
Nejvyraznéjsi rozdil byl zaznamenan ve vztahu k matematice, kde studenti bez maturity vykazuji
nizsi miru pozitivniho postoje. Vysledky potvrzuji, Zze maturita z matematiky je vyznamnym faktorem
ovliviiujicim, jak se studenti v matematice citi a jak k ni pristupuji.

Tabulka 1 Vysledky Mann-Whitneyova U-testu podle maturity z matematiky

motivace  sebejistota vztah
Mann-Whitney U 4344,000 3323,000 2735,500
Wilcoxon W 24847,000 23826,000  23238,500
Z —2,858 —4,986 —6,106
Asymp. Sig. (2-tailed) 0,004 < 0,001 < 0,001

6.2 Rozdily podle typu stfedni skoly

Rozdily mezi typy stfednich skol byly analyzovany pomoci Kruskal-Wallisova testu. Statisticky vyznamny
rozdil byl zjistén v oblasti sebedavéry (H(3) = 10,71, p = 0,013). Nejvyssi hodnoty uvadeéli studenti
gymnazii, zatimco nejnizsi studenti zdravotnickych skol. U vztahu k matematice byly rozdily blizké
hranici statistické vyznamnosti (p = 0,060), pFicemz studenti gymnézii vykazovali pozitivnéjsi postoj
nez studenti odbornych skol. V oblasti motivace nebyly mezi jednotlivymi skupinami zjistény statisticky
vyznamné rozdily (p = 0,185).

Vysledky naznacuji, ze typ stiedni skoly ovliviiuje pfedevsim sebedtvéru studenttt v matematice.
Tyto rozdily poukazuji na vyznam predchoz{ matematické zkusenosti jako klicového faktoru pii vstupu

do vysokoskolské vyuky matematiky.

Tabulka2 Vysledky Kruskal-Wallisova testu podle typu stfedni skoly

motivace  sebejistota  vztah

Kruskal-Wallis H 4,823 10,706 7,403
df 3,000 3,000 3,000
Asymp. Sig. 0,185 0,013 0,060

7 Zavér

Vysledky ukazuji, ze studenti ekonomickych obort vstupuji do vyuky matematiky s dobrou znalosti
zékladnich aritmetickych a algebraickych dovednosti, avsak s nizsi sebeduvérou a spise rezervovanym
vztahem k pfedmétu. Vyznamnou roli hraje predchozi matematicka zkuSenost, zejména maturita
z matematiky a typ stfedni skoly. Tyto faktory se promitaji predevsim do sebedtvéry studentt a jejich
vztahu k matematice. Vysledky poukazuji na potfebu zohlednit heterogenitu vstupni trovné studentt
a zamérit se na podporu zejména téch, ktefi prichazeji s nizsi sebeduvérou.
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Abstrakt Prispévek se zabyva zménami postoju studenti ekonomickych obori k matema-
tice béhem prvniho semestru vysokoskolského studia. Vyzkum byl realizovan formou dvou
navazujicich dotaznikovych Setfeni mezi studenty predmétu Matematika pro ekonomy na
zacitku a na konci semestru. Celkem bylo analyzovdno 262 vstupnich a 195 vystupnich
dotazniki. Pro porovnani postoju studentu pred a po absolvovani kurzu byl pouzit Mann-
-Whitneytuv U-test. Vysledky ukézaly statisticky vyznamny nartist matematické jistoty
studenti. Soucasné doslo k poklesu vnimani dilezitosti matematiky pro studium ekonomie,
ocekdvaného prinosu predmétu a celkového vztahu k matematice. Vnimani obtizZnosti mate-
matiky se statisticky vyznamné nezménilo. Vysledky déle potvrdily vyznam aktivnich forem
vyuky, zejména cviceni a samostatného procvicovani. Zjisténo bylo také, ze vétsina studentu
vénuje matematice mimo vyuku relativné mélo ¢asu a vyznamné Cast spoléhd na pripravu
az v obdobi pfed zkouskou. Ziskané poznatky mohou prispét k lepsimu porozumeéni procesu
adaptace studentii na vysokoskolskou matematiku a poskytnout podklady pro inovaci vyuky
matematickych predmétu na ekonomickych fakultach.

Klicova slova Matematicka jistota, postoje studentii, ekonomické vzdélavani, formy pod-
pory studia, studijni navyky.

1 Uvod

Matematika predstavuje vyznamnou soucast vzdélavani studenttt ekonomickych obori. Prestoze je
povazovana za dulezity nastroj pro porozuméni ekonomickym jeviim a préaci s daty, rada studentt
vstupuje do vysokoskolského studia s negativnimi zkusenostmi z predchoziho vzdélavani nebo s obavami
z matematickych predmétu [1]. Tyto postoje mohou vyznamné ovliviiovat jejich studijni tispésnost,
motivaci i ochotu vénovat matematice dostatecné usili [4].

V poslednich letech je stale vétsi pozornost vénovana nejen samotnym matematickym znalostem
studentu, ale také jejich postojum k matematice, matematické sebeduvére a studijnim navykum. Pravé
tyto faktory mohou vyznamné ovliviiovat proces adaptace studenti na pozadavky vysokoskolského
studia [2], [5], [6].

<] Y. :
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Cilem prispévku je analyzovat zmény postojii studenttt ekonomickych obort k matematice béhem
prvniho semestru vysokoskolského studia. Soucasné je pozornost vénovana hodnoceni absolvovaného
kurzu, preferovanym formam podpory pri studiu matematiky a studijnim navykam studenti.

2 Metodika

Vyzkum byl realizovan formou dvou navazujicich dotaznikovych Setfeni mezi studenty predmeétu
Matematika pro ekonomy. Prvni dotaznik byl administrovan na zacatku semestru a zaméfoval se na
vstupni matematické dovednosti a postoje studenti k matematice. Druhé Setteni probéhlo na konci
semestru pred zahajenim zkouskového obdobi a sledovalo zmény ve vnimani matematiky, hodnoceni
absolvovaného kurzu a studijni nadvyky studentu.

Vstupniho Setfeni se zucastnilo 262 studenti ekonomickych obort, vystupni dotaznik vyplnilo
195 studentti. Oba dotazniky obsahovaly sadu vyrokt hodnocenych na pétibodové Likertové skéle, kde
hodnota 1 predstavovala rozhodny nesouhlas a hodnota 5 rozhodny souhlas.

Pro porovnani postoji studenti pred a po absolvovani kurzu byl pouzit Mann-Whitneytuv U-test,
viz [3]. Kromé statistické vyznamnosti byla sledoviana také mira efektu r, kterd vyjadifuje velikost
zjisténého rozdilu mezi porovnavanymi skupinami. Soucasti vystupniho dotazniku bylo déle hodnoceni
jednotlivych aspektu vyuky, identifikace forem podpory vyuzivanych pfi studiu matematiky a zjistovani
¢asu vénovaného samostatné pripravé mimo vyuku. Vysledky byly vyhodnoceny pomoci deskriptivni
statistiky a vhodnych neparametrickych metod. Vzhledem k anonymnimu charakteru setfeni nebylo
mozné parovat odpovédi jednotlivych studenti pred a po absolvovani kurzu.

3 Vysledky

3.1 Zmeéna postojii studentti k matematice béhem semestru

Jednim z hlavnich cili vyzkumu bylo zjistit, zda a jak se béhem semestru méni postoje studenti
k matematice. Pro porovnani odpovédi studenti na zacatku a na konci semestru byl pouzit Mann-
-Whitneyuv U-test.

Vysledky ukazaly statisticky vyznamné zmény ve vétsiné sledovanych oblasti. Nejvyraznéjsi pozitivni
zména byla zaznamenana v oblasti matematické jistoty. Primérné hodnoceni vyroku ,,Citim se v mate-
matice jisté“ vzrostlo z hodnoty 2,54 na zac¢dtku semestru na 3,16 po absolvovani kurzu (p < 0,001).
Tento vysledek naznacuje, ze studenti si po absolvovani pfedmétu vice véri pti praci s matematickymi
ulohami. Naopak u nékterych dalsich sledovanych oblasti doslo k poklesu prumérnych hodnot. Nizsi
hodnoceni bylo zaznamenano u vniméani vyznamu matematiky pro studium ekonomie, oc¢ekédvaného
prinosu predmétu pro pochopeni ekonomickych souvislosti i celkového vztahu k matematice. Ve vsech
téchto pripadech byly rozdily statisticky vyznamné (p < 0,001).

Tabulka 1 Vysledky porovnani postoji studentu pred a po absolvovani kurzu

Oblast Pred Po U Z D r
Jistota 2,54 3,16 17580,0 —5,835 <0,001 0,27
Vztah 2,90 2,54 20969,5 —3,324 <0,001 0,16

Obtiznost 2,67 2,53 233655 —1,551 0,121 0,07
Dilezitost 3,00 3,11 14950,5 —7,876 <0,001 0,37
Pfinos 3,53 2,83 16699,0 —6,505 <0,001 0,30

V oblasti vnimané obtiZnosti matematiky nebyla zjisténa statisticky vyznamnd zména (p = 0,121).
Studenti tedy po absolvovani kurzu nevnimali matematiku jako vyrazné jednodussi ani obtiznéjsi nez
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na zacatku semestru. Pramérné hodnoty sledovanych oblasti pred a po absolvovani kurzu zachycuje
Tabulka 1 a Obrézek 1. V Tabulce 1 oznacuje r miru efektu vyjadiujicitho velikost zjisténého rozdilu.

V]

Jistota Vztah Obtiznost Dilezitost Prinos

[ Pied semestrem [ Po absolvovani kurzu

Obrazek 1 Pramérné hodnoceni vybranych aspekti vztahu studenti k matematice
pred zacatkem semestru a po absolvovani kurzu

3.2 Hodnoceni kurzu studenty

Soucasti vystupniho dotazniku bylo také hodnoceni jednotlivych aspekti kurzu Matematika pro
ekonomy. Vysledky ukézaly prevazné pozitivni hodnoceni kurzu. Nejvyssi primérné hodnoceni ziskala
polozka zaméfend na piinos cviceni pro pochopeni probirané latky (M = 4,25, resp. SD = 0,98). Vysoko
byly hodnoceny také dostupnost pomoci pii feSeni studijnich problémt (M = 4,05, resp. SD = 0,95)
a uzitefnost studijnich materidla (M = 3,93, resp. SD = 1,01).

Srozumitelnost vykladu byla studenty hodnocena prumérnou zndmkou 3,67 (SD = 1,06), zatimco
celkova spokojenost s kurzem dosdhla hodnoty 3,49 pri SD = 1,06. Nejnizsi primérné hodnoceni bylo
zaznamenino u priméfenosti tempa vyuky (M = 3,13, resp. SD = 1,17). Hodnoceni probihalo na
pétibodové Likertové skale, kde vyssi hodnota znamend pozitivnéjsi hodnocend.

Tabulka 2 Vysledky hodnoceni jednotlivych aspektd kurzu

Polozka Prameér  SD
Cviceni mi poméahala pochopit latku 4,25 0,98
Bylo snadné ziskat pomoc, kdyz jsem néco nechidpal/a 4,05 0,95
Studijni materidly byly uzite¢né 3,93 1,01
Vyklad byl srozumitelny 3,67 1,06
Celkové jsem s kurzem spokojeny /4 3,49 1,06
Tempo vyuky bylo primérené 3,13 1,17

Vyzkum déle sledoval mnozstvi ¢asu, které studenti vénovali matematice mimo pravidelnou vyuku.
Vysledky ukézaly, ze pravidelnd doméci priprava nebyla u vétsiny respondentti bézna. Nejvetsi skupinu
tvorili studenti, ktef{ uvedli, Ze se budou matematice vénovat az v obdobi pfed zkouskou (39,5 %).
Dalsich 36,9 % respondenttt vénovalo matematice méné nez jednu hodinu tydné. Pouze 21,5 % studentt
studovalo matematiku pravidelné v rozsahu jedné az dvou hodin tydné a vice nez dvé hodiny tydné
uvedlo pouze 1% respondentii. RozloZeni odpovédi zachycuje Obrazek 2.
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na zkousku hodina tydné tydné hodiny tydné

Obrazek 2 Cas vénovany samostatnému studiu matematiky mimo vyuku b&hem
semestru (n = 195)

3.3 Vyuzivané formy podpory pfi studiu matematiky

Respondenti mohli oznacit vice forem podpory, které béhem semestru vyuzivali pii studiu matematiky.
Nejcastéji studenti uvadéli cvideni, kterd oznacilo 183 respondentt (93,8 %). Druhou nejcastéji volenou
moznosti bylo samostudium (53,8 %), nasledované spolupraci s ostatnimi studenty (41,5 %) a vyuzivinim
videf ¢ studijnich materialt (40,5 %).

100 % 93,8%

80 %
60 % 53,8 %
41,5% 40,5%

10 %

20 % 16,4 %
D 4,1% 3,1% 2,6 %
0% L L 1 — —
Cviceni Samo- Spolupréace Videa Prednasky MSC Piipravny Konzultace
studium kurz

Obrazek 3 Vyuzivané formy podpory pii studiu matematiky (n = 195). Respondenti
mohli oznacit vice odpovédi.

Naopak konzultace, pripravny kurz a sluzby Math Support Centre byly vyuzZivany pouze okra-
jové. Studenti nejcastéji vyuzivali priubézné procvicovani a samostatnou préaci doplnénou spolupraci
se spoluzaky. Navstévnost prednasek byla pomérné vysokd. Median poctu navstivenych prednasek
¢inil 7 z celkovych 12 prednédsek za semestr, pricemz 50 % studentt navstivilo 4 az 10 prednasek. Pru-
mérna navstévnost dosdhla priblizné 6,8 prednasky. Vysledky naznacuji, ze navzdory ¢asto uvadénému
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nazoru o nizké tcasti studentl na prednaskach navstévovala vyznamna ¢ast respondenti prednasky
pravidelné. Rozlozeni navstévnosti prednasek zachycuje Obrazek 4.

14

™

Pocet prednasek

0 E—

Obrazek 4 Rozlozeni po¢tu navstivenych predndsek béhem semestru (maximalné
12 prednasek). Boxplot predstavuje mezikvartilové rozpéti, vodorovnd
¢ara median a symbol X prumér.

4 Diskuse

Vysledky vyzkumu ukéazaly, ze béhem semestralni vyuky matematiky doslo u studenti ekonomic-
kych obort k nékolika vyznamnym zménam v jejich postojich k matematice. Nejvyraznéjsi pozitivni
zména byla zaznamendna v oblasti matematické jistoty, kde se prumérné hodnoceni zvysilo z 2,54
na 3,16 bodu. Tento vysledek naznacuje, ze absolvovany kurz prispél ke zvyseni sebeduvéry studenta
pri préaci s matematickymi tlohami, coz je v souladu s konceptem self-efficacy popsanym Bandurou [2]
a Pajaresem [6].

Soucasné byl zaznamenan pokles vnimani dilezitosti matematiky pro studium ekonomie a také
pokles oc¢ekavaného prinosu predmétu pro pochopeni ekonomickych souvislosti. Tento vysledek lze
interpretovat jako korekci puvodnich ocekdvani studentu. Na zac¢atku studia mohou studenti prisuzovat
matematice Sirsi vyznam, ktery je v pribéhu semestru konfrontovan s konkrétnim obsahem kurzu
a jejich vlastni zkuSenosti.

Zajimavym zjisténim je skute¢nost, Zze navzdory rustu matematické jistoty nedoslo ke statisticky
vyznamné zméné ve vnimani obtiznosti matematiky. Studenti se tedy po absolvovani kurzu neciti méné
ohrozeni matematickymi tlohami, ale soucasné si vice véri pri jejich reseni. Tento vysledek odpovida
predpokladu, ze ziskavani matematickych dovednosti nemusi automaticky vést ke snizeni subjektivné
vnimané narocnosti predmétu.

Vysledky dale potvrdily vyznam aktivnich forem vyuky. Nejcastéji vyuzivanou a soucasné nejlépe
hodnocenou formou podpory byla cviceni, zatimco individudlni konzultace nebo sluzby Math Support
Centre byly vyuziviny pouze okrajové. Ukazuje se tak, ze studenti preferuji predevsim pribézné
procvi¢ovani a samostatnou praci doplnénou spolupraci se spoluzéky.

Soucasné bylo zjisténo, ze zna¢na ¢ast student vénuje matematice mimo vyuku jen omezeny cas
a témér 40 % respondentt uvedlo, Ze se za¢ne pripravovat az pred zkouskou. Tento vysledek muze
predstavovat jeden z faktora ovliviiujicich studijni ispésnost v matematickych predmétech.

Zajimavym zjisténim je kombinace relativné vysoké navstévnosti prednasek a soucasné nizkého
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podilu studenti, ktefi prednasky oznacili za vyznamnou formu podpory pri studiu matematiky. Tento
vysledek muze naznacovat, ze studenti prednasky navstévuji spise jako soucast studijnich povinnosti,
zatimco za hlavni zdroj podpory povazuji cviceni, samostudium nebo spolupraci se spoluzéky.

5 Zavér

Cilem pfrispévku bylo analyzovat zmény postoju studentia ekonomickych oboru k matematice béhem
prvniho semestru vysokoskolského studia a identifikovat faktory, které studenti povazuji za dulezité pro
uspésné zvladnuti kurzu.

Vysledky ukazaly, ze absolvovani kurzu vedlo k vyznamnému zvyseni matematické jistoty studentt.
Soucasné vsak doslo k poklesu vnimané dilezitosti matematiky a ocekavaného ptfinosu predmétu pro
ekonomické studium. Vniméni obtiznosti matematiky se statisticky vyznamné nezménilo.

Za nejvyznamnéjsi formu podpory studenti oznacili cvi¢eni, nasledovand samostudiem a spolupraci se
spoluzaky. Naopak konzultace a dalsi podptrné sluzby byly vyuziviny pouze minimalné. Vysledky rovnéz
ukazaly, ze vétsina studentt vénuje matematice mimo vyuku relativné malo casu a vyznamna cast spoléha
na pripravu az v obdobi pfed zkouskou. Je vsak tfeba zohlednit, ze vyzkum byl realizovan na jedné
ekonomické fakulté a vysledky proto nelze bez dalsiho zobecnovat na populaci vsech vysokoskolskych
studentu.

Ziskané poznatky mohou byt vyuzity pfi inovaci vyuky matematickych predmétti na ekonomickych
fakultach. Pozornost by méla byt vénovana zejména podpore aktivnich forem vyuky, prubéznému
procvicovani a rozvoji matematické sebeduvéry studentti. Budouci vyzkum by se mohl zamérit na
vztah mezi studijnimi navyky, vysledky zkousek a dlouhodobym rozvojem matematickych kompetenci
studentt ekonomickych obort.

Podékovani Tento ¢lanek byl podpofen v rdmci soutéze studentskych grantti na Ekonomické fakulté
VSB-TU Ostrava v ramci projektu ,,Budouci cesty udrzitelné transformace: Interakce ekonomickych,
spolecenskych a environmentalnich aspekti rozvoje® (¢islo projektu SP2026/064).
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Vyvoj poctu studentii na technickych
vysokych skolach v CR
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VSB - Technickd univerzita Ostrava
17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava-Poruba

Abstrakt Tento prispévek analyzuje vyvoj poctu studentti a absolventi technickych
(STEM) a non-STEM oborti na vysokych skolach v Ceské republice v obdobi 2001-2025.
Analyza vychézi z vefejné dostupnych dat oficidlnich statnich instituci. Vysledky ukazuji,
ze ackoli absolutni pocet studentl v terciarnim vzdélavani dlouhodobé roste, tempo ristu
studentu i absolventi STEM oboru je vyrazné nizsi nez u oboru non-STEM. Relativni
zastoupeni STEM obort v celkové strukture vysokoskolského vzdélavani tak postupné klesa.
Nejvyraznéjsi strukturdlni zmény jsou patrné na bakalarském a navazujicim magisterském
stupni studia, kde doslo k ptechodu od dlouhych magisterskych programi k dvoustupniovému
modelu vzdélavani. V oblasti STEM je vSak rtust poCtu absolventl, zejména v technickych
a prirodovédnych disciplindch, pouze mirny a nedosahuje dynamiky zaznamenané u non-
STEM oboru. Identifikovany trend muze mit v dlouhodobém horizontu vyznamné dopady
na dostupnost kvalifikovanych odborniki v technickych a prirodovédnych sektorech, a tim
i na inovacni potencial a konkurenceschopnost ceské ekonomiky. Na zakladé provedené
analyzy jsou proto diskutovina mozna opatreni sméfujici k posileni zdjmu o studium STEM
obort.

Kli¢ova slova STEM, demograficky vyvoj, struktura vysokogkolského vzdélavini, Ceskd
republika.

1 Uvod

V poslednich dvou desetiletich 1ze v Ceské republice sledovat zajimavy a z hlediska dlouhodobého rozvoje
ekonomiky a inovaci vyznamny trend — relativni pokles zajmu studenti o studium na technickych
vysokych skolach. Prestoze celkovy pocet studenti vysokych skol naristd, jejich struktura se proménuje.

Za klicové pro rozvoj modernich ekonomik jsou pritom povazovany obory souhrnné oznacované
zkratkou STEM (Science, Technology, Engineering, and Mathematics), tedy pfirodni védy, technologie,
technické obory a matematika. Tyto discipliny predstavuji zaklad technologického pokroku, inovacni
vykonnosti i dlouhodobé konkurenceschopnosti stati.

V ceském prostredi je vSak patrny trend, kdy rostouci podil student sméruje spise do obortt mimo
tuto oblast (non-STEM), zatimco pocet studentii technickych a pfirodovédnych obort roste pouze mirné
nebo stagnuje. Tento vyvoj je spojovan s nékolika faktory, mezi néz patii zmény ve struktuie maturitnich
zkousek, preference student pro humanitni a ekonomické obory, vnimana naroc¢nost technickych studii
i sirsi spolecenské faktory ovliviujici volbu studijniho zameéreni.

] Y. .
Korespondenéni autor (veronika.moskorova@vsb.cz).
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Pokles poc¢tu studenttt ve STEM oborech mtize mit dlouhodobé disledky pro ¢esky primysl, inovacni
potencial i konkurenceschopnost na mezinarodnim trhu préce. Analyza téchto trendu je proto zasadni pro
tvorbu vzdélavaci politiky, podporu STEM oblasti a strategické planovani vysokych skol v technickych
a prirodovédnych disciplinach.

2 Metodika

Tato studie vychazi ze sekundarni analyzy vefejné dostupnych dat poskytovanych statnimi institucemi
Ceské republiky. Cilem bylo vyuzit oficidlni, metodicky ukotvené a dlouhodobé sbirané statistické
zdroje, které umoznuji sledovat vyvoj vzdélavaci struktury populace a zdjem o jednotlivé studijni oblasti.
V nésledujicim textu jsou uvedeny hlavni zdroje dat, z nichz tato studie vychazi.

Centrum pro zjistovani vysledku vzdélavani (CERMAT, [1]) je statni prispévkova organizace fizena
Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy. Zajistuje pripravu a realizaci jednotné maturitni zkousky,
jednotnych prijimacich zkousek na stredni Skoly a dalSich standardizovanych testovani.

Cesky statisticky arad (CSU, [3]) je tstfednim orgdnem stétni spravy pro oblast oficialni statistiky.
Shromazduje, zpracovava a zverejniuje statistickd data o demografii, vzdélavani, trhu préace, ekonomice
a dalsich oblastech spolecenského zivota.

Ministerstvo $kolstvi, mladeze a télovychovy (MSMT, [4]) je tistfednim orgdnem statni spravy odpo-
védnym za vzdélavaci politiku, koncepéni fizeni skolstvi a financovani vzdélavaci soustavy.

3 Vysledky

V ramci spolecné ¢asti maturitni zkousky je cesky jazyk a literatura povinny predmét pro vSechny
maturanty. Kromé cestiny si mohou studenti jako druhy povinné volitelny predmét zvolit bud mate-
matiku, nebo cizi jazyk. Tento systém nezavadi legislativni povinnost volit matematiku, ale poskytuje
studentim moznost volby podle jejich studijnich preferenci a zaméreni.
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Obrazek 1 Casovy vyvoj relativniho zastoupeni maturantt volicich matematiku
a cizi jazyk v povinné ¢asti maturitni zkousky v obdobi 2013-2025.

Zdroj: Vlastni zpracovdni na zdkladé dat [1].
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Obrazek 1 zachycuje vyvoj podilu maturanti, ktefi si zvolili matematiku, v porovnani s témi, kteri
preferovali cizi jazyk. Z grafu je patrny vyrazny pokles podilu maturant volicich matematiku, a to
z 39% v roce 2013 na 19 % v roce 2025. Jedn4 se o sniZenf o 20 procentnich bodt, coz v relativnim
vyjadreni predstavuje pokles priblizné o 51 %.

Tento dlouhodoby trend casové souvisi se zménami v nastaveni maturitni zkousky, zejména s roz-
hodnutim zrusit planované zavedeni povinné maturity z matematiky. Ta méla byt postupné zavedena
od 8kolniho roku 2020,/2021 (resp. 2021/2022 podle typu skoly), avsak novelou skolského zdkona byla
v Cervenci 2020 definitivné zrusena, takze matematika ztstala nadale pouze volitelnym predmétem ve
spolecné c¢asti maturitni zkousky.
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Obrazek 2 Struktura a vyvoj poc¢tu studentii vysokych skol v Ceské republice podle
typu studijniho programu: bakaldiské, magisterské (nenavazujici na baka-
lafsky program), navazujici magisterské, a doktorské v letech 2001,/2002
az 2024/2025. Zdroj: Vlastni zpracovdni na zdkladé dat [3].

Na Obrézku 2 je patrné vyrazna proména struktury vysokoskolského studia v Ceské republice mezi
akademickymi roky 2001/2002 az 2024/2025. Nejvyraznéjsi zména nastala na bakalarském stupni, kde
doslo k nértstu poétu studenttt z 42979 na 193442, coz predstavuje zvyseni priblizné o 350 %. Tento
vyvoj souvisi s implementaci strukturovaného studia v ndvaznosti na tzv. Bolonsky proces a s postupnym

Bolotisky proces predstavuje celoevropskou reformu vysokého skolstvi zahajenou v roce 1999,
jejimz cilem bylo vytvofit tifidroviiovy model studia (bakald¥ské, magisterské a doktorské) a zvysit
kompatibilitu a mobilitu v rdmci evropského prostoru vysokoskolského vzdélavani.

Naopak u dlouhych magisterskych programii lze pozorovat vyrazny pokles, a to z 135076 na 34 713
studentii (pokles piiblizné o 74 %). Tento trend odpovid4 transformaci ptivodnich pétiletych magister-
skych programi na dvoustupriovy model (bakaldfské a navazujici magisterské studium). Tomu odpovida
i vyrazny narast poctu studentti v navazujicich magisterskych programech, kde se pocet zvysil z 12033
na 70802 studentt (narust priblizné o 488 %). Data tak potvrzuji strukturdlni pfesun znacné ¢asti
studentu z dlouhych magisterskych programi do dvoustupnového modelu studia.

V pripadé doktorského studia je patrny pouze mirny ndrtst z 16491 na 18 298 studentu (pfiblizné
0 11 %), coz naznacuje relativné stabilni vyvoj tohoto stupné studia bez vyraznéjsich vykyvu.

Celkove lze konstatovat, ze sledované obdobi je charakteristické zasadni restrukturalizaci vysokoskol-
ského systému a nejdynamictéjsi zmény probéhly mezi bakaldrskym a magisterskym stupném studia.

Z hlediska celkového pocétu studentt je patrny vyrazny vrchol kolem akademického roku 2010/2011,
po némz nasleduje postupny pokles. Tento vyvoj pravdépodobné odrazi demografické zmény v popu-
lacnich roc¢nicich vstupujicich do terciarniho vzdélavani. Po obdobi dynamickych strukturalnich zmén
v prvni dekddé sledovaného obdobi lze pozorovat relativni stabilizaci pomért mezi jednotlivymi stupni
studia, coz naznacuje konsolidaci vysokoskolského systému po implementaci dvoustupnového modelu.
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Obrazek 3 Casovy vyvoj poctu studentii vysokych skol v Ceské republice ve STEM
a non-STEM oborech v obdobi 2001/2002 az 2023/2024.

Zdroj: Viastni zpracovdni na zdkladé dat [3].

Na Obrazku 3 je patrny relativné mirny narust poc¢tu studenti ve STEM oborech. Pocet studentt
v téchto oblastech vzrostl z 78 402 v akademickém roce 2001/2002 na 96431 v akademickém roce
2023/2024, coz predstavuje zvyseni pfiblizné o 23 %. Naopak u non-STEM oboru doslo k vyrazné
dynamictéjsimu rustu. Pocet studentu se zvysil ze 129359 na 216 399, tedy priblizné o 67 %.

Ackoli tedy absolutni pocet studentit ve STEM oborech ve sledovaném obdobi vzrostl, tempo ristu
je ve srovnani s non-STEM oblastmi vyrazné nizsi. Podil STEM oborii na celkovém poctu studenti
vysokych skol poklesl priblizné z 38 % v akademickém roce 2001,/2002 na 31 % v roce 2023/2024, coz
predstavuje snizeni relativniho zastoupeni o zhruba 7 procentnich bodi. V relativnim vyjadieni tak lze
konstatovat, ze postaveni STEM oboru v ramci vysokoskolské struktury postupné oslabovalo, prestoze
jejich absolutni pocet studentit mirné vzrostl.
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Obrazek 4 Casovy vyvoj poétu absolventt vysokych skol v Ceské republice ve STEM
a non-STEM oborech v obdobi 2001-2023.

Zdroj: vlastni zpracovdni na zdkladé dat [3].

Na Obrazku 4 je patrny nartst celkového poctu absolventi ve STEM oborech z 9582 v roce 2001
na 19239 v roce 2023, tedy priblizné na dvojndsobek. U non-STEM obort doslo k jesté vyraznéjsimu
ristu — z 20569 na 44 071 absolventtl, coz predstavuje zvyseni o priblizné 114 %.
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Vyvoj poc¢tu absolventii tak do urcité miry kopiruje trend pozorovany u poctu studentii na Obrazku 3.
Zatimco absolutni pocet absolventii STEM obort v dlouhodobém horizontu roste, relativni dynamika
rustu je slabsi nez u non-STEM oblasti. To naznacuje, Ze strukturdlni zména ve prospéch non-STEM
obort, patrnd jiz na urovni studentské populace, se promita i do vystupt vysokoskolského systému.

Soucasné je patrné, ze vrchol poc¢tu absolventi nastdva priblizné s nékolikaletym zpozdénim za
vrcholem poctu studentil, coz odpovida délce studia a demografickému cyklu silnéjsich populac¢nich
ro¢nikti. Vyvoj absolventské struktury tak nelze interpretovat izolované, ale v ndvaznosti na predchozi
vyvoj celkové studentské populace.
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Obrazek 5 Komparativni casovy vyvoj poctu studenti na ctyfech nejvyznamnéjsich
technickych univerzitach v Ceské republice v letech 2000-2025.

Zdroj: Vlastni zpracovdni na zdkladé dat [4].

Obrazek 5 zobrazuje vyvoj pocCtu zapsanych studenti na ¢tyfech nejvyznamnéjsich technickych
vysokych skolach v Ceské republice v letech 2000-2025.

CVUT (Ceské vysoké uéeni technické, [2]) — tmavomodra kiivka.

Pocet studentit za¢ind na hodnoté 4252 v roce 2000, néasledné roste do roku 2004-2005 na
pfiblizné 5700 studentti. Poté dochézi ke kolisani s vrcholem okolo roku 2009 (cca 5900 studenti).
Po roce 2010 pocet postupné klesd az do roku 2017, kdy dosahuje minima ptiblizné 3 700-3 800
studentu. Od roku 2018 je patrny mirny rust, ktery pokracuje i v projekci do roku 2025, kdy
pocet dosahuje priblizné 4 581 studenti.

VUT (Vysoké uceni technické v Brné, [7]) — Cervend kiivka.

Pocatecni stav ¢ini 3 845 student v roce 2000. Nésleduje nartust do roku 2004-2005 na cca 5400
studentii, poté relativné stabilni vyvoj s mirnym poklesem po roce 2010. Od roku 2017 je patrny
pozvolny rist s projekci na priblizné 4 100 studentt v roce 2025.

VSB - TUO (Vysoka 3kola bariska - Technicka univerzita Ostrava, [6]) — tyrkysova kiivka.

Zacind na nejnizsi hodnoté priblizné 3 300 studentu v roce 2000, nasleduje vyrazny narust do
roku 2009, kdy dosahuje vrcholu okolo 7000 studentti, coz predstavuje nejvyssi hodnotu ze vsech
CtyT sledovanych skol v daném obdobi. Od roku 2009 dochazi k vyraznému poklesu, ktery trva
az do roku 2017, kdy pocet klesa na priblizné 2 700 studentii. Po roce 2017 je patrné postupné
zotaveni s projekci na priblizné 4405 studentt v roce 2025.

TUL (Technicka univerzita v Liberci, [5]) — fialova kfivka.

Vykazuje dlouhodobé nejnizsi pocet studentti, za¢ind na hodnoté 1538 v roce 2000. Nasleduje
pozvolny rust do roku 2009 (cca 2 900 student), po némz dochézi k mirnému poklesu a nisledné
stabilizaci okolo 2 000 studenti od roku 2015 az do projekce roku 2025.
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Nésledujici body shrnuji hlavni interpretacni zavéry vyplyvajici z pozorovaného vyvoje na Obrazku 5.

o Nejvyraznéjsi vikyvy zaznamenava VSB-TUO, kde je patrny dynamicky riist do roku 2009
nasledovany vyraznym poklesem do roku 2017; tento vyvoj pravdépodobné souvisi s kombinaci
demografickych faktort a zmén v poptavce po technickych oborech.

« CVUT a VUT vykazuji stabilnéjsi priibéh s poklesem po roce 2010 a mirnym riistem v poslednich
letech, coz muze indikovat postupnou stabilizaci zdjmu o technické studium.

o TUL se vyznacuje nejnizsim, avsak relativné stabilnim poctem studenti s mensimi vykyvy v case.

o Poklesy v obdobi priblizné 2010-2017 casové odpovidaji celkovému poklesu poctu studentt
vysokych gkol v CR (viz Obréazek 2) i oslabeni relativniho zastoupeni STEM oborii (viz Obrazek 3).
Vyvoj sledovanych technickych univerzit tak do zna¢né miry kopiruje celonarodni trend.

e Mirny rist v poslednich letech a projekce do roku 2025 naznacuji ¢astecnou stabilizaci systému
po obdobi demografického poklesu.
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Obrazek 6 Vyvoj procentudlniho zastoupeni zahrani¢nich student mezi vysokoskol-
skymi studenty v Ceské republice v letech 2005/2006 az 2023,/2024.

Zdroj: Vlastni zpracovdni na zdkladé dat [4].

Obrazek 6 zobrazuje vyvoj procentudlniho zastoupeni cizincl mezi vysokoskolskymi studenty
v obdobi akademickych rokt 2005/2006 az 2023/2024. Podil zahrani¢nich studentt vzrostl z pfiblizné 7 %
na 18 %, pri¢emz rust je v prubéhu celého obdobf relativné plynuly a bez vyraznéjsich vykyvi.

Mezirocné dochézi k narustu zpravidla o 0,5 az 1 procentni bod. Nejvyssi dynamika ristu je
patrnd mezi akademickymi roky 2013/2014 a 2016/2017, kdy se podil zvysil z pfiblizné 11 % na 14 %.
V poslednich letech (od 2022/2023) se hodnota stabilizuje na trovni okolo 18 %.

Tento vyvoj je vhodné interpretovat v kontextu predchozich grafi. Zatimco celkovy pocet studentu
vysokych skol po roce 2010 v dusledku demografického vyvoje klesal (viz Obréazek 2) a relativni
zastoupeni STEM oborti se spiSe oslabovalo (viz Obrazek 4), podil zahrani¢nich studentt dlouhodobé
rostl. Rist internacionalizace tak ¢astecné kompenzoval pokles doméci studentské populace a predstavuje
vyznamny strukturalni faktor ovliviiujici soucasnou podobu ¢eského vysokoskolského systému.

4 Zavér

Analyza vyvoje poctu studentii a absolventi ve STEM a non-STEM oborech ukazuje, Ze prestoze
absolutni pocet studentu technickych a prirodovédnych obort mirné vzrostl, tempo jejich ristu zaostava

136


https://konference3mi.vsb.cz/

MODERN{ MATEMATICKE METODY V INZENYRSTV{ 2026

za dynamikou non-STEM oblasti. Souc¢asné dochazi k poklesu relativniho zastoupeni STEM oborii
v celkové struktute vysokoskolského vzdélavani. Vyvoj poctu absolventu tento trend v zdsadé kopiruje.
Tento vyvoj muze mit dlouhodobé dusledky pro podil kvalifikovanych pracovnikt ve STEM sektorech
a tim i pro konkurenceschopnost ¢eské ekonomiky v technickych a prirodovédnych oblastech.

Dlouhodobé udrzeni a rozvoj technickych a prirodovédnych obortt by mély predstavovat jednu
z priorit vzdélavaci i hospodaiské politiky Ceské republiky. Posilovani jejich postaveni ve struktufe
vysokoskolského vzdélavani je dulezité pro zachovani konkurenceschopnosti a inovac¢ni kapacity ¢eské
ekonomiky. Udrzeni vyvazené oborové struktury proto vyzaduje systematickou pozornost a koordinovany
pristup napri¢ jednotlivymi stupni vzdélavaci soustavy.

Podékovani Tento piispévek vznikl za podpory Katedry matematiky Fakulty stavebni VSB — Technické
univerzity Ostrava.
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