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VézZené kolegyné, vaZeni kolegové,

navazujeme na lorisky roénik obnoveného tradi¢niho semindfe Moderni matematické me-
tody v inZenyrstvi. Organizacni Stafetu v minulém roce pfevzala po Katedfe matematiky
na Fakulté stavebni Katedra Aplikované matematiky, na Fakulté Elektrotechniku a Infor-
matiky, Vysokd Skola bariskd - Technickd univerzita Ostrava, kterd letos porada 30. ro¢nik
seminére.

konference3mi.vsb.cz
Véfime, Ze semindf bude vhodnou pfileZitosti v pratelském prostfedi sdilet své zkuSenosti
a ukézat, ¢im se v matematice a didaktice matematiky zabyvame.

V Ostravé, 6. 6. 2025

Programovy a organiza¢ni vybor


http://konference3mi.vsb.cz/
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HUSTOTY MNOZIN, STEJNOMERNE ROZDELENI
A BENFORDUV ZAKON

JAHODA Pavel, JAHODOVA Monika

FEI VSB-TUO, Katedra aplikované matematiky, FS VSB-TUO, Katedra matematiky a
deskriptivni geometrie, 17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava — Poruba
e-mail na hlavniho autora: pavel.jahoda@vsb.cz

Abstrakt: Cilem tohoto ¢lanku je poukazat na zajimavou a mozna ne zcela o¢ekavanou sou-
vislost mezi asymptotickou a logaritmickou hustotou mnozin na jedné strané a stejnomérné
rozdélenymi posloupnostmi na strané druhé. Timto prekvapivym pojitkem je Benfordav zakon.

Klicova slova: asymptotickd hustota, logaritmicka hustota, stejnomérné rozdéleni, Benfordav
zakon

1 Uvod

Asymptoticka a logaritmickd hustota mnoziny jsou pojmy z teorie cisel, které jsou vyu-
zivany ke kvantifikaci a srovnavani velikosti podmnozin mnoziny prirozenych ¢isel N. Jde o
¢isla, ktera maji charakterizovat, jak velkou ¢ast z mnoziny prirozenych ¢isel tvori prvky dané
mnoziny.

Intuitivné vzato, posloupnost realnych ¢isel {z,,}°°, je stejnomérné rozdélend prave kdyz
se zlomkové ¢asti hodnot x,, vyskytuji v intervalech (a,b) C (0,1) ,rovnomérné“. Napiiklad
,polovina“ jich bude v intervalu (0, %), ale také v intervalu &, %), ,desetina® jich bude v
intervalu (0, s5) ale také v intervalu (35, .5) a tak déle.

V dalsim textu se sezndmime s definicemi vyse uvedenych pojmt, jejich zakladnimi vlast-
nostnostmi a ukazeme jak souvisi s takzvanym Benfordovym zakonem. Jedna se o fenomén, na
ktery ve svém clanku [10] poukézal uz pan Newcomb a o 57 let pozdéji pan Benford (po némz
je zadkon pojmenovan) v ¢lanku [1]. Jde o to, Zze v mnoha souborech ¢isel s nimiz se setkdvame
(prikladem takového souboru dat muze byt tfeba mnozina ¢isel predstavujicich mésiéni spo-
ttebu elektrické energie u 1243 domécnosti na Salamounovych ostrovech - viz [12]) se vyskytuji
c¢isla zacinajici jednickou cCastéji nez ta zacinajici dvojkou. Konkrétné bylo vypozorovano, ze
relativni Cetnost ¢isel zacinajicich cifrou ¢ se blizi hodnoté log,, <t

Lze ale samoziejmé nalézt soubory dat, které se takto ,benfordovsky“ nechovaji (naptiklad,
viz [12], telefonni ¢isla ve Vancouveru v roce 1974 - ani jedno nezaciné cifrou 1).
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Tuto problematiku lze studovat z hlediska statistiky a teorie pravdépodobnosti (napriklad
[11], [2], [5], [6]). Je ale mozné se vydat i deterministickou cestou a klast si otazku, jak velkou
¢ast hodnot dané posloupnosti y, je tvofena Cisly zac¢inajicimi (¢i s prvni platnou) cifrou c.

2 Asymptoticka a logaritmicki hustota

V nasich predstavach tvori polovinu ze vSech prirozenych ¢isel ¢isla sudd, tretinu nasobky
trojky, zatimco druhych mocnin nebo prvocisel je az zanedbatelné mélo. Co to ale znamena —
polovina pfirozenych ¢isel — kdyz je jich nekoneéné mnoho?!

Vyse uvedené intuitivni predstavy muzeme formulovat pomoci takzvané asymptotické hus-
toty mnoziny A C N.

Pro kazdou mnozinu A C N ozna¢me symbolem A(n) pocet prvki mnoziny A, které jsou

A(" tedy vyjadiuje, jak velkou ¢ast mnoziny {1,2,...,n}

mensi, nebo rovny ¢islu n € N. Pomér
tvori prvky patfici do mnoziny A.

Nabizi se urcit hodnotu # pii n — oo. Pokud tato limita existuje, obdrzime ¢islo
d(A) € (0, 1) charakterizujici, jak velkou ¢ast z mnoziny N tvoii prvky mnoziny A. Toto ¢islo na-
zveme asymptotickou hustotou mnoziny A (viz naptiklad [7]). Jeji definici mizeme formulovat
nasledujicim zpiisobem.

Definice 2.1 (Asymptoticka hustota ) Necht A C N. Horni asymptotickou hustotou mnoziny

A nazveme cislo CZ(A) = limsup 2% . Dolni asymptotickou hustotou mnoZiny A nazveme cislo
n—oo
d(A) = lim inf 27 . JestliZe
n—oo
7 A(n)
d(4) = d(4) = lim —— = d(A),

pak cislo d(A) nazveme asymptotickou hustotou mnoziny A.

Piiklad 2.1 Pro ilustraci uréime asymptotickou hustotu mnoziny A = {3k + 1| k € N}.

Je zrejmé, Ze 3k +1 <n & ke {1,2,..., [”T_l} }, kde [z] je dolni celd cast redlného Cisla
x. Proto .
A = 1
d(A) = lim () _ o 5]
n—oo N n—o0 n 3

Problémem je, ze limita posloupnosti @ neexistuje pro kazdou mnozinu A C N. Ty-

pickym prikladem je mnozina pfirozenych cisel, jejichz dekadicky zapis zacind danou cifrou
ce{l,2,. 9} Oznac¢me tuto mnozinu symbolem A.. Na Obréazku 1 je zluté znazornén graf
posloupnostl ( ) (pro ¢ = 1). Jeho ,zubaty“ charakter je dan tim, ze prvky mnoziny A. jsou
na ciselné ose rozlozeny ,hodné nerovnomérné®.

Snadno se rozmysli, Ze v intervalu (1, 10) lezi jen jeden (éislo ¢), dalsich 10 prvkia z A, lezi
az v intervalu (c- 10, (c+ 1) - 10), dalsich 10? lezi v intervalu (c-10%, (c+ 1) - 10?),... dalsich 10*
lezi v intervalu (c 10%, (¢ + 1) - 10%),...a mimo tyto intervaly Zadné prvky z A. nejsou.

Posloupnost ( ) tak nabyvé (lokalng) nejvyssich hodnot v bodech n = (¢ + 1)10F — 1,
naopak nejnizsi hodnoty m4 v bodech n = ¢10¥ — 1. Pro horni a dolni asymptotickou hustotu
mnoziny A, proto plati:
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Obréazek 1: Grafy posloupnosti @ a fﬁ((’;)) pro A=Ay, ne{l,2,...,10199}.

7 — i AllerDI0*—1) g 141044105
d(A) = lim = e = lm T =
k—o0 ¢ k—oo \€

10k+1_1
_ : 10—1 _ 10
= kh_{fjo (CrD10F—1 — 9(ctl)
(1)
. . A(clok-1) . 14104--4105-1
d(Ac) = lim =55~ = lim c10F—1 =
k—oo k—oc0
1081
— lim 10-1  __ 1

cl0F—1 9c

Z rovnosti (1) okamzité plyne, ze mnozina A. nemé asymptotickou hustotu. Nemusime
si ale zoufat, zkusme charakterizovat velikost mnoziny A. v mnoziné N jinak (nebo, a tato
predstava pro nas bude pozdéji vyhodnéjsi, chceme néjakym zptisobem popsat, jak velkou ¢ast
prvki posloupnosti y, = n tvori prvky patfici do mnoziny A.).

Vyse jsme se snazili najit limitni hodnotu poméru poc¢tu prvkia z mnoziny {1,2,...,n}
patficich do A, ku poctu vSech prvki z {1,2,...,n} (asymptotickou hustotu). Ta ale neexistuje!
Misto porovnavani po¢til mizeme porovnat soucty prevracenych hodnot.

Symbolem LA(n) ozna¢me soucet prevracenych hodnot prvki z mnoziny {1,2,...,n} pa-
tricich do A, to jest

1
k<n.,k€A.

symbolem LN (n) oznac¢me soucet prevracenych hodnot vsech prvki z mnoziny {1,2,...,n},
to jest

LN(n)= > %

k<n,keN

LA(n)
LN(n)"
garitmickou hustotou mnoziny A (viz napiiklad [7]). Definici logaritmické hustoty muzeme

formulovat nésledujicim zptsobem.

a bude néas zajimat limitni hodnota posloupnosti Pokud existuje, nazveme ji lo-
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Definice 2.2 (Logaritmickd hustota) Necht A C N. Horni logaritmickou hustotou mnoZiny

A nazveme ¢islo §(A) = lim sup fﬁ((z)) Dolni logaritmickou hustotou mnoZiny A nazveme cislo
n—oo
0(A) = h,{ig‘f éﬁ((z)) Jestlize
- LA(n)
0(A) =90(A) =1l =0(A
(4) = a(4) = lim F77oy = 0(A),

pak cislo 6(A) nazveme logaritmickou hustotou mnoziny A.

Poznamenejme, ze graf posloupnosti %((n")) je na Obrazku 1 znézornén zelenou barvou. Jak
muzeme z obrazku vytusit, mezi asymptotickou a logaritmickou hustotou existuje vztah. D4 se
dokézat (viz [7]), ze pro libovolnou mnozinu A C N plati:

d(A) < 3(A) < 6(A) < d(A).

Znamend to, ze pokud existuje asymptoticka hustota mnoziny A, pak existuje také jeji
logaritmickd hustota a jsou si rovny. D4 se také ukazat (viz [9]), ze pro kazdou ¢tvefici redlnych
Gsel 0 < o < B <y < 4§ < 1 existuje mnozina A takova, ze d(A) = o, 8(A) = 3,6(A) =
v,d(A) = 6.

Hodnota 0(A.) je dobfe zndma (viz naptiklad [7]; pro zdjemce jeji odvozeni naznacime v
Appendixu). Plati nasledujici tvrzeni.

Véta 2.1 Pro kazdé c € {1,2,...,9} plati

c+1
d(A.) = logy, ( . ) )

Hodnoty horni a dolni asymptotické hustoty mnozin A., jejich prumérné hodnoty a logarit-
mické hustoty mnozin A. jsou pro jednotliva ¢ € {1,2,...,9} uvedeny v Tabulce 1 a zndzornény
na Obrazku 2

Tabulka 1: Hustoty mnozin A.. Hodnoty jsou zaokrouhleny na tfi desetinna mista.

c | d(A) | d(A) | 5(d(A) +d(A)) | §(A)
110,556 | 0,111 0,333 0,301
2 1 0,370 | 0,056 0,213 0,176
310,278 | 0,037 0,157 0,125
410,222 | 0,028 0,125 0,097
510,185 | 0,022 0,104 0,079
6| 0,158 | 0,019 0,089 0,067
710,139 | 0,016 0,077 0,058
810,123 | 0,014 0,069 0,051
90,111 | 0,012 0,062 0,046

Timto jsme pomérné uspokojivé vyteSili otazku, jak jsou v posloupnosti vy, = n, tj. v
posloupnosti vsech prirozenych ¢isel, zastoupena ¢isla, kterd ve svém dekadickém zapisu zacinaji
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Obréazek 2: Hodnoty d(A,), d(A.), 3(d(A.) + d(A.)) a §(A.) pro ¢ € {1,2,...9}.

cifrou c. Problém ale mtizeme zobecnit i na jiné posloupnosti nez y,, = n. Pro ilustraci se kratce
zamysleme, jak velkou ¢ast ze ¢lenti posloupnosti vy, = n?, respektive vy, = 2" tvoi{ &isla
zacinajici cifrou c.

Pro zacatek zacnéme s numerickymi experimenty. Pro obecnou posloupnost {y, }52, ozna¢me
A(c, yn, N) pocet prvkia mnoziny {y, ..., yn}, které za¢inaji cifrou c. Bude néds zajimat chovani
posloupnosti M pii N — oo.

Na Obréazku 3 jsou znazornény grafy posloupnosti A(%Q’N), pro N € {1,2,...,10199}, kde
c=1lac=5.

08

0,6 A(1,n"2, N)/IN
# log(2)
AGBM2, N)/N
04 4 log(6/5)
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Obréazek 3: Grafy posloupnosti (1” N a A(5" M Ne {1,2,...,10199}.

Opét vidime ,zubaty“ charakter grafu podobny tomu na Obrazku 1. Hodnoty M

A(5,n%,N)
N

kolisaji kolem hodnoty log;,2 a hodnoty se pohybuji kolem hodnoty log, & =

Na Obrazku 4 jsou znazornény grafy posloupnosti M, pro N € {1,2,...,501} pro

c=1ac=5.7Zda se, ze hodnoty M se blizi log,, 2 a hodnoty M se blizi log,, %.

Pokusme se toto rozdilné chovani posoupnosti v, = n? a v,, = 2" prozkoumat.
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Obrazek 4: Grafy posloupnosti A(l’f\;’N) a A(E”]Q;’N) pro N € {1,2,...,501}.

Poznamka 2.1 Uvazujme obecné néjakou posloupnost cisel {y,}>,, kde y, € RT. Cislo y,
md ve svém dekadickém zdpisu jako proni nenulovou cifru ¢ € {1,2,...,9} prdvé kdyz c10F <
Yn < (c+ 1)10* pro néjaké k € Z (napriklad pro y, = 0,5 je k = —1). Viimnéme si, Ze

cloF < Un < (ec+1)10%
)
k+logge < logigyn < k+logylc+1)

0

0<logiyc < logigyn —k < logj(c+1)<1

Je proto zrejmé, Ze k musi byt rovno [logyoyn| (tj. dolni celé cdsti ¢isla logyy yn). Z vyse
uvedeného plyne, Ze cislo y, mad ve svém dekadickém zdpisu jako prvni nenulovou cifru ¢ €
{1,2,...,9} prdavé kdyz

{logyo yn} € (logyg ¢, logyo(c + 1)),
kde {x} oznacuje zlomkovou cdst redlného cisla x. Bude nds proto zajimat rozloZend zlom-
kovych ¢dsti posloupnosti x,, = log,, y, v intervalu (0,1).
Z Obrdzku 4 dochdzime k hypotéze, Ze pro y, = 2" se pomer zlomkovijch cdasti posloupnosti
Ty, = 10g1oYn, n € {1,2,..., N} patricich do intervalu (log,,c, logy(c + 1)) ku poctu vsech

/////

1
logy, e = logyo(c+ 1) — log, c.

Naopak, z Obrdzku 3 odhadujeme, Ze u posloupnosti y, = n? to tak nend.
Tim se dostdvame k pojmu stejnomérného rozdélend.

10
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3 Stejnomérné rozdélené posloupnosti

Uvazujme posloupnost redlnych ¢éisel {z,}>2; a domluvme se, ze [z] znaé¢i dolni celou cast
realného cisla x, {z} = x — [z] je zlomkova ¢ast  a A({a,b),z,, N) oznacuje pocet prvki
mnoziny {{z1}, {z2},...,{zn}} N {a,b).

Jak bylo fefeno v tvodu, posloupnost redlnych ¢isel {z, }5°, povazujeme za stejnomérné
rozdélenou praveé kdyz jsou zlomkové ¢asti hodnot x,, rozlozeny v podintervalech (a, b) intervalu
(0,1) ,rovnomérné “. To jest, kdyz je relativni ¢etnost zlomkovych ¢asti {x;}, {z2},...,{zn}
patiicich do intervalu (a,b) pfi N — oo rovna délce tohoto intervalu (viz napiiklad [8]). Defi-
nujme tedy pojem stejnomérného rozdéleni nasledovneé:

Definice 3.1 Posloupnost redlngch cisel {x,}°2, je stejnomérné rozdélend modulo 1 (zkrdcené
u.d. mod 1) prdvé kdyz pro kazdé a,b € R, kde 0 < a < b <1 plati

lim A({a,b), z,, N)

N—o0 N

=b—a. (2)

Pojem stejnomérného rozdéleni zavedl Hermann Weyl a ve svém ¢lanku [13] publikoval
tvrzeni, dnes znamé jako Weylovo kritérium ( [8], str. 7.), které se stalo zédkladem pro dalsi
rozvoj teorie o stejnomérné rozdélenych posloupnostech.

Véta 3.1 (Weylovo kritérium) Posloupnost redlngch cisel {x,}°, je stejnomérné rozdélend
modulo 1 prdve kdyz pro kazdé h € Z, h # 0 plati:

N
lim S Z e?mihen — ), (3)
N—oo N -

Priklad 3.1 Primo z Weylova kritéria plyne znamé tvrzeni, Ze kaZdd posloupnost x, = an,
kde « je iraciondlni c¢islo je u.d. mod 1. Dikaz je jednoduchij:
Uvazujeme-li libovolné h € Z, h # 0 potom diky iracionalité o je ™" #£ 1 a plati:

N
§ : 2nihan| __

Pri N — oo dostavame (3).

< =

‘627T7,ha|
N |627riha _ 1‘ ’

R/—/
=1

627riho¢N 1 ‘ 1 2

627rihoz _

Priklad 3.2 Z Weylova kritéria plyne, Ze pokud je posloupnost {x,}5°, u.d. mod 1, pak také
posloupnost {cx, }° |, kde ¢ € Z — {0} je také u.d. mod 1.

Podle predpokladu je {x,}22 u.d. mod 1, proto (3) plati pro libovolné h = h*c, kde h* €
Z —{0}. Takze pro libovolné h* € Z — {0} plati

hrn ﬂzh* CTn __
N—)oo

||M2

Dalsim disledkem Weylova kritéria je napiiklad takzvana Fejérova véta (( [8], str. 13))

11
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Véta 3.2 (Fejérova) Necht {f(n)}2, je posloupnost redlngch cisel takovd, Ze plati:
o« Af(n)= f(n+1)— f(n) je monoténni,
e lim Af(n) =0,

n—oo

o lim n|Af(n)| = occ.

n—oo

Potom posloupnost {f(n)}, je u.d. mod 1.
A jeji . diferencialni® verze:

Véta 3.3 (Fejérova) Nechl f(x) je funkce definovand pro x > 1 a diferencovatelnd pro dost
velkd x a plati:

o f'(x) je monotonni,

e lim f'(z) =0,

T—00

o lim z|f'(x)| = co.
T—00

Potom posloupnost {f(n)}°, je u.d. mod 1.

Priklad 3.3 Fejérovu vétu mizZeme vyuzit k ovérent skutecnosti, Ze posloupnost {an’log,,n}oe,,
kde a # 0, o € (0,1) je u.d. mod 1 (( [8], str. 14)). Napiiklad konkrétni volbou o =1 a 0 = 3
obdrzime posloupnost {log,,nV™}>,.

4 Silné a slabé benfordovské posloupnosti

Z Pozndmky 2.1 je jasné, ze A(c, yn, N) — pocet prvka mnoziny {y1,...,yn}, které zacinaji
cifrou ¢, je rovno A((logyq ¢, log,o(c + 1)),108,0 Yn, N), tj. po¢tu prvki mnoziny

{{loglo 1/1}7 {logm 312}7 cey {logm ?JN}} M <1Og10 ¢, loglo(c + 1))

a ze se posloupnost {y,}5°, y, > 0 ,,chova benfordovsky“ pokud pro kazdé c € {1,2,...,9}:

A 1 1), 10810 Y, N |
lim ((logyg ¢, logip(c + 1)), logyg yn, N) = log,o(c+ 1) —log,, c = log, e
N—o0 N C

(4)

Srovnanim s Definici 3.1 okamzité zjistujeme, Ze pokud je posloupnost x,, = log;, ¥, stejno-
mérné rozdélend modulo 1, pak se posloupnost y,, ,chova benfordovsky . (Jak zdivodnime dale,
opacné implikace neplati.) Je to motivaci pro zavedeni pojmu silné benfordovskd posloupnost,
tak jak to navrhl J.Ciegler (viz [12], str. 525).

Definice 4.1 Posloupnost redlnijch cisel {y,}°°,, kde y, > 0 je silné benfordovskd pravé kdyz
je posloupnost {x, }°2, x, = log,y yn stejnomérné rozdélend modulo 1. To jest, pravée kdyz pro
kazdé a,b € R, kde 0 < a < b <1 plati

lim A((CL, b)? 1Ogll) Yns N)
N—o0 N

=b—a.
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Z Prikladu 3.1 pak okamzité plyne, ze kazda posloupnost ¥, = a”, kde log,, @ je iracionalni
¢islo, je silné benfordovska, nebof v tom pripadé je posloupnost x, = log, vy, = nlog,,a
stejnomérné rozdélend modulo 1. Je tedy jasné, ze posloupnost y,, = 2" je silné benfordovska a
vysvétluje se tim chovani grafu na Obrazku 4.

Z Prikladu 3.3 je pak zfejmé, ze také napriklad posloupnosti y, = n Vi kde k € {2,3,...}
jsou silné benfordovské (viz Obrazek 5).

0,6 A(L,n"sqrt(n), N)/N
¥ log(2)
AG.sqr(n), N)/N
04 A log(6/5)

Obrézek 5: Grafy posloupnosti A(l’"f’m a A(‘r”"]f’N) pro N € {1,2,...,501}.

Naproti tomu, jak se da tusit uz z Obrazku 1, posloupnost y,, = n neni silné benfordovska.
To jest, posloupnost z,, = log;,y, = log;,n neni stejnomérné rozdeélena - asymptoticka hus-
tota mnoziny prirozenych ¢isel zacinajicich cifrou ¢ neexistuje. Dokonce se da dokazat, ze tato
posloupnost nespliiuje definiéni vztah (2) ani pro jednu dvojici a,b € R, kde 0 < a < b <1
(viz [8], str. 9.).

Nicméné vime, ze mnozina prvkia této posloupnosti zac¢inajicich cifrou ¢ je s hodnotou
log;, % néjakym zpusobem spojena - jednd se o logaritmickou hustotu této mnoziny. Tyto
uvahy mizeme zobecnit i pro jiné posloupnosti nez ¥y, = n. To je motivace pro zavedeni slabé
benfordovskych posloupnosti.

Definice 4.2 Posloupnost redlnijch cisel {y,}°,, kde y, > 0 je slabé benfordovskd pravé kdyz
pro kazZdé a,b € R, kde 0 < a < b <1 plati

3=

N
n=1
. a<{logigyn}<b
lim - =b—a.
N—oo

M=
3=

Il
—

n

Vsimnéme si, ze definiéni vztah pro silné benfordovské posloupnosti (Definice 4.1) bychom
mohli napsat ve tvaru:

N

> 1
lim A(<CL, b)v 10g10 Yn,s N) — lim a§{10g1:0 yn }<b
N—o0 N N—o0

=

=b—a.

M=

3
Il
—
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Vidime, zZe jsme od silné benfordovskych posloupnosti presli ke slabé benfordovskym po-
sloupnostem zcela analogicky jako jsme od asymptotické hustoty presli k logaritmické hustoté.

Posloupnost y,, = n sice neni silné benfordovské, ale je slabé benfordovska (dukaz je mozné
provést drobnou tpravou dikazu provedenych v Appendixu).

Slabé benfordovské jsou také napriklad posloupnosti y,, = v/n, nebo y, = p(n), kde p(x) je
polynom ( [3], [4]).

Definujme nyni asymptotickou distribucni funkci F,, . Jde o analogii s distribu¢ni funkci
Fx ndhodné veli¢iny X zndmou z teorie pravdépodobnosti, kde Fx(z) = P(X < x).

Definice 4.3 Necht {x,};2, je posloupnost redlngjch cisel. Definujme pro kaZdé x € (0,1)
funkce F,, a F, predpisem:
A((0,z), 2, N)

7 A({0 s IV
> —00

Funkci F,, nazvéme dolni asymptotickou distribucni funkei posloupnosti x, a funkci F,,
nazvéme horni asymptotickou distribucni funkci posloupnosti x,,.

Jestlize pro kazdé x € (0,1) plati F,, (z) = F,,(x), pak funkci F,, danou pro kaZdé v €
(0,1) predpisem:

_ - . A0, 2), 20, N)

nazveme asymptotickou distribucni funkci posloupnosti {x,}>2 .

Poznamka 4.1 Je zrejmé, Ze kazZdd asymptotickd distribucni funkce F, je na intervalu (0, 1)
neklesajici a plati, Ze F, (0) =0 a F,, (1) = 1.

Navic je mozné dokazat ( [8], str. 138), Ze ke kazZdé neklesajici funkci F' jejimz definicnim
oborem je interval (0,1) a plati, Ze F(0) = 0 a F(1) = 1 existuje posloupnost redlnijch cisel
takova, Ze I je jeji asymptotickou distribucni funkci.

Neni tézké dokdzat, ze posloupnost {z,}>; je u.d. mod 1 pravé kdyz jeji asymptoticka
distribu¢ni funkce existuje a pro kazdé = € (0,1) plati F}, (z) = .
Potom je zfejmé, ze pro silné benfordovské poslouponosti {y,}>; plati, ze

Flog,gy, (1) = . (5)

Aby se vSak posloupnost {y,}22,, kde y, > 0, ,chovala benfordovsky“, (tj. pro kazdé
ce{l,2,...,9} plati (4)), staci a je nutné, aby pro kazdé c € {1,2,...,9}:

lim A(<Oa 10%10(0 + 1)): log10 Yn, N)
N—oo N

= logyo(c+1). (6)

Pokud pro posloupnost x,, = log;, y, existuje asymptotickd distribu¢ni funkce (coz obecné
nemusi), muzeme (6) preformulovat na:

Flogm yn(10g10<c +1)) = logo(c+1).

Z tohoto pohledu se pozadavek (5) zda byt zbytec¢né silny. Kazda silné benfordovska po-
sloupnost vy, se ,chova benfordovsky“, (tj. spliuje (6)), ale, vzhledem k Pozndmce 4.1, jisté

14
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Flogmy, (X) ~(;\~ Flog‘,y, (X) ~\,;\-
log,,¢ log,,c
log,,3 log,,3
log,,2 log,,2
g 8 8 x g 8 8 x
I ) ) ) )

Obrazek 6: Na obrazku vlevo je modfe znazornén graf distribuc¢ni funkce posloupnosti z,
log,o yn, kde posloupnost ¥, je silné benfordovska. Vpravo je zelené znazornén graf distribucni
funkce posloupnosti z,, = log,, ¥, kde posloupnost y, se ,chova benfordovsky*“, ale neni silné

benfordovska.

existuje posloupnost x,, jejiz distribucni funkce je zndzornéna na Obrazku 6 vpravo. Potom

posloupnost ¥, = 10"* se ,,chova benfordovsky“, ale neni silné benfordovska.
Ne pro kazdou posloupnost vsak existuje distribuc¢ni funkce. V takovém pripadé na to, aby

se posloupnost y, ,chovala benfordovsky“, staci, aby horni a dolni asymptoticka distribuc¢ni

funkce (ty jisté existuji) posloupnosti z,, = log,, ¥, pro kazdé c € {1,2,...,9} spliovaly:

Flogw yn (10g19(c + 1)) = Fiog,, 4, (10g19(c + 1)) = log;o(c + 1),
tak, jak je to znazornéno na Obrazku 7. I v tomto pfipadé posloupnost ¥, neni silné

benfordovska, ale ,,chova se benfordovsky“.

Flogy(x) A
log,,c
log,,3
log,,2
g & 8 x
N W i3}

Obrazek 7: Graf horni (zelené) a dolni (Cervené) asymptotické distribuéni funkce posloupnosti
T, = logyo Yn, kde se posloupnost y,, ,,chova benfordovsky“, ale neni silné benfordovska.
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Zavér

Videéli jsme, ze zkoumani fenoménu znamého jako Benfordiv zdkon muze byt dobrou mo-
tivaci pro zavedeni a zkoumani vlastnosti pojmu asymptotické a logaritmické hustoty, posloup-
nosti se stejnomérnym rozdélenim a pro zobecnéni asymptotické a logaritmické hustoty pri
hledani silné a slabé benfordovskych posloupnosti.

Benfordiiv zakon vychazi z intuice, ze zkusSenosti, z pozorovani soubort ¢iselnych tdaju.
Jednou z otazek ale je, jak vlastné samotny Benfordiv zakon formulovat. Pristupy mohou byti
rizné a ruzné exaktni formulace vedou k riznym vysledkim. V nasem clanku jsme se pokusili
formulovat tvrzeni Benfordova zakona pro deterministickou posloupnost kladnych redlnych ¢isel
pomoci vztahu (4). Jak jsme vidéli vyse, existuji posloupnosti, které nejsou silné benfordovské,
presto se chovaji tak, jak bychom podle Benfordova zakona cekali.

Appendix
Naznac¢ime odvozeni logaritmické hustoty mnoziny A.. Nejprve vyuzijeme dobfe znamy
fakt, ze LN(n) = Y % =Inn+~v+o(1), kde v je takzvand Eulerova konstanta. Odtud
k<n,keN

okamzité plyne pravdivost nasledujiciho tvrzeni.

Véta 4.1 Necht A C N. Limita posloupnosti 51’3((2)) existuje prave tehdy, kdyz existuje limita
LA(n)

posloupnosti OB pokud tyto limity existuji, pak se rovnaji. To jest,

o) = Jim s = fim

Nyni mtzeme uré¢it hodnotu 6(A.).

Véta 4.2 Pro kazdé c € {1,2,...,9} plati

c+1
d(A.) = logy, ( . ) )

Dikaz
Chceme urcit hodnotu limity (viz Véta 4.1)

>

AC(TL) Y a€Ac,a<ln

d(A.) = lim

n—00 ln(n) n—00 Inn

Odhadneme proto hodnotu souctu Y eea. + v zévislosti na n. Uvazujme, kterd piirozend

a<n A .

¢isla a patif do mnoziny A, a spliuji podminku 107 < a < 10°*!. Nejmens{ takové &islo a je
rovno ¢ - 107 a nejvétsi je rovno (¢ + 1)107 — 1. A vSechna prirozend ¢isla mezi nimi také patif
do mnoziny A.. Proto, oznac¢ime-li pro kazdé j =0,1,...

L=y - M)

) a€Ac .
107 <a<10J+1
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je
1 1 1
Lj= p D DI Dl (8)
107 <a< (c+1)10i —1 a<(c+1)109 -1 a<c10 -1

Plat{ (dikaz pfenechdme ¢tendii za cviceni) Y- £ =In(n+1)+~v+g(n), kde v je konstanta,

a<n

a g(n) spliluje nerovnosti — 5 < g(n) < 0. Proto

L; = In((c+110/) —In(c-10?) + g((c+ 1)10/ — 1) — g(c- 107 — 1),
a(j)

L = (C* 1) T alj), (9)

Cc

kde

e < 9+ —1) < 0,

(10)

0 < —glc-100-1) < —g.

A tak a(j) = g ((c+ 1)10? — 1) — g(c- 107 — 1) spliuje pro kazdé j = 0,1,... podminku

1 1
—_ ' —_— 11
(C+1)10‘7 <Oé<j)< 0.10] ( )

Nyni uz mizeme snadno odhadnout hodnotu souctu > aea. % Pro dané n jisté existuje

a<n

Jn € N takové, ze

107" <n < 1071, (12)
Podle (7) a (12) plati
Jn—1 Jnt1
LJSZ_<ZLJ'7 (13)
=0 aa€<énc =0

dosazenim (9) do (13) obdrzime

() o) s 1o () ).

j=0

jnIn (Ctl) +j§a(j> <y % < Gn+2)In (Ctl) +jn§a(j). (14)

=0 P /=0
S vyuzitim (11) dostaneme odhady
5= - . 10
;a(j)zg c—i—llOJ JZ:; c+110]:9(c+1) (15)
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? Jn+1 Jnt1 o] 10
= 16
2 oli) chOJ chOJ 9c (16)

=0 Jj=0 Jj=0
Pouzijeme odhady (15) a (16) v nerovnostech (14) a obdrzime
c+1 10 1 c+1 10

i1 _ <N 2 <, +2)1 — 17
]n(c) 9(c+1)_a;:ca (j+>n<c)+9c (17)

a<n

Z nerovnosti (12) plyne, Ze j, = [{%]. Dosazenim do (17) obdrzime odhady:

ZaeAc% In () — 10 In (L
lim inf a<n > lim [mlo} ( c ) 9(ctD) _ n( p )
n—o00 nn n—o00 lnn ln 10
(18)
a
ZCLEAC % + 2 l i + m l ﬂ
hmsup asn S hm <[1n10] ) Il( ) 9¢ — Il( c )
n—00 Inn n—r00 Inn In10
(19)
Proto
In (¢£1) acAc Y aeac In (¢£1)
< 1 . f a<n <1 a<n
mi0 = e g TSP Tan In 10
Q.E.D.
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PRIKLADY MATEMATICKYCH ULOH, V NICHZ LZE POTKAT
SUDOKU

Jan Jekl, Jaromir Kuben, Pavlina Rackova, Vojtéch Rizicka

Katedra matematiky a fyziky, Fakulta vojenskych technologii technickd, Univerzita obrany,
Kounicova 65, 662 10, Brno
jan.jekl2@unob.cz

Abstrakt: Sudoku je nejen logickou hddankou, ale také moznym zdrojem matematickych tloh
z ruznych oblasti matematiky. A to proto, ze sudoku lze ztotoznit s nékolika riznymi matema-
tickymi grafy. Lze ho také formulovat jako soustavu rovnic, coz miize byt uzitecné pti vyuce
numerickych metod a feSeni soustav. Studenti se mohou naucit, jak reprezentovat realny pro-
blém pomoci rovnic a jak jej vytesit. Od soustavy pak neni daleko k popisu sudoku pomoci
binarniho ¢isla. V ¢lanku se zamérime na rtizné matematické objekty, pomoci kterych lze sudoku
reprezentovat.

Klicova slova: Sudoku; magicky ¢tverec; matematicky graf; soustava linearnich rovnic; binarni
proménna

1 Uvod

Lidé se zabyvaji ¢iselnymi hadankami, které vyzaduji doplnovani ¢isel do miizky, uz od
davnych dob. Pravdépodobné nejstarsim prikladem zabavné matematiky jsou magické ¢tverce,
kdy do ¢tvercové sité 3 x 3 (nebo vétsi) dopliujeme ¢isla 1 az 9 tak, aby soucet ¢isel v kazdém
radku, sloupci a thlopric¢ce byl stejny. Tento soucet se nazyva magicky soucet.

V 18. stoleti se magickymi ¢tverci zabyval i Svycarsky matematik Leonhard Euler, ktery
posléze formuloval novy typ ¢tverce, a to tzv. latinsky étverec. Je to ¢tvercova tabulka o n x n
polich, kterd je vyplnéna tak, ze se kazdé ¢islo (symbol) vyskytuje v kazdém radku a v kazdém
sloupci pravé jednou. Nazev latinsky, dostal ¢tverec proto, ze Euler misto symboli pouzival
pismena latinky. Latinské ¢tverce se pouzivaji v riuznych oblastech, jako je konstrukce samoo-
pravnych kédt a matematické hadanky, naptiklad sudoku.

Na konci 19. stoleti se ve francouzskych casopisech objevily ¢iselné hadanky pripominajici
dnesni sudoku. Zakladem téchto hadanek byly magické ¢tverce, ze kterych byla odstranéna
néktera cisla. Parizsky denik Le Siecle publikoval v roce 1892 ¢astecné dokonceny magicky
¢tverec 9x9 s vyznacenymi sekcemi 3 x 3. Neslo o sudoku, protoze se zde vyskytovala dvouciferna
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Obréazek 1: Zadani shidoku (vlevo) a jeho feseni (vpravo).

¢isla a k vyreseni byla potfeba spis aritmetika nez logika, ale klicovou charakteristikou bylo to,
ze kazdy tadek, sloupec a vyznacena sekce méla mit stejny soucet.

V roce 1895 spole¢nost La France vylepsila hlavolam tak, zZe se jednalo témér o moderni
sudoku, a pojmenovala jej carré magique diabolique (,,dabelsky magicky ¢tverec®). Uprava od
B. Meyniela spocivala v tom, ze kazdy radek, sloupec a prerusované thlopricky ¢tverce 9 x 9
obsahovaly pouze ¢isla 1 — 9, ale sekce 3 x 3 nebyly oznaceny. Prestoze nebyly oznaceny, kazda
také obsahovala ¢isla 1 — 9, a dodatecné omezeni na prerusovanych thloprickach vedlo pouze
k jedinému feseni. Tyto tydenni hddanky byly souddsti francouzskych novin jako L’Echo de
Paris asi deset let, ale zmizely priblizné v dobé prvni svétové valky.

Prvni hru, v ndm dnes znamé podobé, vytvoril v roce 1979 v USA Howard Garns, specialista
na hadanky. Dell Magazines ji téhoz roku uvedl na trh v New Yorku pod nazvem Number Place.
V dubnu 1984 Maki Kadzi, feditel japonské spolecnosti Nikoli, poprvé publikoval v mési¢niku
,Getsukan Nikoli suto“ hru Number Place pod nazvem ,Suji wa dokushin ni kagiru“. Tento
nazev dal pozdéji zkracenim vzniknout ndm zndmému slovu: sudoku [2], [11].

Sudoku se dodnes tési jisté mite popularity. Nalezneme jej v novinach, casopisech i v sa-
mostatnych publikacich. Proto se domnivame, zZe miize nadéle slouzit jako zdroj motivacnich
prikladt v prubéhu vyuky, viz také [6]. Pfitom vyznam uvadéni zajimavych ptikladu v ramci
vyuky je jasny: Zaujmout studenta a probudit jeho touhu se samostatné ucit, viz také [3], [5], [9].

Pouze pro tuplnost pripomenme, ze sudoku je 9 x 9 predvyplnéna tabulka obsahujici devét
zvyraznénych predvyplnénych 3 x 3 sekci. Nasim tkolem je doplnit do tabulky ¢isla od 1 do 9
tak, aby byly splnény nasledujici pozadavek: Kazdé ¢islo smi v kazdém tadku, sloupci a v kazdé
z vyznacenych oblasti vystupovat pouze jednou.

V prispévku budeme spojitost mezi matematickymi tlohami a sudoku ukazovat pomoci
shidoku, coz je jednodussi varianta sudoku, kterad pracuje pouze s tabulkou 4 x 4. Pravidla
jsou podobnéa jako u klasického sudoku: kazdé ¢islo od 1 do 4 se musi objevit pouze jednou
v kazdém rtadku, sloupci a v kazdé vyznacené oblasti 2 x 2. A aby mélo neuplné shidoku
jednoznacné Teseni, musi byt v tabulce zadana minimélné ¢tyti riizna cisla, ktera vsak nelze do
tabulky umistit zcela ndhodné. Na obrazku 1 je uvedena jedna tloha shidoku a jeho TesSeni.

V tomto textu se zamérime na matematické popisy shidoku. Pfitom neni obtizné uvadéné
vysledky zobecnit i na dalsi podvarianty sudoku jakymi jsou napf. varianty 6 x 6, 16 x 16,
diagonalni sudoku a mnohé dalsi. Hlavnim rozdilem mezi podvariantami je, Zze 4 x 4 shidoku je
tou nejjednodussi smysluplnou variantou, coz ¢tenari usnadni pochopeni uvedenych vysledki.

V rdmci celého textu pouzivame standardni maticové oznaceni, kde dvojice (i, j) reprezen-
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131 14§ 15| 16

Obréazek 2: Tabulka shidoku s oc¢islovanymi bunkami poé¢inaje v levém hornim rohu.

tuje bunku v -tém radku a j-tém sloupci pocitano shora doli, respektive zleva doprava.

2 Teorie grafti

7 nasi zkuSenosti vime, ze teorie grafii je obvykle vyucovana az na vysoké skole. Pritom
pojem matematicky graf a jeho vyuziti 1ze pomérné snadno vysvétlit jiz na stiedni skole. Nékteré
objekty, jako je silni¢ni sit nebo elektrickd rozvodna sif, lze popsat pomoci matematického
grafu snadno. U jinych objektt nemusi byt zptisob popisu ocividny, napriklad u sudoku. Kazda
bunka sudoku totiz miize byt povazovana za vrchol grafu a hrany mezi vrcholy pak reprezentuji
vztahy mezi bunkami. Dva vrcholy budou spojeny hranou, pokud jsou umistény v puvodni
bunce sudoku ve stejném radku, sloupci nebo vyznacené oblasti. Grafim popisujicim sudoku
se vénujeme v celé nasledujici sekci.

2.1 Obarveni vrchola

Mezi bunkami shidoku existuje pomyslny vztah, ktery urcuje, ze nékteré mnoziny bunek
nemohou obsahovat stejna ¢isla. Bunka ¢. 4 vyznacena na obrazku 2 je tak naptiklad ve vztahu
s bunikami oznac¢enymi jako 1, 2, 3, 7, 8, 12, 16. Ptitom si snadno rozmyslime, ze kazda buinka
je ve vztahu se sedmi jinymi bunkami. Proto mtizeme shidoku reprezentovat jako graf, ktery
bude obsahovat:

1. 16 vrcholti a to pro pro kazdou bunku jeden,

2. %‘7 = 56 hran, které reprezentuji, ze jsou bunky propojenych vrcholt ve vztahu.

Tento graf dosud neni kompletni. Ziskali jsme pouze prazdné schéma shidoku, kterému vsak
Kazdy vrchol si nese informaci, jaké ma ¢islo. Vysledny graf vidime na obrazku 3 a) spolu
s vyznacenymi vrcholy tak, jak odpovidaji tabulce na obrazku 2.

V teorii grafii se vSak castéji uvadi tloha, ve které se vrcholim grafu pritadi barvy tak,
aby sousedni objekty nebyly obarveny stejnou barvou. A vskutku, toto bychom mohli provést
jiz. v puvodni tabulce shidoku, kterou bychom mohli také fesit pomoci barev.

Kdyz pritadime vrcholim grafu barvy, tak spravné feseni shidoku musi splnovat, ze zadné
dva vrcholy propojené hranou nesmi mit stejnou barvu. Jedna se o tlohu, ktera je v teorii grafii
pomérné béznd. Na obrazku 3 b) vidime feseni dlohy 1.

Zavér: Uvedeny graf shidoku lze pouzit jako motivacni priklad pfi probirani teorie grafi.
K ru¢nimu reseni se nam tato tloha nezdd vhodna, nebot i v pomérné malé 4 x 4 varianté
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a) - b)

Obrézek 3: a) Cervené vyznaceny Sestnactitihelnik jehoZ o¢islované vrcholy odpovidaji buiikdm
tabulky shidoku. Cislovani odpovida obrézku 2. Hrany zde reprezentuji, ze buiiky odpovidajici
propojenym vrcholiim nemohou obsahovat stejné ¢islo. b) Reseni tilohy 1, kde kazdé ¢islo v ta-
bulce odpovida jedné barvé. Propojené vrcholy neobsahuji stejnou barvu.

shidoku je v uvedeném grafu mnoho neprehlednych hran. Je také mozné, ze tento nedostatek
by se odstranil vhodnéjsim grafickym znazornénim nez které je pouzito na obrazku 3. Presto
lze tuto tlohu vyuzit tam, kde se teorie grafit kombinuje s vyukou pocitacovych algoritmai.

2.2 Obarveni hran

Shidoku lze reprezentovat jako graf dalsimi zptsoby. Dalsi moznosti je popis pomoci bipar-
titntho grafu. Jde o graf, kde mnozinu vrcholt rozdélime na dvé ¢asti, pricemz z kazdého vrcholu
jedné ¢asti jde hrana pouze do vrcholi druhé ¢asti a naopak. Pokud jde z kazdého vrcholu jedné
casti hrana do kazdého vrcholu druhé ¢asti, mluvime o iplném bipartitnim grafu.

Je jasné, ze kazda bunka tabulky m& jednoznacné pridélené cislo tadku a ¢islo sloupce.
Dalo by se tedy rici, ze bunka tabulky tvori jakési spojeni mezi témito ¢isly. V tomto smyslu
lze vytvorit uplny bipartitni graf, ktery bude obsahovat:

1. 8 vrcholu rozdélenych do dvou t¥id; vrcholy v jedné tridé budou reprezentovat ¢isla radku
(oznacme je R1-4) a zbyvajici vrcholy budou reprezentovat ¢isla sloupci (oznac¢me je
S1-4),

2. 4 -4 = 16 hran reprezentujicich bunky tabulky, kde kazdy vrchol sloupce bude spojen
s kazdym vrcholem radku.

Takto popsany graf nyni popisuje prazdné schéma shidoku. Hodnoty do grafu doplnime tak,
ze kazdé hrané pritadime pravé jednu ze ¢tyt barev. Spravné reseni shidoku pak musi splnovat
nasledujici podminky:

1. z kazdého vrcholu vede pravé jedna hrana od kazdé barvy,

2. hrany rozdélime do 4 stejné velkych podskupin, kde kazda z podskupin musi obsahovat
hrany vsech barev. Podskupiny musi reprezentovat vyznacené oblasti v tabulce. Prikladem
jedné skupiny je (S1,R3), (S1,R4), (S2,R3), (S2,R4).

Reseni tlohy 1 pomoci tohoto grafu lze nalézt na obrazku 4.

Zatimco uloha obarveni vrcholt v predchozi podsekci 2.1 je mozna az prilis nepraktickd na
rucni feseni, tato forma zapisu shidoku je mnohem prehlednéjsi. Z nasi zkusenosti z festivalu Noc
védct 2023, kdy jsme tlohu prezentovali laické verejnosti, vime, Ze tiloha obarveni bipartitniho
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1 2 3 4

\ RADKY

SLOUPCE

Obréazek 4: Uplny bipartitni graf, kde horni 4 vrcholy reprezentuji ¢isla ¥4dkt a dolni 4 vrcholy
¢isla sloupci. Kazda hrana zde reprezentuje jednu bunku tabulky. Barvy jsou hranam prirazeny
podle toho, jaka hodnota je do bunky vepsana. Uvedeny graf odpovida feseni shidoku 1.

grafu je s dopomoci zvlddnutelna i pro ¢lovéka bez hlubsich matematickych znalosti. Presto je
vsak potreba Tici, ze klasickda 9 x 9 varianta sudoku by i v této podobé byla nejspise resitelna
jen ve specialnich pripadech.

Zavér: Uvedeny graf shidoku lze pouzit jako motivacni priklad pii probirani teorie grafi,
ale také jako zajimavy priklad na cvi¢enich z matematiky. Klasickou 9 x 9 variantu sudoku lze
také pouzit pri vyuce kombinované spolu s vyukou algoritmu fesenych na pocitaci. Vzhledem
k relativni jednoduchosti a moznosti vyuziti barev lze tlohu pouzit i u mladsich studentt
naptiklad pti propagaci matematiky.

3 Soustava rovnic

</ ss

Vv

se zaci seznamuji na stfedni skole. My se nyni zaméfime na feseni shidoku pravé pomoci sou-
stav linearnich rovnic. Tento zptisob TeSeni sudoku spociva v prepisu kazdé bunky tabulky na
celo¢iselnou proménnou v soustavé linearnich rovnic. Nasledujici sekce prinasi popis nékolika
takovych soustav. Dalsi pak lze nalézt v nedavno publikovaném ¢lanku [6].

3.1 Diofanticky systém

Nejprve priradime kazdé bunce tabulky shidoku jednu celoc¢iselnou proménnou. Pravidla,
ktera musi shidoku splnovat pak budeme reprezentovat pomoci rovnic. Ziskame tak soustavu
polynomialnich rovnic, jejiz vSechny koeficienty a feseni jsou cela ¢isla. Takovouto soustavu
oznacujeme jako diofanticky systém a jeho feseni bude reprezentovat vyresené shidoku.

Jak uz jsme uvedli, shidoku se skldda z 16 bunék, a pro kazdou bunku uvazujme jednu
proménnou zx, k € {1,...,16}. Toto propojeni muzeme realizovat napiiklad piitazenim bunék
(i,7) — ®jpa06-1), 1, € {1,...,4}, pii kterém projdeme buiiky postupné po fadcich, pocinaje
levym hornim rohem.

Shidoku nyni musi splnovat nékolik pravidel:

1. Kazda bunka muze obsahovat pouze ¢isla 1 az 4. Tento pozadavek muzeme vyjadrit pro
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kazdé k jako rovnici
4

1=1
Pokud by vsak jiz byla v nékteré burnce hodnota « zadana, pak staci specifikovat pro
prislusné k£ pouze rovnici x; = «.

.V kazdém tadku se musi kazda z hodnot 1 az 4 objevit pravé jednou. Inspirujeme se
u magickych ¢tverct, kde vime, Ze soucet hodnot ve vsech fadcich (i sloupcich) musi byt
pokazdé stejny, tedy budeme pozadovat, aby pro kazdy radek ¢ platilo

3
Y w=1+2+3+4=10. (1)
=0

Tato rovnice vSak sama o sobé nestaci, protoze stejny soucet by meél i radek, ktery by
obsahoval ¢isla 2,2, 3,3. Aby se vyskytlo kazdé z uvedenych ¢isel v radku opravdu prave
jednou, tak je potteba pridat dodatecnou podminku také na soucin pres radek, a to

3
[[zin=4=24 (2)
=0

Nyni si snadno rozmyslime, ze variaci s opakovanim ¢isel 1 az 4, které fesi rovnici (2)
neni mnoho. Jsou to ¢tverice 1, 2, 3, 4 a 2, 2, 2, 3. Pritom ale ¢tveTice 2, 2, 2, 3 nesplnuje
rovnici (1). Proto rovnice (1), (2) skuteéné zarucuji, ze se kazda z hodnot 1 az 4 vyskytne
v fadku pravé jednou.

. 'V kazdém sloupci i v kazdé z vyznacenych oblasti tabulky se musi kazda z hodnot 1 az
4 objevit pravé jednou. Tento pozadavek zapiseme podminkami analogickymi k rovnicim
(1) a (2). Pouze upravime rozsah proménnych v sou¢inu a v sumé.

Zadani ulohy 1 lze nyni popsat nasledujici soustavou rovnic:

H?=1(x1 —1)=0 Ty =3 H;l:1($3 —1)=0 H?:l(x‘l —1)=0
x5 =1 H?ZI(:L‘G —-1)=0 H?Zl(m —1)=0 18 =4
ro=3 Il(@e—-0=0 [l (zn—1)=0 L1y =2

[T (15— 1) =0 ru=4  [lo(@s—0)=0 [l (zs—1)=0
S @i = 10 S o5 = 10 ShoTon =10 Y w3 = 10
1o =24 [T @5 =24 1o zos = 24 1213 =24

S =10 30 waiy =10 3 jwgiy =10 30 x4y = 10
[T 71 = 24 1o zoru =24 [1ozsrm =24 [T o wara = 24
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212:1 Z:nzo Tigam = 10 Z?:s 27171:0 Tiam = 10

10 1 B 12 1 B

2129 2 am=p Ti+am = 10 1211 2m—0 Li+4m= 10
2 1 4 1

[Tz [0 iam = 24 [T=s IL—0 Zivam =24
10 171 12 1
1=0 [ mzo Tivam = 24 =11 L Lin—o Tigam = 24

Poznamenejme, ze zobecnéni rovnic (1) a (2) by pro klasickou 9 x 9 variantu sudoku nefun-
govalo. A to proto, ze kombinace 1,2,4,4,4,5,7,9,9 by byla dalsim feSenim rovnic analogickych
k (1) a (2). Tuto situaci lze vSak obejit drobnou tpravou rovnic (1) a (2), viz [1].

Déle si polozme otézku, zda lze obé rovnice (1) a (2), vyzadované pro kazdy radek, sloupec
a oblast, zredukovat pouze na jednu rovnici. Toho bychom mohli dosahnout napriklad tak, ze
bychom do shidoku nedoplnovali ¢isla 1 az 4, ale misto nich prvni ¢étyfi prvocisla, tj. hodnoty
2, 3, 5, 7. Rovnici [[._;(zx — [) = 0 bychom tak pro kazdou buiiku zapsali jako (i), — 2) (7 —
—3)(&, —5)(#x —7) = 0 a rovnice (1), (2) bychom nahradili rovnic{ [[,_, #i4; = 2-3-5-7 = 210.

Zavér: Uvedené soustavy lze pouzit jako motivacéni priklad pfi vyuce rovnic. I zde se
uvedené soustavy nehodi k rucénimu feseni, ale spiSe k procvicovani algoritmti na pocitaci.
Mimo jiné tak 1ze soustavu pouzit naptiklad pti probirani Grobnerovych béazi.

3.2 Soustava rovnic pomoci binarnich proménnych

V nésledujici ¢asti nalezneme jisty ,linearni“ systém, ktery lze ztotoznit se shidoku. I nyni
budeme uvazovat systém diofantickych rovnic, ale tentokrat se zamétime na jeho specifickou
verzi. Zamérime se na ulohu, ktera se nékdy nazyva jako binarni a spada do oblasti optimali-
zace [12], pfitom na ni jisté lze narazit i jinde. V bindrni iloze mohou proménné nabyvat pouze
hodnot 0 nebo 1.

V predchozi podsekeci 3.1 jsme kazdé burice (i,j) prifadili jednu proménnou zi. Oproti
tomu budou nyni kazdé bunce (i, j) tabulky prifazeny ¢tyri proménné. Pro kazdou butiku (7, 7)
budeme mit y; ;;, kde [ € {1, 2, 3,4}, které nabyvaji pouze hodnot 0 nebo 1. Pfitom proménna
yi j; bude nabyvat hodnoty 1 tehdy a jen tehdy, pokud se v bunce (i,j) nachdzi hodnota I.
Existuje tak pfimo vztah mezi proménnou z;, z pfedchozi podsekce 3.1 a proménnymi y; ;;, a to

4
Lk = E L yiji-
=1

Nyni jsme bunkam ptitadili proménné. Zbyva nam zavést systém rovnic, jehoz feseni bude
totozné s fesenim shidoku.

1. V bunce se mize nachazet pouze jedno ¢islo, proto pro kazdé (i, j) musi platit rovnice

4
§ yi,j,l = 17
=1

ktera spolu s podminkou, ze proménné nabyvaji pouze hodnot 0 a 1 zaruci, Ze pouze pro
jedno I € {1,2,3,4} je y;j; = 1.
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2. V kazdém tadku a sloupci tabulky muze byt kazdé ¢islo pouze jedenkrat. Dostaneme
rovnice

4
> yija =1, pro Vi € {1,2,3,4},

i=1

4

=1

3. Nakonec zbyva specifikovat pozadavek, aby se ve vyznacenych ¢astech tabulky vyskytlo
kazdé cislo pravé jednou. Toho dosdhneme pomoci rovnic

A+1 B+1

>N =1 proVie {1,234},

i=A j=B

kde A, B € {1,3}. Konstanty A a B maji nasledujici vyznam. Je-li napt. A =3 a B =1,
pak v predeslé sumé séitame cleny odpovidajici levé (B = 1) a dolni A = 3 ¢4sti tabulky.

Uvedeny systém obsahuje celkem 4 x 4 x 4 = 64 binarnich proménnych. Proménné lze
reprezentovat pomoci ,trirozmérné®“ matice, ktera obsahuje pouze ¢isla 0 a 1. Tato matice smi
obsahovat hodnotu 1 pravé jednou v kazdém:

1. fadku,
2. sloupci,
3. hloubce (tj. ve sméru kolmém na radky i sloupce),

4. v podmaticich, které odpovidaji vyznacenym ¢astem tabulky shidoku pro kazdou z moz-
nych hloubek.

K uvedenym rovnicim musime jesté pridat pocatecni podminky. Vime-li naptiklad, Ze se
v bunce (¢, j) nachazi ¢islo I, pak polozime y; ;; = 1.

Ulohu shidoku nyn{ miiZzeme vnimat jako tkol obarvit pfedméty (naptiklad kostky, kulicky
apod.) posklddané do tfirozmérné tabulky pomoci dvou barev. Barvy budou reprezentovat
hodnoty proménnych. Hodnota 0 mtize byt napriklad ¢erna barva a hodnota 1 naptiklad ¢ervena
barva. Déale pozadujeme, aby predméty obarvené ¢ervenou barvou ,sousedily“ (to kdybychom
rekli, ze spolu sousedi vzdy, pokud jsou ve stejném radku, sloupci, hloupce nebo vyznacené
oblasti) pouze s predméty ¢erné barvy. Spravné vyresené shidoku pak navic musi obsahovat
pravé 16 cervenych a 48 ¢ernych predmétu. Situace je vizualizovana v obrazku 5.

Binarni tiloha je zkouména v oblasti celo¢iselného programovani, ve které hledame pripustné
body (tj. Feseni diofantické soustavy rovnic a nerovnic) a mezi nimi takovy bod, jehoz funkéni
hodnota optimalizované funkce je nejmensi/nejvétsi. V shidoku hleddme pouze ptipustny bod
a chceme, aby byl jediny. Pfitom nemame zadnou funkei, jejiz hodnotu bychom optimalizovali.
Tyto rozdily nam ale nezabranuji vyuzit algoritmy optimalizace i k reSeni shidoku a klasického
9 x 9 sudoku, viz [8], [4].

Zminme také, ze tlohu shidoku fesenou pomoci barevnych kostic¢ek reprezentujicich binarni
proménné jsme zadavali na festivalu Noc védctt 2023 navstévnikiim Univerzity obrany. 7 nasi
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sloupced

cislo 1-4

Obrézek 5: Trirozmérna matice reprezentujici feseni shidoku 1 pomoci obarvenych kouli repre-
zentujicich proménné y; ;;. Cerna barva reprezentuje na dané pozici, Ze je proménna y; ;; = 0,
cervend pak y; ;; = 1.

zkusenosti je takto zadana tloha prilis abstraktni, aby bylo mozné ji v kratké dobé vysvétlit
laickému publiku.

Zavér: Uvedena soustava miuze byt vyuzita jako motivacni priklad pri vyuce rovnic. Jako
prakticky priklad ji lze pouzit pti probirani teorie optimalizace, kde ji 1ze vyuzit k procvic¢eni
tvorby soustavy [4].

4 Dalsi zajimavé piiklady, kde 1ze nalézt sudoku
4.1 Binarni ¢islo

V predchozi ¢asti jsme ukéazali, jak 1ze reprezentovat shidoku pomoci soustavy rovnic s bi-
narnimi proménnymi. VSimnéme si nyni, ze pomoci uvazované binarni tlohy mtzeme feseni
shidoku reprezentovat také jako binarni zapis cisla. Napiiklad tak, Ze bychom proménnou y; ;x
ztotoznili s 64 — [k 4+ 4(j — 1) 4+ 16(¢ — 1)]-tou pozici bindrniho ¢isla. To znamen4, zZe tfirozmeér-
nou tabulku shidoku prochazime postupné pres hloubky, fadky a nakonec i pres sloupce, a na

piislusnou pozici bindrniho ¢isla umistime hodnotu proménné y; ;. Reseni tlohy zobrazené na
obrazku 5 bychom pak mohli popsat jako ¢islo v binarnim zapisu

00010010010010001000010000100001001010000001010001000001100000102.

Coz je pak v desitkovém zapisu rovno 94407588560378368001¢. Takto popiseme jiz vyresené
shidoku. Kdybychom jej vSak chtéli zadat jako tlohu k vyfeseni, pak mizeme vytvorit ¢dstecné
predvyplnéné binarni ¢islo, jehoz pozice je tfeba doplnit pomoci predepsanych pravidel. Tato
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Obrazek 6: Binarni zapis ¢isla reprezentujici tlohu shidoku. Doplnéné ¢isla odpovidajici pred-
vyplnénym hodnotam tabulky. Prvni ¢tyti pozice zleva odpovidaji bunce v levém hornim rohu
tabulky. Kazdé 4 dalsi pozice odpovidaji dalsi bunce, kde tabulku prochazime postupné po rad-
cich. Pozice vyznacené stejnou barvou odpovidaji vzdy jednomu kvadrantu tabulky shidoku.
Tucné zvyraznéné pozice odpovidaji prvnimu sloupci.

podoba je naznacena na obrazku 6, kde je ¢islo kvili jeho velké délce rozdéleno na dva radky.
Vyznacené jednicky zde odpovidaji zadanym predvyplnénym hodnotam.
Uvedené ¢islo musi splnovat nékolik pravidel a to:

1. Pozice vyznacené stejnou barvou musi obsahovat pravé ctyrikrat ¢islo 1,

2. Sestnéct pozic vedle sebe odpovidajicich dvéma barvam musi vzdy obsahovat pravé éty-
fikrat ¢islo 1,

3. Sestnéct pozic odpovidajici sloupciim tabulky musi vzdy obsahovat prave étyfikrat ¢islo 1.
Neni jednoduché slovné popsat, o které pozice se jedna. Prvnimu sloupci vsak odpovidaji
pozice 1 az 4 pocitano zleva, dalsich 12 pozic (pozice 5 az 16) patii jinym sloupcim
a pozice 17 az 20 zase patii prvnimu sloupci. Takto pokracujeme s mezerami o 12 pozicich

dokud neziskame vSech 16 pozic prvniho sloupce. Viz také obrazek 6 s tucné vyznacenymi
pozicemi prvniho sloupce.

Zavér: Tato uloha muze byt motivacni pti probirani ¢isel v ruznych ciselnych soustavach.
Priklad lze tak uvést napriklad pfi prevadéni ¢isel mezi riiznymi ¢iselnymi soustavami. Je vsak
potieba zminit, ze samotné vysvétleni propojeni ¢isla a shidoku zabere nemalé mnozstvi casu.

4.2 Reseni soustavy diferencialnich rovnic

Nakonec uvedme jesté néasledujici tlohu, kterd sama o sobé nesouvisi se shidoku, ale mtze
slouzit jako zajimavy priklad kombinujici dohromady shidoku s tlohami diferencialnich rovnic.
Zadani: Vyteste nasledujici soustavu diferencialnich rovnic

Y1 = Ay + Biyo+ Crys+ Diya+ 1
Yo = Agy1+ Baya+ Coys+ Doy
y3= Asy1+ Bsya+ Csys+ Dsyy
Yy = Asy1+ Bayo+ Cays+ Daya,

pokud vite, ze:
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1. partikularni feseni soustavy tvori funkce

() =202
R b
W) = 57 5 3o

2. koeficienty A;, B;, C;, D; € R, i € {1,...,4}, udéavaji feSeni shidoku, pokud je poskladame
do tabulky tak, jak vystupuji v soustave.

ReSeni: Koeficienty A;, B;, C;, D;, nasledné uréime postupnym dosazenim partikuldrniho
reseni do rovnic soustavy. Dosadime-li do rovnice y| = Ayy; + Biya+ Ciys+ Diys+ 1, pak
porovnanim levé a pravé strany dostaneme soustavu

11 1 13
——— DB -= =D, +1
0 30 ° 601+30 1
5_Bi_ G D
6 2 6 3
5 5 5 5
=2 A - LB - = “D
27 1! 1201+12 b

coz po uprave dava
0=—-11B; —5Cy + 13D + 30

5:331—01—21)1
0:A1—B1—01+D1.

Nyni se pokusime tuto soustavu vytesit, ¢imz dostaneme
Cl - 331 - 2D1 - 5,
Al == 431 - 3D1 - 5,
26B; = 23D + 55.

U posledni rovnice nyni dostaneme, ze

3 55
Bi=D——D —
1 17 56 1+26’

kde vime, ze By a D7 jsou dveé rizna cela ¢isla od 1 do 4. Vyraz

3 55
2D, 4+ ==
26 56

tedy musi udavat celé ¢islo a z moznych voleb ndm vychéazi, ze nutné musi platit D; = 1
a B; = 3. Nasledné uré¢ime A; =4, Ch = 2.
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Obdobné postupujeme také u rovnice yy = Asy1+ Boyot Coyst+ Doyydo které kdyz dosadime,
tak dostaneme po porovnani levé a pravé strany soustavu

2 6 3
5 5 5 5
=—Ay— —By——Cy+—0D
TR TR TR
Upravou zde opét dostavame, ze
3Dy + 40
By=D, - "2
26

coz znamena, ze pokud maji byt By a Dy rlizné cela ¢isla od 1 do 4, tak musi platit, ze

3Dy + 40
26
je celé ¢islo a tedy Dy = 4 a By = 2. Z ¢ehoz pak urcime, ze Ay =1, Cy = 3.

K urceni zbyvajicich koeficienti mtzeme pouzit pozorovani, ze po dosazeni do rovnice
ys = Asy1+ Bsy2+ Csys+ Dsys musime znovu dostat rovnici

—5 = 333 - Cg - 2D3

Pritom pokud doplnime jiz zndmé hodnoty do tabulky shidoku tak zjistime, ze By € {1,4},
C3 € {1,4} a D3 € {2,3}. Protoze ale Bs,C5 nemohou byt stejné, pak nutné mame jen 4
moznosti, jak miize rovnice —5 = 3B3 — C3 — 2D3 dopadnout a to:

—5=3-4-4,
5=12—-1—4,
—5=3-4-6,

—5=12-1—-6.

Z téchto rovnic je jedina spravnd, a to ta prvni, z ¢ehoz dostaneme By = 1, C3 = 4, D3 = 2,
a nasledné muzeme zbytek soustavy doresit jako shidoku. Dostaneme soustavu

y1 = 4y1+ 3ya+ 2y3+ ya+ 1
Yo = Y1+ 2ya+ 3yz+ 4y,
ys=3y1+ Y2+ 4ys+ 2y
Yy = 2y1+ 4y2+ ys+ 3y

Nyni jiz mizeme tuto soustavu vytesit pomoci obvyklych néstroji matematické analyzy spolu
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s informaci, Ze jiz zname partikularni feseni. Dostaneme tedy vysledek jako

elOzcl 631702 51.2
{yl(x)— 100 + 9 +03$+C4+§,
eloxC’l GBICQ 303 5 T 11
_ _ B R R R
1(®) = =50 9 T3 S TR AT
elo“"”Cl 2 833302 03 5 T 1
= L O —Cy— 22—t 2
vs(r) = =50+ g 5T R T T

ewgCCl 2 83102 203 5 X 13
- - Cor+ Oy + —a2— 24 2L
100 9 AR TR 3+30}

ya(x) =

Zavér: Uloha mize slouzit jako zajimavy piiklad kombinujici teorii diferencialnich rovnic
spolu se shidoku, ¢imz muze doplnit obvyklé priklady na cvi¢enich nebo domaci tlohy.

Zavér

Sudoku 1ze vyuzit jako motivaci pri vyuce teorie grafii, da se také zkoumat spojeni mezi
sudoku, teorii grafii a polynomy. Lze ho formulovat jako soustavu rovnic, coz mize byt uzitecné
pri vyuce linearni algebry a feSeni rovnic. Studenti se mohou naucit, jak reprezentovat problém
pomoci rovnic a jak je Tesit. Je mozné ho vyuzit pii reseni soustav linearnich diferencialnich
rovnic prvniho fadu. Resenf konkrétniho sudoku lze ztotoznit se zapisem binarniho ¢isla. sudoku
je mozné pouzit k ilustraci zadkladnich principu teorie mnozin. Kazdy radek, sloupec a oblast
3 x 3 lze chapat jako mnozinu, kterd musi obsahovat ¢isla od 1 do 9 bez opakovani. Sudoku je
prikladem kombinatorického problému, kde studenti mohou zkoumat rtizné permutace a kom-
binace ¢isel. To mlze byt uziteéné pri vyuce zakladi kombinatoriky a pravdépodobnosti. Mtize
byt soucasti riznych informatickych tloh, které rozvijeji informatické mysleni a digitalni kom-
petence. Napriklad kédovani slov a obrazki. Dalsi motivacni tlohy a fakta tykajici se sudoku
1ze nalézt napr. v knize [10] nebo také v ¢lanku [7].

Podékovani

Tento prispévek vznikl s podporou projektu DZRO Vojenské autonomni a robotické sys-
témy.
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SKALOVATELNOST METODY DISKRETNICH PRVKU
S MODELEM BBM

VARGA Radek, CERMAK Martin

Vysokéa skola banska - Technicka univerzita Ostrava, Fakulta stavebni, Katedra matematiky,
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Abstrakt: Prispévek se zaméruje na skalovatelnost vypocetni naroc¢nosti metody diskrétnich
prvkil vyuzivajici kontaktni model zalozeny na prutovych spojich. Tato metoda byva zpravidla
resena explicitné, zejména kvili castym zménam v kontaktni struktute. V nékterych typech
uloh, naptiklad pfi simulaci trhlin ve stavebnich konstrukcich, jsou vsak zmény v systému vy-
razné mensi. To otevird moznost vyuziti méné obvyklého pristupu s implicitnim feSenim zaloze-
nym na Newmarkové metodé. Studie se zaméfuje na analyzu vypocetni narocnosti této varianty
pri riznych velikostech modelu, a to jak z hlediska poctu, tak i velikosti elementi. Porovnavany
jsou ritizné typy numerickych tesicti, véetné bézného explicitniho pristupu. Cilem je posoudit
efektivitu jednotlivych metod se zachovanim patticné praktické presnosti a identifikovat vhodné
pristupy pro konkrétni faze vypoctu.

Klicova slova: metoda diskrétnich prvki, model prutovych vazeb, numericka skalovatelnost

1 Uvod

Metoda diskrétnich prvka (DEM) [2] v kombinaci s kontaktnim modelem zalozenym na
prutovych spojich (BBM) [1] predstavuje numericky néstroj vhodny pro modelovani tloh na
pomezi spojitého a diskrétniho chovani. Material je v tomto pristupu reprezentovan jednotlivymi
nedeformovatelnymi elementy, které mezi sebou interaguji prostfednictvim kontaktii.

Tato metodika je tradi¢né vyuzivana zejména v oblasti modelovani interakce mnoha téles,
naptiklad u sypkych hmot. V téchto pripadech dochéazi k ¢astym zménam v kontaktni strukture
a k obecné neptredvidatelnému chovani systému, coz vede k preferenci explicitnich vypocetnich
pristupt. Vétsina existujicich studii se proto zaméruje pravé na explicitni reseni.

Tento prispévek se vénuje aplikaci metody na odlisny typ tloh, kde vychozi charakteristika
odpovida spojitému chovani a diskrétni odezva vznika az v disledku postupného porusovani
materidlu, naptiklad sifenim trhlin. V takovych ptripadech je mozné predpokladat vice struktu-
rovany vyvoj systému a mensi rozsah zmén v kontaktech, diky ¢emu je efektivné mozno vyuzit
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implicitnich metod [5].

V této praci je testovana efektivita riznych vypocetnich pristupti, konkrétné porovnani
explicitniho feseni s implicitnim, a to jak s vyuzitim primé, tak i iterativni metody feseni sou-
stavy rovnic. Zvlastni pozornost je vénovana pripadiim, kde je mozné opakované vyuzit rozklad
matice systému. Tato moznost muze vyrazné zvysit vyhodnost primého feseni v jednotlivych
casovych krocich.

2 Teoretické pozadi DEM-BBM

Jak bylo zminéno, problematika DEM je zalozena na pohybu jednotlivych c¢astic. Tuto
skutecnost lze vyjadrit jako soustavu diferencialnich rovnic:

Mii(t) + Cu(t) + f™(u(t)) = £*'(¢), pro t >0, (1)

kde t je ¢as, u je vektor posunt, M je matice hmotnosti, C matice tlumeni, f** vektor vnitinich
sil a £ vektor vnéjsich sil.

Hmotnostni matice M € R"¢*"4 kde n, je pocet stupni volnosti v systému, je diagonalni
matice obsahujici hmotnosti a momenty setrvacnosti jednotlivych elementii.

Vektor vnitinich sil fi** € R™ lze vyjadiit jako lokalizovany soucet pfispévki jednotlivych
kontaktu. Ty zahrnuji tzv. bounded kontakty (vazané spoje mezi sousednimi elementy) a dale
unbounded kontakty, které se aktivuji pouze pri dotyku elementi bez predchozi vazby.

Matice tlumeni C € R™*"d je tvorena na zakladé Rayleighova [3] tlumeni jako:

C=aM+ 5K, (2)
kde a., . jsou soucinitele Rayleighova tlumeni a K je matice tuhosti, kterd je vytvorena jako
soucet lokalizovanych prispévkt jednotlivych kontakti v daném case:

Ny,
K=> LTKT,L, (3)

k=1

kde Ny je celkovy pocet kontakti, Kj je lokalni matice tuhosti kontaktu, T} je transformacni
matice z lokalnich do globalnich souradnic a Lj je lokaliza¢ni matice.
Systém je presné urcen pocatecnimi a okrajovymi podminkami ve forme:

u(t =0) =vy, u(t=0)=uy, (4)
Bu(t) = 0, (5)

kde vq je rychlost elementti v ¢ase t = 0, ug je posun v c¢ase t = 0 a matice B obsahuje rovnice
okrajovych podminek.

3 Casova diskretizace a délka kroku

V této préci je pro ¢asovou integraci vyuzita Newmarkova metoda [4], kterd poskytuje jed-
notny ramec pro explicitni i implicitni numerické schéma. Tato metoda je definovana soustavou
rovnic ve tvaru:

ﬂ<n+1> — vAt 1"1<n+1> = il(n) + (1 — ’}/)At ﬁ(m, (6)
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. . At? .
Augy 1y — BAL Uipgry = At U, + 7(1 — 26)u<n>, (7)

Mﬁ<n+1> —+ Cfl(n_H) + KAU(m = fzﬁ_w — f<12§7 (8)

kde (n) oznacuje n-ty Casovy krok, 8 a « jsou soucinitele Newmarkova schématu a At je délka
casového kroku.

Casovy krok je zavisly na typu zvolené metody, ale také omezen fyzikdlni podstatou fe-
sené¢ho problému. Zakladnim omezenim je maximalni délka kroku pro explicitni metody ve

tvaru: 9
Atcrit = 5 (9)

max

kde wpax je nejvyssi vlastni frekvence systému, vypoctena jako nejvétsi vlastni ¢islo matice
M-K.

Dalsi omezeni ¢asového kroku vyplyva z fyzikalnich pozadavki, naptiklad z omezeni maxi-
malni rychlosti elementii, aby nedochazelo k nezachyceni kontaktti nebo ke skokovému nartstu
sil: v

LA < oy, (10)

Tmin

kde vyax je nejvyssi rychlost v systému, r,;, je polomér nejmensiho elementu a «, je maximalni
povoleny relativni prinik elementt (napf. v %).

Dalsi omezeni vyplyvaji z nelinearnich jevi, jako je sifeni trhlin nebo vznik novych kon-
takti. V téchto pripadech je nutné krok dale zkratit, aby se minimalizovalo poruseni fyzikalnich
podminek. Takova omezeni se casto projevi az v pribéhu vypoctu a mohou vést k nutnosti néa-
vratu zpét v Case a opakovani kroku s mensi hodnotou At.

4 Numerické experimenty

V této ¢asti jsou porovnany rizné varianty numerického feseni z hlediska vypocetni efek-
tivity. Zkoumény jsou nésledujici ptristupy:

o Explicitni schéma,
« Implicitni pfimé feseni pomoci operatoru \, prosttedi v Matlab (tzv. full solver),
o Implicitni pfimé feseni s vyuzitim Choleského rozkladu,
o Implicitni iterativni feseni metodou sdruzenych gradientu (CG) bez predpodminénti,
o CG metoda s predpodminénim pomoci ichol,
o CG metoda s predpodminénim na zakladé Gersgorinovych intervalii.
Hlavnimi sledovanymi vystupy jsou:
o celkovy vypocetni ¢as straveny v TesicCi za cely prubéh simulace,

o maximalni ¢as trvani jedné iterace tesice, s ohledem na scénare, ve kterych neni mozné
opakované vyuzivat rozklad matice nebo predpodminéni.
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Jako numericky model je zvolen kloubové ulozeny nosnik s centrickym zatizenim, které
nepresahuje kritickou mez pro vznik trhlin. ZatiZeni je aplikovano linearné v case az do t =
0,01 s, celkova simulace probih& do ., = 0,1 s. Pro explicitni schéma je pouzit casovy krok
odpovidajici 20 % kritického kroku stability, pro implicitni metody je zvoleno At = 107* s.

Uloha uvazuje malé deformace bez zmén v topologii systému, a proto lze zanedbat zmény
v maticich M, K, C. Diky tomu je mozné vyuzit opakované pouziti rozkladl i predpodminéni
v pribéhu vypoctu.

Na obr. 1 je zobrazeno vysledné rozlozeni napéti o, v télese. Na vedlejsim obr. 2 je zachy-
cen vyvoj zrychleni v case; je patrné, ze délka simulace je dostatecna pro ustaleni systému v
rovnovazné poloze. Pro vSechny provedené simulace je odchylka vysledki mezi metodami pod

1 %.

Extrémni hodnoty zrychleni béhem vypoctu

Maximalni zrychleni
Minimalni zrychleni

RozloZeni napéti o,

o [Pa]

X
Zrychleni [m/sz]

6 . . . . I
%10° 0 200 400 600 800 1000

Casovy krok

Obrazek 1: Vysledné napéti o, na modelovém Obréazek 2: Vyvoj a konvergence zrychleni bé-
nosniku. hem simulace.

Na obr. 3 je uvedeno porovnani celkového casu vSsech metod v zavislosti na velikosti tlohy.
Explicitni metoda zde vykazuje vyrazné vyssi naroc¢nost, zejména pro vétsi modely, coz odpo-
vida nutnosti pouziti velmi malého ¢asového kroku.

Pro lepsi citelnost je na obr. 4 uvedeno stejné srovnani bez explicitni metody. Nejlepsiho
vysledku z hlediska celkového vypocetniho ¢asu dosahuji dvé varianty — pifimé feseni pomoci
operatoru \ a metoda CG s predpodminénim ichol. Ostatni varianty (Cholesky rozklad, CG
bez predpodminéni a CG s Gersgorinovymi intervaly) vykazuji s rostoucim rozmérem modelu
vyrazné vyssi naroky na cas.

Na obr. 5 je uvedeno porovnani vypocetniho ¢asu potifebného k provedeni jedné iterace
fesice, véetné pripadného vypoctu rozkladu ¢i sestaveni predpodminéni. Nejnizsi cas zde vy-
kazuje explicitni metoda, nasledovana primym fesenim a opét metodou CG s ichol. Je vsak
treba zduraznit, ze nizky ¢as na jednu iteraci u explicitni varianty neznamend vyhodu z hlediska
celkové efektivity, jak je patrné z predchozich vysledk.

Na obr. 6 je pro vetsi prehlednost zndzornén tentyz graf bez zahrnuti varianty s Choleskym
rozkladem, kterd vyrazné prevysSovala ostatni fesi¢e v ¢asové naroc¢nosti jednoho kroku. Tento
vyTez umoznuje lépe porovnat ostatni metody. I zde se potvrzuje vyhodnost primého reseni a
CG s ichol, zatimco predpodminéni pomoci Gersgorinovych intervali je ve vSech pripadech
pomalejsi.

37



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2025
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Obrézek 3: Celkovy vypocetni cas jednotli-
vych testovanych metod v zavislosti na veli-
kosti tlohy.

Obrézek 4: Celkovy vypocetni ¢as s vyrazenim
explicitni metody pro podrobéjsi znazornéni.
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Obrazek 5: Vypocetni ¢as jedné iterace véetné Obréazek 6: Vypocetni cas jedné itarace s vy-
pripadné pripravy predpodminéni a faktori- fazenim Choleského rozkladu pro podrobnéjsi
zace. znazornéni.

Zavér

V ramci této studie bylo porovnano nékolik metod pro vypocet soustavy rovnic vyplyvajici
z formulace DEM-BBM. Prispévek slouzi jako vychozi analyza pro budouci vyvoj adaptivniho
resice, ve kterém bude volba numerické metody probihat dynamicky v zavislosti na konkrétnim
stavu TeSené tulohy.

Pro zkoumané pripady se jako nejvyhodnéjsi ukazala prima metoda zalozena na optimali-
zované knihovné v prostiedi Matlab, ktera poskytla nejlepsi pomér mezi vypocetni narocnosti
a stabilitou. Tato vyhoda vsak mitze byt narusena pii pouziti kratsich c¢asovych kroki, které
zlepsuji podminénost soustavy a tim zvysuji efektivitu metod sdruzenych gradienti (CG).

Explicitni metoda, ackoliv nevynika v celkové efektivité, dosahuje velmi nizké vypocetni
narocnosti na jednu iteraci. Diky tomu miize byt vyhodné v ¢asové kritickych fazich simulace,
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naptiklad pri vzniku trhlin nebo nédhlém vytvoreni novych kontakti, kde jsou z fyzikalnich
divodu vyzadovany velmi malé ¢asové kroky.

Podékovani
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tracni ¢islo projektu je SP2025/089.
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Abstrakt: Otazku, kterou si jisté poklada kazdy pedagog na vysoké skole je, jak co nej-
vice zaujmout a motivovat své studenty. Jenze ne vzdy se onen pristup povede. Navic, vyuka
yzajimavéjsich“ predmétii je o poznani jednodussi, nebot se studenti pro danou latku nadchnou
vice, i s tim benefitem, Ze ji s nejvétsi pravdépodobnosti budou pouzivat i nadéle - nejen v pri-
béhu studia, ale i po ném. Vratime-li se ale k tém ,méné stastnéjSim“ predmétiim, je treba
vyuzit extra prostredky k tomu, abychom zajem i motivaci u studentt vyvolali. A pravé ma-
tematiku bychom mohli zaradit na tuplné dno této skupiny, coz znamena, ze patii k nejméné
oblibenym predméttim, cili ucitelé matematiky maji tu nejtézsi dlohu, jak své studenty pro
tento predmét nadchnout. Cilem tohoto ¢lanku je tedy ukéazat jednu z moznych a osvédcéenych
cest k prolomeni bariéry mezi matematikou a strachem ze strany studentii. PopiSeme si rtizné
pristupy, jak zbavit studenty stresu, strachu a smutku z toho, Ze jim do cesty prisla matematika,
i kdyz (po zkuSenostech ze stfedni) se s ni uz nikdy v zivoté nechtéli setkat. Nicméné musime
podotknout, Ze jako kazda ucebni metoda, tak ani tato neni pro kazdého, nebot je zalozena
predevsim na pratelské atmosfére mezi vyucujicim a studenty, a také na nenasilném vedeni.

Klicova slova: antistresové prostredi, skupinova prace, bodovy systém, necekand odména

1 Antistresové prostiedi

Predtim, nez pristoupime k samotné motivaci, je nutné se zamérit na nejvétsiho zabijaka
radosti a pozornosti u student. Tim neni nic mensiho nez dobfe znamy stres a strach, at uz ve
ucebni metody, ¢imz je pratelské prostiedi, kdy se studenti nesmi bat odpovidat na otazky na
prednaskach a musime je bez kritiky navadét ke spravnym odpovédim. Ve cvicenich je ovsem
situace odlisna, nebof nejvétsim podporovatelem stresu je tabule. Vyvolavani k tabuli bylo
a vzdy bude u studentit probouzet paniku a hriizu z toho, Ze se zesmésni pred zbytkem tiidy.
Proto musime hned v prvni fadé zapomenout na povinné chozeni k tabuli a nechat studenty,
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af se dobrovolné rozhodnou, zda chtéji ¢i nechtéji vyuzit tréninku u tabule.

Dobrovolnost by vSak sama o sobé nestacila, protoze i tak by se studenti mohli citit u tabule
pod tlakem, Ze na né vsichni koukaji. Pfesné z tohoto divodu tato metoda zakazuje vyvolavani
k tabuli po jednom studentovi a naopak velmi podporuje praci ve skupinach. Abychom byli
konkrétni, k tabuli chodi zasadné 3 studenti, ktefi spolupracuji na vyreseni daného prikladu.

Prace ve skupiné ma jednu obrovskou vyhodu a tim je odpadnuti stresu, nebot vsichni 3
studenti se soustfedi ¢isté na sebe a na priklad a nevénuji pozornost tomu, co se déje za nimi.
Navic, jak uz se praxi ukazalo, studenti tento styl chozeni k tabuli nazvali PPP, protoze jeden
student pise, druhy premysli a tfeti pocita.

2 Posileni motivace

S odpadnutim stresu se nyni miizeme kone¢né podivat na zpisoby, jak nejlépe studenty
motivovat, aby je matematika bavila a hlavné ji vnimali pozitivné i béhem semestru. Tim
nejprirozenéjsim pristupem je bodovy systém. Vétsina zapoctovych a zkouskovych pisemek
je totiz hodnocena formou bodu a cilem studentii je samoziejmé pokorit onu minimalni hranici
zadanou vyucujicim. Pokud by tedy studenti dostali Sanci, jak tyto body sbirat i v pritbéhu
semestru a tim si uleh¢it pisemku, razem by o jeden stupinek vzrostla jejich motivace.

Musime si ovSem polozit otazku, za co vSechno mohou studenti ziskavat body béhem se-
mestru. Jak uz asi kazdy z nas ocekava, odpovéd neni jednoznacna, nebot kazdy vyucujici ma
svij styl vyuky a vzdy lze body udélovat za néco jiného. Dilezité ovsem je néco takového najit,
aby studenti méli moznost body ziskavat. V nésledujicich podkapitolach se podivame na 4 po-
tencionalni pripady zisku bodi, pricemz prvni t¥i bychom mohli zaradit do ,,obecné“ kategorie,
kterou muze vyuzit vétsina vyucujicich.

2.1 Aktivita ve cviCenich

Prvnim ptipadem je dobrovolna aktivita ve cvic¢enich, kdy studenti sami ze své vlastni vile
chodi k tabuli. Kazdou takovou dobrovolnou névstévu miuizeme ocenit libovolnym poc¢tem bodi
v zavislosti na samostatnosti, efektivité ¢i narocnosti prikladu. Pro zachovani pratelského ducha
by mél kazdy student ze skupiny dostat stejny pocet bod.

Na druhou stranu mize ovSsem nastat situace, kdy jsou studenti premotivovani a k tabuli
se hrnou za kazdé mozné situace. Védi totiz, ze pratelské a antistresové prostredi je doplnéno
napovédou ze strany ucitele. Nikdy bychom neméli nechat studenty stat jen tak u tabule. Vzdy
je mozné je néjak popostrcit, aby dany priklad zdarné vypocitali. Nicméné, i tak se mohou
objevit studenti, ktefi ani pres ucitelovu radu netusi, jak dal postupovat, ¢i nemaji potiebné
znalosti z prednasky. Pak je rozumné nepripravené studenty posadit zpét do lavice (samoziejmé
bez bodii) a vyzvat jinou skupinu student.

2.2 Aktivita na prednaskach

Dalsim pripadem je zapojeni studentii na prednéaskach. ,Klasickd“ prednaska ve stylu
dlouhého monologu prednésejictho mtze vést ke znudéni studenttt nebo k odmitnuti tcasti
na budoucich prednaskach. Pokud ale studenty zapojime do vykladu, kuptikladu otdzkami
z probirané teorie, mizeme je tak udrzet ve stiehu. OvSem je nutné upozornit, ze studenty
nevyvolavame, ale nechdavame je, at se hlasi sami. V pripadé, ze nikdo nebude znat spravnou
odpovéd, tak body propadnou. Na druhou stranu, je opét pouze na nas, kolik bodi za spravnou
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odpovéd na danou otédzku udélime. Komplikovanéjsi otazky mizeme odménit vice body, popti-
padé zvysovat odménu, pokud studenti dlouho odpovidaji Spatné, aby se do vyreseni problému
zapojilo co nejvétsi mnozstvi student.

2.3 Vypracovani dobrovolnych domacich tukoli

Stejné jako v predchozich kapitolach, tak i zde je nutné se zamérit na dilezitost slova
,dobrovolnych“, nebot celd tato ucebni metoda je zalozena na tom, ze studenty nesmime do
niceho nutit. Veskeré ziskavani bodi béhem semestru je zalozeno na dobrovolné vili studenti,
tzn. Ze ti aktivnéjsi budou mit o 3 mésice pozdéji jednodussi zapocet i zkousku.!

Slozitost domacich tkoli je uz pak ¢isté v nasi rezii, kdy je otazkou, zda chceme, aby dany
ukol vypracovala vétsina studentii, anebo jenom par jednotliveti. Tato u¢ebni metoda pocita
s druhou variantou, kdy se priklady zdaji byt na prvni pohled velmi slozité, ale obvykle maji
snadné ¢i elegantni feseni. Tento krok pak donuti ty méné aktivni studenty tikoly ignorovat a ti
pracovitéjsi se naopak kazdym tkolem zlepsuji. Aby byla pro studenty motivace o to vétsi, za
domaéci ikoly mohou ziskat nejvice bodi ze vSech 4 zminénych kategorii. Opét se vse odviji
od kvality doméciho tkolu (pocinaje spravnym postupem a vysledkem a konce protokolovou
vizudlni strankou).

Navic miizeme pridat jesté extra body za nizky pocet domécich tkoli ze strany studenti.
Pokud tedy néjaky domaci kol vypocita velmi malé procento studentl, pak muzeme udélit
body navic.

2.4 Opakovaci testy

Jak uz jsme si tekli diive, tak posledni zptsob pro zisk bodu je velmi subjektivni, protoze
kazdy pedagog muze mit své vlastni zpusoby, za které bude udélovat body. Nicméné tato
ucebni metoda vyuziva ovérovani teoretickych znalosti z prednasky, jelikoz pravé tyto znalosti
jsou dilleZité pro ispésné absolvovani piedmétu.?

Abychom byli konkrétnéjsi, tak tato forma opakovani vyuziva teoretické testy prostrednic-
tvim systému Moodle, pricemz kazdému studentovi jsou po prednésce vygenerovany 3 nahodné
otézky typu ABCD, které mohou byt posléze pouZity i u samotné zkousky.® Je ziejmé, Ze na-
sledné ocenéni muze zaviset nejen na slozitosti otazek, ale i na jejich poctu (¢im vice otazek,
tim hife si mohou studenti napovidat).

V tuto chvili jiz kazdy student vi, Zze pokud bude aktivné pracovat v pribéhu semestru,
tak bude mit jednodussi podminky k zisku zapoctu. Je samoziejmé, ze jakmile student dosdhne
pozadované hranice pro zapocet, tak na konci semestru nemusi psat zapoctovou pisemku, ale
maji moznost si ji napsat. Okamzita otazka je, pro¢ by ji tedy mél psat? Odpovéd je velmi
snadnd, nebof nadmérné mnozstvi bodt ovlivni i samotnou zkousku. Jinymi slovy, ti nejpilnéjsi
studenti si nejen zajisti hladky prubéh zapoctové pisemky (zapocet jiz maji, ale chtéji vice
bodt), ale nachystaji si tim i dobré vstupni podminky ke zkousce. Je tedy mozné nasbirat
tolik bodu (vcetné bodu ze zapoctové pisemky), ze student jiz bude mit zkousku automaticky
uznanou (vysledek hodnoceni zkousky zavisi na poc¢tu bod).*

! Povinné tikoly mizeme napiiklad pouzit tehdy, pokud jsou souédsti zapodétu & zkousky.

2Je ovéem mozné ovérovat znalosti i ze cvicend.
se napiiklad ptat jenom na zdkladni pojmy (definice a véty).

4Tento krok mfize napomoci tém studentiim, ktef{ nemaji v oblibé teorii a viechny potiebné body tak mohou
ziskat jen a pouze samotnym pocitanim prikladi.
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3 Necekané odmény

Aby motivace ovsem nebylo malo, tak studenti v pribéhu ¢i na konci semestru mohou
ziskat rizné odmény za svou aktivitu a pracovitost, pricemz jim o nich nemusime fici dopredu.
Preci jen moment prekvapeni je pro aktivnéjsi studenty sladkou tfesnickou na dortu. Navic,
kdyby o odménach védéli studenti dopfedu, mohli by toho velmi snadno zneuzit. Proto je
doporuceno kazdy rok odmeény malinko ménit, aby si studenti nemohli zpétné davat rady.
Bonusem je pak pro pedagoga radost z oCekdvani, jak na jednotlivé odmény budou studenti
reagovat. Nyni se tedy podivame na nékolik moznych odmén, v podobé bonusovych bodi, které
vyuziva popisovana uc¢ebni metoda:

1. O¢ividnou odménou jsou body pro nejlepsi studenty, konkrétné tedy napriklad pro tii
nejlepsi studenty v rocniku na konci semestru v dané kategorii (aktivita ve cvicenich
nebo na prednaskach, domdci tikoly a opakovaci testy) nebo celkoveé.

2. Dalsi odménou jsou body za 100% dochézku ve cvicenich nebo na prednéaskach.

3. Pravidelné odevzdavani doméacich kol ¢i vyplnovani opakovacich testl se téz ceni, tzn.
muzeme udélit drobné body za to, kdyz ma student na konci semestru nadprimeérny pocet
vyTesenych domacich kol ¢i opakovacich testi.

4. Jedna se o specialni odménu, kterou ovsem nelze vzdy vyuzit. Tato odména pocita s tim,
ze dany predmét ma vice studijnich krouzku studentt. Pak se totiz nabizi nechat krouzky
studentti souperit mezi sebou. Je ovsem nutné podotknout, ze tato ,soutéz* pocita s tim,
ze se studenti v daném krouzku vzajemné moc dobfe znaji a vétsinu predméttt maji

spole¢nych.

Odmény samoziejmé nemusi mit podobu jen bonusovych bodt. Je totiz ziejmé, ze studenty
muzeme odménit jakkoliv za cokoliv. Specidlni odménou tak mize byt napriklad moznost sku-
pinové zkousky pro nadanéjsi a pilnéjsi studenty, anebo mit u sebe rizné poznamky, at uz
teoretické ¢i praktické.

4 Konkrétni ¢isla pro piredmét AUM /L1LMT - Matematika

Predmét AUM/LILMT - Matematika je vyucovan v zimnim semestru na fakulté logistiky
a krizového Tizeni Univerzity Tomase Bati ve Zliné a zahrnuje diferencidlni a integralni pocet
funkce jedné redlné proménné a tivod do linedrni algebry. V zimnim semestru 2024/2025 se
predmeétu zucastnilo 68 studenti, kteri byli rozdéleni do dvou studijnich krouzkia pro potieby
cviceni.

K udéleni zapoctu je nutné ziskat alespon 60 bodi ze zapoctové pisemky - Priloha A
(véetné bodu ziskanych béhem semestru) a mit maximalné 2 absence ve cvicenich. Prednasky
jsou nepovinné, nybrz doporucené, nebot dochézka je sledovana i zde. Pro ziskani zkousky musi
studenti odpovédét spravné na 11 ze 20 teoretickych otazek - Pifloha B.°

5Z4apoctova pisemka A i zkouskovy test B byly vygenerovany pomoci systému Moodle, pfi¢emz pro zdpocto-
vou pisemku se vyuzil modul STACK a pro zkouskovy test se vybralo nahodné 20 otdzek z 900 predptipravenych
otazek.
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4.1 Zisk bodu

o Navstéva u tabule: 1 az 4 body — v zavislosti na obtiznosti prikladu a efektivité ¢i samo-
statnosti vypoctu, pricemz semestr méa 14 tydna.

e Spravna odpovéd na otazku: 1 az 3 body — v zavislosti na obtiznosti otazky.

o Spravné vypocitany priklad z dobrovolného doméciho tkolu: 1 az 5 bodu — v zavislosti
na detailnim a kvalitnim postupu, vzhledu a repetitivnosti, pricemz pocet vSech prikladu
je 99.

» Vyfeseni opakovaciho testu: 0,15 az 0,9 bodu — bez zavislosti na slozitosti otazky (0,15
bodt je za pouhé vyplnéni testu), pficemz pocet vSech témat je 13 a pocet vSech otdzek
je 900.

4.2 Odmény

o TTi studenti s nejvyssim skore na konci semestru obdrzi po radé 9,6 a 3 body, pricemz
navic obdrzi jesté po fadé 6,4 a 2 body za tfi nejlepsi mista v dané kategorii (cviceni,
prednésky, domaci ukoly, Moodle testy). Vzhledem ke studijnim krouzkim v daném pred-
meétu je jesté navic ocenény nejlepsi student v daném krouzku 3 body, poptipadé stejnym
poctem bodt za nejlepsi misto v dané kategorii.

o Za 100% dochazku na cviceni obdrzi studenti 3 bonusové body a za prednasky obdrzi 5
bonusovych bodi. Pokud navic byli studenti 100% v obou prfipadech, pak je jesté ceka
odména v podobé 2 bodii. Celkem tak mohou ziskat az 10 bodt za dochizku.”

o Koeficient odevzdanosti doméciho tkolu ¢ini 0,4, tzn. pokud student ziska alespon 1 bod
z daného domaciho tkolu, pak se mu automaticky pric¢te 0,4 bodu. Ve vysledku tedy mize
student ziskat 13 - 0,4 = 5,2 bonusovych bodi jen za odevzdavani domacich tkolu.

Koeficient 100% spravnosti opakovaciho testu ¢ini 0,3, tzn. pokud student odpovi na
vsechny 3 otazky spravné, ziska navic 0,3 bodu. Déle, koeficient odevzdanosti opakovaciho
testu ¢ini 0,2, tzn. pokud student vyplni opakovaci test (i kdyz by vSechny otézky byly
Spatné), pak se mu automaticky piicte 0,2 bodu.®

Aby toho nebylo mélo, tak studenti maji na konci semestru moznost si vyzkouset zkousku
nanecisto, kdy jim Moodle vygeneruje nadhodné 20 teoretickych otazek. Tento test se téz
hodnoti, ale vysledny pocet bodt je zavisly nejen na poctu spravnych odpovedi, ale téz
i na pravidelném vypliovani opakovacich testt v pritbéhu semestru. Vzorecek pro vypocet
je nasledujici:

Pocet spravnych odpovédi - 0,3 - (Pocet témat + 1 — Pocet neodevzdanych testi)
Pocet témat + 1

odkud mame zaruceno, ze neaktivni studenti nemohou ziskat stejny pocet bodu jako ak-
tivni studenti. Pokud by tedy naptiklad student X cely semestr nic nedélal a z posledniho
testu ziskal plny pocet bodu, tak neziska zadny bod (protoze vyslednou hodnotu 0,43 za-
okrouhlujeme dolti). Na opacné strané mame studenta Y, ktery cely semestr pravidelné

60 této odméné védi studenti od zaddtku semestru.
70 této odméné se studenti dozvi aZ na konci semestru.
8Tato odména je tajnd, nicméné byst¥{ studenti si ji mohou vypoécitat z dochézky.
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vyplnoval opakovaci testy a posledni zavérecny test napsal bez chyby. Pak jenom za tento
test ziska navic 6 bodi.

» Skoro 100% tucast na prednaskich (maximélné 3 absence) je odménéna predterminem
v podobé skupinové zkousky, pricemz tento termin je pouze jeden a rozdéleni do skupin
je vyhradné v roli vyucujiciho (napriklad podle po¢tu boda, tzn. lepsi studenti budou
spolu ve skupiné).

e . Souboj“ studijnich krouzki se odviji od primérného poc¢tu bodt vsech student z daného
krouzku. Aby byla ,soutéz* spravedlivd, je doporuc¢eno dochazku pravidelné aktualizovat
a ty studenty, ktefi nechodi na cviceni, z dochazky vymazat. Vysledné body jsou pak
nasledujici:

e Vsichni nadprimeérni studenti vitézného krouzku obdrzi 5 bonusovych bodi, ale
vSichni podprimérni studenti obdrzi ,,pouze® 2 body.”

e Vsichni nadprimeérni studenti druhého krouzku obdrzi 1 bonusovy bod, ale vsichni
podpruameérni studenti neobdrzi zadny bod.

4.3 Zapocet

Zapoctova pisemka obsahuje 12 rtizné bodovanych prikladt podle slozitosti v celkové vysi
120 bodt, pricemz kazdy student na kazdém terminu dostane své vlastni zadani, protoze vse
se ndhodné generuje pomoci systému Moodle a modulu STACK. Diky tomu se nabizi dvé
moznosti, jak nechat studenty zapoctovou pisemku absolvovat. Zaprvé, k terminu si donesou
vlastni notebook ¢i tablet a vysledky budou zapisovat primo do systému Moodle, nacez své
vypocty napisi na papir, ktery nasledné odevzdaji zkousejicimu. Zadruhé, veskera ,chytra“
elektronika je zakdzana a studenti vse pisi na papir, pricemz kazdy priklad je oznacen cislem
zadani, podle kterého nasledné zkousejici muze jednoduse najit spravny vysledek.

Jesté muzeme dodat, Ze nedostatek ¢asu vede u studentii ke zvyseni stresu a chybovosti.
Je proto doporuceno dat studentiim tolik casu, kolik pottebuji. Kuprikladu, pro tento typ
zapoctové pisemky maji studenti k dispozici 4 hodiny ¢istého ¢asu, nacez v priméru po 3
hodinéch kon¢i sami.

4.4 Zkouska

Zkouska je cisté teoreticka a studenti musi na vétsinu ze 20 otazek typu ABCD odpoveédét
spravné. Tentokrat je ovSsem nastaveny casovy limit na 1 hodinu, protoze odpovédét na 20
otazek zvladne prumérny student do ptl hodiny a navic se ukazalo, ze pokud studenti moc
dlouho premysli nad danymi otazkami, vede to k horsim vysledktim.

7 predchozich odstaveu jiz vime, ze i zkousku je mozné si usnadnit v pripadé, ze budou
mit studenti pred samotnou zkouskou vice jak 100 bodu (véetné zapoctové pisemky). Situace
je pak nasledujici:

e 110 bodt a vice, student ziska 1 bod ke zkousce.
e 120 bodt a vice, student ziska 2 body ke zkousce.

e 130 bodt a vice, student ziska 3 bod ke zkousce, apod.

9Véetnd pramérnych. Nicméné priimér studentského krouzku miize byt desetinné ¢islo, aviak body studentii
jsou cela ¢isla. Je tedy ziejmé, Ze prumérny student je spise vyjimkou.
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e 210 bodu a vice, student automaticky uspél u zkousky s hodnocenim E. Ma ovSsem moz-
nost si svou znamku vylepsit.

e 290 bodt a vice, student automaticky uspél u zkousky s hodnocenim A.

Pozorny c¢tenar si jisté vSiml, Ze hranice 100 bodu ziistala nevyuzita, nebot zde je prostor
experimentovat s tim, jak studenttim pomoci k tspésnému splnéni zkousky. Po¢inaje moznosti
okamzité opravy pri neuspésném splnéni zkouskového testu a konce jakymikoliv vlastnoruc¢nimi
teoretickymi poznamkami.

4.5 U’spéénost

Zavérem se muzeme podivat na studentské vysledky ze zimniho semestru 2024/2025. Na
zacatku semestru se na predmét zapsalo 68 studentti, pricemz ale 10 z nich ukoncilo studium
béhem semestru. Ze zbylych 58 studentu tspésné zvladlo zapoctovou pisemku 41, kde deseti
studenttim se podarilo ziskat 60 a vice bodi v pribéhu semestru. Navic, pét studentit pokotilo
hranici 100 bod.1 Zkousku nezvladl pouze jeden student. Tim padem, Gisp&snost této ucebni
metody je 70,69% v pifpadé zdpoctové pisemky a 97,56% u zkousky.!' Na Obrazku 1 miiZzeme
vidét nékolik vybranych studenti a jejich vysledky pred zapoctovou pisemkou.

Zavér

Metoda popsana v tomto ¢lanku podporuje a zvyhodnuje nadanéjsi, aktivnéjsi a pilnéjsi
studenty. Naopak ty méné aktivni studenty motivuje k tomu, aby se béhem semestru i oni
zapojili do vyuky. V opacném pripadé bud budou muset zapocet i zkousku zvladnout bez
jakékoliv pomoci, anebo musi predmét opakovat pristi rok ve snaze se tentokrat mnohem vice
projevovat a aktivné pracovat.

Na druhou stranu, jako kazda jind ucebni metoda, ma i tato metoda jisté své negativni
stranky. Napriklad, neni viibec zamérena pro ty typy studentii, ktefi nejsou zvykli pracovat
samostatné (bez donuceni). Tim, Ze je nikdo k ni¢emu nenuti, se v nich nemusi probudit ta
stranka véci rikajici, ze to musi zvladnout, a pritom se mize jednat o nadané, ale lenivé studenty.
Déle by mohli byt odstrcéeni introvertni studenti, kteri se nechtéji zapojovat do skupinového
feseni prikladl ¢i hromadné konverzace na prednasce. Maji ovSem moznost pracovat doma na
domécich tkolech ¢i opakovacich testech. Je tedy mozné tuto metodu jesté vice zdokonalit tim,
ze je pro kazdého studenta mozné najit takovou formu bodového ohodnoceni, ktera mu bude
vyhovovat.

1O0Nejvyssi pocet bodii byl 163.

1Podobné statistiky byly i v letnim semestru 2023/2024, kde tispéSnost u zapodti byla 75,54% u prezend-
nich student? a 81,37% u kombinovanych studentti. Uspésnost u zkousky byla 87,95% u prezenénich studenti
a 99,05% u kombinovanych studenti.
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QSO O D D.D 0 00D QD OR
124432 25 3 42 15 35 120
124386 19 16 & 17 15 72
£24402 15 4 26 9 17 71
124385 23 25 2 1 16 67
£24388 11 18 5 16 15 65
124749 24 19 0 5 10 58
L24406 17 3 7 15 15 57
124433 20 0 8 14 10 52
24434 10 3 1 19 15 48
124425 16 0 4 14 8 42
24750 14 10 0 12 & 41
124393 6 0 7 18 8 39
124397 14 3 4 11 4 36
124404 19 7 1 4 it 32
124391 2 1 2 18 9 3R
124392 9 2 1 15 1 28
124438 14 0 0 9 5 28
124428 10 0 0 11 5 26
124794 4 0 0 15 5 24
124387 9 0 1 13 0 23
124414 21 0 0 2 0 23
124430 8 4 0 8 3 23
124421 1 3 3 13 0 20
124746 5 2 3 2 5 17
124416 15 0 0 0 2 17
124440 8 0 0 5 3 : 16
124412 2 0 1 8 5 : 16
124405 9 0 il 1 0 :I 11
124426 1 0 0 5 0 : 6

Obrazek 1: Tabulka s bodovym hodnocenim vybranych studentt pred zapocty.
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Uloha1

Dosud nezodpovézeno

177

Pocet bodii z 5

Urcete definicni obor D f funkce:

Uloha 2

Dosud nezodpovézeno

330

In(9z + 54) + /28 — Tz

f(z) =

x? —2x—15

o= () u(: )

Pocet bodii z 10

Vypocitejte derivaci nasledujici funkce pomoci pravidla pro derivaci soucinu:

flz) = sin(2w7) . (2a:)3

Upravena vysledna derivace odpovida pismenu: | ?

<

A) | 122° sin(227) +2562° cos(22”) | K) | 2 cos(z®) — 627

B) | 827 cos(142%) L) | 24 sin(227) +162° cos(142°)
C) | 142° sin(227) — 2427 M) | 2 sin(z%) + 622

D) | 242% sin(22") +1122° cos(22") | N) | 142° cos(227) +242°

E) | 1122% sin(142°) — 12 cos(227) | O) | 42? sin(z°)

F) | 282° cos(z) — 2 sin(z) P) | 12 sin(142°)

G) | 284° sin(z) + a2 cos(x) Q) | 4o? cos(s?)

H) | 82” sin(142°) R) | 82° sin(22") —842? cos(227)
I) | 2427 sin(72%) +1122° cos(72%) | 8) | 1122” sin(22") —242” cos(2z")
J) | 12 cos(142°) 481[‘) 336 2° cos(227)

STACK question dashboard

STACK question dashboard
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L o
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Dosud nezodpovézeno

1267

Pocet bodti z5

STACK question dashboard

Nakreslete graf funkce () pomoci elementarnich posunii a dosazenim vhodnych bodui:

f(z) =|(z —5)° - 2|

Odpovidajici graf je oznacen barvou:

BARVA GRAFU?

a
v
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Dosud nezodpovézeno Pocet bodii z 20

STACK question dashboard
437

Vysetrete prubéh funkce:

f(z) = —2* + 632> — 735z

1. Vypoéitejte nulové body (na dvé desetinna mista) a uréete znaménka funkce f(x):

(— o0;] ) | (| 5 | ) | (| 5 | ) | (| 5 00)

L1 3
“»
“»
L1 2

2. Vypocitejte nulové body a znaménka prvni derivace f' (), a nasledné podle toho uréete monoténnost funkce

f():

L1
L1
L1

L1
“»
L1

3. Na zakladé tabulky prvni derivace f' () uréete lokalni extrémy funkce f(x):

mez[ I ] LmawZ[ I }

4. Vypocitejte nulové body a znaménka druhé derivace f” (), a nasledné podle toho uréete inflexi funkce f(x):

(—oos[_]) | ([L_Jic0)

<
<

<
L1 3

5. Na zakladé tabulky druhé derivace f” () uréete inflexni bod funkce f(x):

I=[||||}

6. Shriite véechny vyse uvedené informace a rozhodnéte o spravném grafu pro funkci f(x): | BARVAGRAFU? ¢

20000 T S
15000

10000

20000 - R RRELE -
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Uloha 5

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodl z 5

STACK question dashboard
237

Vypocitejte limitu pomoci prav daného vyrazu nebo L'Hospitalova pravidla:

. 27x — 3z°
lim
r—-3 —323 —1522 — 18z

Konecna hodnota limity je: |:|

Uloha 6

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodui z 15

STACK question dashboard
513

Vypocitejte nasledujici integral pomoci substitu¢ni metody:

/150:1:4 . cos(ﬁaz5 — 6) dz

Konecné resSeni integralu odpovida pismenu: | ?

<

A) | (62°—6) sin(1502") +C K) | 302° sin(z° —62) + C
B) | 302° cos(z® —62) +C L) | cos(150z) +C

C) | 5 cos(62”—6) +C M) | sin(1502") +C

D) | 5sin(62° —6) +C N) | 30z cos(302°) +C

E) | sin(62° —6) +C O) | 302" cos(6002%) +C
F) | (2 —6z) cos(302°) +C P) | 302% sin(302°%) +C
G) | 302" sin(6002%) +C Q) | 5z cos(62® —6) +C
H) | (62° —6) cos(150z) +C R) | («®—62) sin(302°) +C
I) | 6002° sin(302*) +C S) | 6002® cos(302*) +C
J) | 5zsin(62° —6) +C T) | 0+C
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L o

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodii z 20

645
Vypocitejte nasledujici integral pomoci metody per-partes:

/24 z2 . ln(7w15) dr

Konecné feseni integralu odpovida pismenu: | ?

<

A) | 242 n(72") 72" +C K) | 120+C

B) | 82° In(72') —402° +C L) | 48z In(1052") +C

C) | 1052 In(72%) — 48z +C M) | 72" In(242?) — 1052 + C
D) | 48z In(72') +C N) | 48z In(72') +3602 +C
E) | 48z In(242?) + 72+ C 0) | 72 In(72') +82° + C
F) | n(72'%) +In(1052) + C P) | 82° In(1052") +C

G) | 1682 —In(1682'7) +C Q) | 72" In(242?) —242° +C
H) | 1052" In(72%) +82° +C R) | 562° In(72') +3202° +C
I) | 82 In(72'%) +C S) | 82® In(242%) — 72" +C
J) | —402® In(72%) — 4002° + C T) | 48z In(242%) +1052" +C

Uloha 8

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodui z 15

789
Naleznéte plosny obsah mezi kfivkami na daném intervalu:

fle)=2z4+4 a g(z)= ; na intervalu I = (2,3)

Pfesny finalni obsah je: |:| cm?

52
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Dosud nezodpovézeno Pocet bodtiz5

STACK question dashboard
1152

Uvazujme nasledujici matice:

A:(O 0 12) B:<—14 8 2) C:<2 -3 —2>
0 —-14 -6 0 —-18 14 -3 -2 1

Vypocitejte matici X danou predpisem:

Uloha 10

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodiiz 5

STACK question dashboard
1232

Vyreste soustavu tfi linearnich rovnic o tfech neznamych s pravé jednim resenim:

-2z + S5x9 + lzs = -3
3z + lxs + lxs = 6
3z1 + —-bzy + -3z3 = —4

wnn-( DD Q)

Uloha 11

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodii z 5

STACK question dashboard

370
v v — —> —> . e s v s et owe e rs vew n
Zjistéte, zda vektory ui, uz, u3 a uy jsou linearné zavislé ci nezavislé, pricemz

"—Tl> = (4’55 _5’ _2) 17; = (3,3a _57_1) "73> = (_4a _5’2a4) "—T4> = (Oa 15 170)

5
— = = —. N A
Vektory u;,us,us a uy jsou linearné | zAVISLE / NEZAVISLE #

LO8)
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Dosud nezodpovézeno Pocet bodiiz10

STACK question dashboard

433
Zjistéte, zda vektor ¥ = (20,1,1, —4) je linearni kombinaci vektord

771) =(-2,0,0,2) 77; =(-3,-1,-1,-4) 773) = (5,0,0,-2)

— ] e . . . s dbur di e A , v L. . .
Vektor v | JE/NENI ¢ | linearni kombinaci vektorli u;,us a ugz, pficemz v kladném pripadé jsou koeficienty

kombinace c; - 17{ +c3 - 17; +c3 - 17; = D nasledujici (v zAporném pripadé napiseme nuly):

a=[1 a=[1 a=[]
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Uloha 1

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodliz1

Je-li Dy definicni obor funkce f a D, definicni obor funkce g, jaky definicni obor bude mit funkce f - g 222

DyUD,

. Df\Dg
. Dy D,

. DyND,

Uloha 2

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodliz1

Ke kazdému obrazu existuje pravé jeden vzor je zobrazeni ...

O~
O s
Oc
O o

konstantni.
prosté.
periodické.

sudé.

Uloha 3

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodili z1

Neexistuje-li hodnota k € R takova, Ze viechny funkéni hodnoty f(z) jsou mensi nebo rovny nez tato hodnota, tj.

Vk € R Jz € Dy : f(x) > k, jedna se o funkci ...

omezenou zdola.

. neomezenou shora.

. omezenou shora.

. neomezenou zdola.
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L o

Dosud nezodpovézeno Pocet bodliz1

Je-li funkce f licha, pak inverzni funkce f 1 ...

O A
O s
Oc
O o

bude suda.

nebude ani licha ani suda.

bude licha i suda.

bude licha.

Uloha 5

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodliz1

Na nize uvedeném grafu je funkce ...

liché mocniny.
sudé mocniny.
sudé odmocniny.

liché odmocniny.

Uloha 6

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodliz1

Které dvé vlastnosti ma funkce absolutni hodnoty, y = |z

Je suda a shora omezena.

Je suda a zdola omezena.

Je licha a zdola omezena.

Je licha a shora omezena.

m
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L o

Dosud nezodpovézeno Pocet bodliz1

Ktera z uvedenych matematickych formuli popisuje spojitost zleva funkce f v bodé o € Dy ???

O A
O s
Oc
O o

VO, (f(xz0)) 305 (wo) Yz € DyNO; (w0): f(z) € O (f(0))
YO, (f(z0)) 30F (w0) Yz € DpNOY (x0): f(z) € O: (f(0))
VYOI (f(z0)) F05(z0) Yz € DyNO;s(x0): f(z) € OF (f(20))

YOz (f(x0)) 305 (z0) Yz € DfNO;(x0): f(2) € O (f(x0))

Uloha 8

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodliz1

Co znamena zapis: lim f(z) = ¢ ???

T—T0

Limita funkce f je rovna hodnoté z pro proménnou z blizici se k bodu c.
Limita funkce ¢ je rovna hodnoté f pro proménnou z blizici se k bodu x.
Limita funkce f je rovna hodnoté ¢ pro proménnou z blizici se k bodu zg.

Limita funkce g je rovna hodnoté d pro proménnou y blizici se k bodu yg.

Uloha 9

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodliz1

Jakou smérnici k ma tecna k funkci f(z) v bodé z, ktera je rovnobéina s osou y 22?2

O~
O s
Oc
O o

k=0
k=-1
k=1
k=00
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L o

Dosud nezodpovézeno Pocet bodliz1

Proc se pro lokalni aproximaci funkce vyuziva zejména polynom ???

O~
O s
Oc
O o

ProtoZe polynom obsahuje jednoduché pocetni operace.
Protoze u kazdého polynomu lze velmi jednoduse vypocitat vSechny jeho koreny.
ProtoZe polynom je jednoducha kfivka na nakresleni.

ProtoZe polynom lze velmi jednoduse derivovat.

Uloha 11

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodiliz1

Ktera z uvedenych mocninnych funkci ma zapornou druhou derivaci v kazdém bodé svého defini¢niho oboru ???

O n
O s
Oc
O o

Funkce liché odmocniny, napfiklad f(z) = y/z.

Funkce sudé mocniny, napfiklad f(z) = z8.

Funkce sudé odmocniny, napfiklad f(z) = /.

Funkce liché mocniny, napfiklad f(z) = 2°.

Uloha 12

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodliz1

Rekneme-li, ze bod z je stacionarnim bodem, jaka podminka pro néj musi platit 22?

f'(@0) =0
f(zo) =1
f"(xo) =0
f'(@o) =1
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L o

Dosud nezodpovézeno

Pocetbodliz1

Pomoci vzorce pro integraci souctu, zintegrujte: /em + cos(z) dz =72

O ~x
O s
Oc
O o

z¢-sin(z) + C
e” +sin(z) + C

eln(1)+sin(m) +C

In(z) —sin(z) + C

Uloha 14

Dosud nezodpovézeno

Ktera z uvedenych funkci se rovna své integraci (az na konstantu C), tj. /f(:v) dz = f(z) + C 7?2

O A
O s
Oc
O o

sin(z)
In(z)

€

arcsin(z)

Uloha 15

Dosud nezodpovézeno

Pocet bodii z 1

Pocet bodii z 1

b
V pripadé pouziti metody per-partes pro urcity integra’\l/ f(z)- 4 (z) dzse...
a

" musi pfehodit meze g a b, tj. [f(x) . g(m)]: — /ba f'(z) - g(z) dz.

) 9(b) 9(®)
musi pfepocitat meze a a b, tj. {f(:c) . g(ac)} - »/f () g(z) da.

f(a) (a)

b b
" nemusi prepocitat meze g a b, tj. {f(z) . g(z)]a - / () - g(z) da.

" musi odstranit meze a a b, tj. [f(:p) g(:p)] - /f’(m) -g(z) dz.
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L o

Dosud nezodpovézeno Pocet bodliz1

Soucin matic....

O~
O s
Oc
O o

neni asociativni.
neni asociativni krom pfipadu, kdy jedna z matic je nulova.
je asociativni ale jen tehdy, kdyZ jedna z matic je jednotkova.

je asociativni.

Uloha 17

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodiliz1

Kdy je dana nehomogenni soustava resitelna podle Frobeniovy véty ???

O x
O s
Oc
O o

Pokud hodnost matice soustavy je mensi nez hodnost matice rozsirené.
Pokud hodnost matice soustavy a hodnost matice rozsirené jsou stejné.
Pokud hodnost matice soustavy je vétsi nez hodnost matice rozsirené.

Pokud hodnost matice soustavy a hodnost matice rozsirené jsou rlizné.

Uloha 18

Dosud nezodpovézeno  Pocet bodiiz1

Jaky mezi sebou maji vztah dvé matice, které maji stejnou redukovanou trojihelnikovou matici 2??

O x
O s
Oec
O o

Obé matice museji mit stejny pocet radku.
Jsou radkové ekvivalentni.
Jsou vasnivé ekvivalentni.

Obé matice musi byt ¢tvercové.
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L o

Dosud nezodpovézeno Pocet bodliz1

Linearni obal mnoziny vektori M ve vektorovém prostoru ...

O A. jenejmensim podprostorem obsahujici mnozinu M.

O B. je nejvétsim podprostorem obsahujici mnozinu M.

O C. jelibovolnym podprostorem obsahujici mnozinu M.

O D. neniani nejmensim ani nejvétsim podprostorem obsahujici mnozinu M.

Uloha 20

Dosud nezodpovézeno Pocet bodliz1

Jeden z vyznacnych vektori ma symbol 3. Ktery 72?

Inverzni vektor.
Opacny vektor.
Nulovy vektor.

Jednotkovy vektor.
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ZKUSENOSTI S TVORBOU UCEBNICH
MATERIALU V RAMCI PROJEKTU NPO

DLOUHA Dagmar, JAROSOVA Marcela, STRYJA Jakub, VOLNA Jana,
VOLNY Petr

Vysokd skola banska - Technicka univerzita Ostrava, Fakulta stavebni, Katedra matematiky;,
Ludvika Podésté 1875/17, 708 00 Ostrava-Poruba
e-mail na hlavniho autora: petr.volny@vsb.cz

Abstrakt: Chtéli bychom navazat na nas minuly prispévek do konferenc¢niho sborniku a sdilet
nase zkusenosti s tvorbou studijnich materialii pro predmét Matematika I v ramci posledniho
roku trvani projektu NPO.

Klicova slova: matematika, distancni vyuka, pracovni listy, komentovana videa

1 Uvod - projekt NPO

V prispévku bychom chtéli zhodnotit ¢innost Tesitelského kolektivu, ktery se podilel na pfti-
pravé pracovnich list a vyukovych videf v rdmci projektu Nérodni plan obnovy pro VSB-TUO
pod é&islem NPO_ VSB-TUO_MSMT-16605/2022. Prace na projektu byly zahdjeny v tinoru
2023 a byly ukonceny v prosinci 2024. Vystupem projektu byla sada pracovnich listit pod na-
zvem Pracovni listy pro predmét Matematika I a vyukova videa pokryvajici kritické ¢asti pred-
métu Matematika I vyucovaném na Fakulté stavebni, na Fakulté bezpecnostniho inzenyrstvi a
na Hornicko-geologické fakulté.

Pracovni listy jsou k dispozici nejenom studentim VSB-TUO, ale stahnout si je mize
kazdy, odkaz na stazeni prikladame:

https://dspace.vsb.cz/handle/10084 /155444

Komentovana videa jsou aktualné navazana primo na konkrétni predmét. Jednotlivé predméty
jsou navazany na konkrétni studijni plany na fakultach. Na rozcestnik vede odkaz

https://www.vsb.cz/e-vyuka

Zde je mozné vyhledavat konkrétni predméty, nebo studijni programy jednotlivych fakult.
Zkusme napt. do pole vyhledavani predmétt zadat predmét Matematika I, objevi se seznam
predmétii s timto nazvem a u kazdého je zaroven uvedeno jednoznacné identifikacni ¢islo, prefix
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230 patri nasi katedre, Katedfe matematiky na Fakulté stavebni. Klikneme na zvoleny pred-
mét a objevi se karta s informacemi o tomto predmétu. Komentovana videa nalezneme v sekci
,Videa“. Poznamenejme, ze pokud se v karté predmétu nachazi kategorie ,,DSpace®, nalezneme
zde odkaz pro primé stazeni pracovnich listu.

2 Pracovni listy

Pracovni listy pro predmét Matematika I predstavuji zdkladni informace pro kazdého stu-
denta nejenom prvniho roc¢niku a slouzi jako podklad pro studium predmétu Matematika I.
Obsahuji v principu tTi ¢asti.

Teoreticka ¢ast pracovnich listil je zamyslena jako podpora prednédsky. Obsahuje soubor
zakladnich pojm, jejich definic a jsou zde uvedené véty, které povazujeme za dilezité pri studiu
matematiky na technické univerzité. Student ma moznost mit pracovni listy na prednasce,
nemusi si tyto definice a véty prepisovat, ale miize se vice soustiedit na jejich vyklad a pochopeni
probiraného tématu.

Druha ¢ast obsahuje sbirku fesenych tloh, které jsou primarné ur¢eny pro samostudium,
nicméné je samoziejmé také mozné pouzit tyto tlohy na prednasce pri vysvétlovani daného
tématu.

Treti cast pracovnich listl je vénovana neresenym tloham. Zamérem je pouzit tyto priklady
na cviceni a sjednotit tak vyklad studentim od rtznych pedagogu.

Probéhla celkem intenzivni diskuse clent fesitelského tymu ohledné usporadani pracovnich
list. Ve starsi verzi, na kterou jsme se rozhodli navazat, je usporddani feseno striktné v blo-
cich, a to teoreticka cast, pak navazuji fesené priklady a listy konci ¢asti obsahujici neresené
priklady. Pro novou aktualni verzi pracovnich list jsme se rozhodli usporadani zménit, a to te-
maticky, podle jednotlivych témat. Napt. chceme-li diskutovat téma , Tecna a normala funkce*,
nalistujeme prislusnou ¢ast a mizeme si toto téma projit.

Pracovni listy pro predmét Matematika [
[140 - Te¢na a normala

Definice

Necht ma funkce f v bodé xo derivaci. Pfimku t, prochdzejici bodem
[xo, f(x0)] a majici smérnici rovnu hodnoté derivace funkce f v xo na-
zveme tecna ke grafu funkce f v bodé xq.

Primku 7, prochdzejici bodem [xo, f(xo)] a kolmou k tetné nazveme
normala ke grafu funkce f v bodé x.

~ Véta

Tetna ke grafu funkce f v bodé xo je ddna predpisem
Ey = f(xo) = f'(x0) - (x = xo)-

Norméla ke grafu funkee f v bodé x je dand predpisem

n:y—f(x)=— 1 - (x—x0).

f!(xo)

Poznimka

[V bodg, ve kterém nema funkce f derivaci, te¢tna neexistuje.

Poznamka

Rovnici te¢ny Ize piimo odvodit z diferencidlu funkee f v bod& xo,
dy(xa) = f'(x0) (x —x0) =y — o = f'(x0) (x — x0),
pritemz yo = f(xo), a tedy

try — flxo) = f'(x0)(x —x0).

Obrazek 1: Tecna a normadla - teorie
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Pracovni listy pro predmét Matematika I
(142 - Te¢na a normala

Priklad
fiy— 3_1 (x—3)
UrCete rovnici te¢ny grafu funkee f(x) = % kterd je rovnobéznd s vYyTa T 411 0
pifmkou p: x +4y —4 =0. y:_zx+z
1 1
K nalezeni teény potfebujeme jeji smérnici a bod, ve kterém se dotykd dané biy-5=-7 (x+1)
funkce. Vime, Ze hledana teéna je rovnobénd s pfimkou p. Pro rovno- 1 1
bezné piimky plati, Ze maji stejnou smérnici. Pfimku pfevedeme na smér- V=-3rtg
nicovy tvar. 1
Smérnice p a tedy i smérnice tetny, je —i. \
’ 1-(x—1)—x-1 1 Tt \
A T TEy —_
~|
Derivaci f’(x) poloZime rovnu —% a vypotitime x-ovou soufadnici tet- I -_— ;L_E
ného bodu. Fi
——
1 T
(x-1)° 4 % 5 G4 9 2 4 —
(x—12 =4 o
2 -2x—-3=0 \ t
Rovnice méa dvé FeSeni x; = 3, x; = —1 a existuji dv& tetny rovnob&zné \
s pfimkou p. Dosazenim do funkce f(x) dopogitame soufadnice tetnych
bodil 3 1 '
Ti=132, T=|-1:.
' [ 2} ’ [ 2] l
Dosazenim do vzorce tetny
t:y—yo = f' (o) (x — x0) '
urdime rovnice teden.
7 N 7 ¥ v Y
Obrézek 2: Tecna a normala - fesend tloha
Pracovni listy pro predmét Matematika [
(143 - Te¢na a normala
Cviteni ~ Tipy
Urtete obecnou rovnici te¢ny t a normély 1 v dotykovém bodé T ke grafu funkce f dané predpisem: smérnicovyj toar roonice tecny
8
a)y:m T=1[27] b) y=Inx, T=1I[e7] by —yo =k (x — xg)
bod dotyku
T = [x0, o]
smernice tecny
k= £ (x0)

smérnicovy toar roonice normly
iy = Yo =ky (x —xq)
bod dotyku
T = [xo, 0]
smérnice normaly
1 1

.
" ki ! (x0)

obecnd rovnice primky

ax+by+c=0

Obréazek 3: Tec¢na a normédla - neresend tloha

Tyto listy nasleduji jeden za druhym, student nemusi text preskakovat a ma vse pripravené
na jednom misté.
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3 Komentovana videa

Videa byla nahravana na iPad a stifih s postprodukeci byl také realizovan na iPadu pro-
stfednictvim stiihové aplikace LumaFusion. Podstatnou zménou v aplikaci LumaFusion je nové
pritomnost zvukového filtru ,,Sound Isolation®, ktery umoznuje odstranit Sum na pozadi a zvy-
raznit hlas. Odpadl tak celkem komplikovany fetézec tprav, kdy bylo nutné oddélit zvukovou
stopu nahraného videa, aplikovat Sumovy filtr v aplikaci Brusfri a nasledné vse slepit a sestiihat
v aplikaci LumaFusion.

wILTE43% @ )

Linked Folders

User - GGI_videa
User - VideaNPO
Cached Media

Add Link To Folder

* N N 0 T
b bt i i e o o i o e D B BATUCE Wi W WO W

Obrézek 4: Ukazka pracovniho okna aplikace LumaFusion

Videa byla exportovana v rozliseni 1280x720, format MPEG4, kodek H.264.

4 Technické zajimavosti

Pti tvorbé pracovnich listti se vynorily urc¢ité technické snad ani ne problémy, ale spise
moznosti, jak udélat text hezc¢i z vizualniho hlediska. Radi bychom se s Vami o technické feseni
podélili. Pracovni listy byly napsany v prostredi I¥TEX.

4.1 Uvozovky

Jednou a velmi casto vyuzivanou moznosti oznaceni neurcitych limit jsou uvozovky. Podi-
vejme se na jednoduchou tlohu. Urcete limitu
. sinz
lim
z—0 I

Dosadime limitni bod a v ptripadé neurcité limity tuto tzv. neurcitost zvyraznime prostrednic-

tvim uvozovek,
. sinx 0
lim =,, ="
x—0 O
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Umisténi uvozovek neni prilis vhodné a celkové to nevypada dobre.
Uvozovky jsme se rozhodli predélat, a to takto,

. sinz 0«
lim = — .
z—0 X O

7

Nadefinovali jsme novy prikaz \mathquotes{}, ktery tento problém s nastavenim pozice uvo-
zovek Tesi. V nasem pripadé se jednd o \mathquotes{\frac{0}{0}}. Do preambule zdrojového
souboru je nutné uvést nasledujici kod:

\newsavebox{\mathbox}\newsavebox{\mathquote}
\newsavebox{\uvozovkylimity}
\makeatletter
\newcommand{\mathquotes}[1]{
\savebox{\mathquote}{\text{‘‘}}
\savebox{\uvozovkylimity}{\text{’’}}
\savebox{\mathbox}{$\displaystyle #1$}
\ifdim\ht\mathbox=11.10289pt\relax
\raisebox{-\dimexpr\ht\mathbox-0.25\ht\uvozovkylimity\relax}{’’}#1
\raisebox{\dimexpr\ht\mathbox-\ht\mathquote\relax}{‘‘}
\else
\raisebox{-\dimexpr\ht\mathbox-0\ht\uvozovkylimity\relax}{’’}#1
\raisebox{\dimexpr\ht\mathbox-\ht\mathquote\relax}{‘‘}
\fi
}
\makeatother

4.2 Znaménko minus v maticich

Dalsi vizualni problém souvisel s tim, ze pokud jsme v matici pouzili zaporné cislo, zna-
ménko minus vyrazné ovlivnili rozestupy mezi jednotlivymi sloupci matice. Rozhodli jsme se
nadefinovat novy symbol ,zkraceného znaménka minus®,

4 3 -1 4 3 -1
-2 1 3 VS -2 1 3
2 2 3 2 2 3

Novy symbol se vola prikazem \mm. Aby fungoval, je nutné nacist balik mathtools.sty, tedy

\usepackage{mathtools}

\newcommand*{\mm}
{%
\leavevmode
\hphantom{0}%
\1lap{%
\settowidth{\dimenO }{$0$3}Y%
\resizebox{1.1\dimen0 }{\height}{$-$3}7
Y
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4.3 Radkové ekvivalentni tpravy, balicek gauss.sty

Balicek gauss.sty umoznuje pri praci s maticemi vyznacit provadéné radkové nebo sloupcové
upravy, my jsme pouzivali jen fadkové upravy. Balicek se nacte na zacatku prikazem

\usepackage{gauss}

Pak uz staci jen v matematickém prostiedi pouzivat gmatrix, ve kterém se za piikazem \rowops
rizné kombinuji tii typy radkovych tprav:

\swap vyména dvou radki,

\mult vynésobeni rfadku ¢islem,

\add pri¢teni nasobku jednoho radku k nasobku jiného radku.
Kazdy radek matice je v prostiedi gmatrix ocislovany shora od nuly, tj. matice typu 3x3 ma
radky 0, 1 a 2. Vyslednou matici

| -7
iy

1 2 3
4 5 6
789 <J

ziskame, pokud pouzijeme kod

$3$

\begin{gmatrix} [p]

1&2&3\\

4 &5 & 6 \\

7 &8 &9

\rowops

\swap{0}{1}

\mult{0}{\cdot 7}

\add [6]{1}{2}

\end{gmatrix}
$3$

Nepovinny parametr [p| uréuje typ zavorky kolem matice, vysledek vypadd stejné jako pii
pouziti pmatrix.

V prostiedi gmatrix jsou prvky matice zarovnavané na stied. V pracovnich listech jsme
zarovnavali prvky matic doprava, proto jsme ve zdrojovém souboru kombinovali pmatrix pro
vysazeni obsahu matice a gmatrix se stejnym pocétem radki, ale bez prvki a bez zavorek, pro
vysazeni tadkovych tprav. Také jsme si upravili nékteré preddefinované prikazy balicku gauss

\def\rowaddtolabel#1{\scriptstyle#1}
\newdimen\rowarrowsep\rowarrowsep=.lem
\newdimen\labelskip\labelskip=6pt
\newdimen\opskip\opskip=5pt

Prvni fadek prikazu umoznuje zadavat nasobek radku matice, ke kterému pri¢itame nasobek
jiného fadku, v ptivodni verzi je zde symbol ,+“. Zbyvajici fadky jen méni nastaveni mezer
mezi matici, Sipkami a nasobky. Napt. matice

méla zdrojovy kod
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$$
\begin{pmatrix*}[r]
1&2&3\\

0&2&4\\
0&\mm3&8\\
\end{pmatrix*}
\begin{gmatrix}
\\

\\

\rowops

\add [3] [2]{1}{2}
\add [\mm1]{1}{0}
\end{gmatrix}

$$

5 Zamysleni se nad pritomnosti vysledki ve studijnich materidlech

Predkladame kolegim nasledujici tivahu, mozna dotaz. Jedna se o vécné téma, je nutné ¢i
dokonce zadouci uvadét u neresenych tloh vysledky? Jisté, pokud se jednd o néjakou sbirku
uloh v knizni podobé, tak vétsinou sbirka obsahuje také reseni. Navic, mit k dispozici Teseni,
je jedna z nejcastéjsich zadosti studentti, ktefi s nasimi pracovnimi listy pracuji.

V nasem kolektivu probéhla fada diskusi a pro tento prispévek jsme si pripravili malou
anketku. Anketni otédzka tedy zni:

Chceme mit v pracovnich listech u nefesenych tiloh uvedeny také vysledky, ANO vs. NE?

Byli osloveni vsichni ¢lenové fesitelského tymu a jejich reakce prikladame.

Dagmar Dlouha: ,Motivace a potfeby pfi praci s pracovnimi listy jsou u vyuky prezencéniho
a kombinovaného studia rozdilné. Vyplyva to ze specifickych vyzev a omezeni, které kazdy typ
vyuky pTrinasi.

Pokud vedu prezencni vyuku, preferuji, aby vysledky nebyly zahrnuty, protoze to podpo-
ruje samostatné mysleni studentii a zabranuje moznosti opisovani vysledkii béhem cviceni. Na
druhou stranu, u vyuky v kombinovaném studiu, bych byla radéji, aby byly vysledky zahrnuty:.
Diky nim by studenti kombinovaného studia, kteri travi méné casu ve skole, mohli svou praci
doma efektivnéji kontrolovat a samostatné se ucit.

Vzhledem k rozdilnému formatu vyuky bych uvitala vytvoreni dvou verzi shirky priklada.
Jednu verzi bez vysledki pro prezencni studenty a druhou verzi s vysledky pro studenty kombi-
novaného studia. Toto by umoznilo kazdé skupiné vyuzivat materialy, které nejlépe odpovidaji
jejich potrebam a vzdélavacim podminkam.

ANO /NE 1.0

Marcela Jarosova: ,,Ano, vysledky preferuji, protoze tyto vysledky umozni studenttim ovérit
spravnost jejich reseni.“

ANO / NE 2:0
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Jakub Stryja: ,,Ahoj, vysledky nepreferuji. Svadi to studenty k pocitani podle vysledki,
kdy je sSpatny postup a dobie vysledek. Pokud uz, tak na konci pracovnich listii, ale i to je za
mé zbytecéné. Dnesni software si s priklady poradi a pokud nékdo nutné potrebuje vysledek,
muze si ho lehce zjistit. Alespon je to nauci se softwarem pracovat a dale se tim vzdélavat. Dnes
jim software doda i postup, a navic se situace velmi dynamicky vyviji.

ANO /NE 2:1

Jana Volna: ,Uvadét vysledky v pracovnich listech méa urcité velky vyznam pro studenty,
kteri pracovni listy pouziji pfi samostudiu, at uz v kombinované formé studia nebo z divodu
zameskané vyuky. Kontrola spravnosti vysledkl jim pomuze poznat, jestli pii feSeni prikladi
postupuji spravné. V pripadé prezenéniho studia se studenti vSe potifebné dozvédi na vyuce,
takze vysledky nejsou potreba. Vzhledem k riznym typtm studentii, kteri budou pracovni listy
pouzivat, jsem pro uvedeni vysledki.

ANO / NE 3:1

Petr Volny: ,Nepreferuji uvadét vysledky neresenych tloh. Jde mi pfedevsim o to, Ze stu-
denti se pak prTi feseni tlohy snazi jednotlivé kroky feseni tzv. optimalizovat tak, aby se k uve-
denému fteseni dostali. Jesté zajimavéjsi pak je, jeli ve vysledku nefesené ulohy chyba. I v ta-
kovém pripadé se najde rada studentti, ktefi jsou schopni na chybné uvedeny vysledek resenou
ulohu navést. Navic, moznosti kontroly jsou v dnesni dobé zna¢né, napt. je mozné pro ovéreni
vysledku tlohy pouzit GeoGebru, coz se také studentim na prednaskach a cvicenich snazim
demonstrovat. “

ANO / NE 3:2
A vitéznym nézorem se stava: vysledky neresenych tloh v pracovnich listech uvadét!
V aktualni verzi pracovnich listii vysledky tloh neuvddime. Nasim zamérem je ale pozadat
o pridéleni ISBN a pripadné vychytat néjaké chyby. Prostor pro pridani vysledkt tedy stale

jesté mame a vysledky neresenych tloh do pracovnich listt pridame.

Otazka: ,Jaky nazor na vysledky mate Vy?*

Zavér

V prispévku jsme se snazili prezentovat nase zkuSenosti s tvorbou studijnich materiala.
Prace v nasem kolektivu se nam velmi osvédcila a mame zajem i nadale se takové c¢innosti
ucastnit. Nabizi se pokracovani predmétem Matematika 11, ale predevsim si myslime, Ze by bylo
urcité zadouci podobnym zpusobem zpracovat i podklady pro predmét Deskriptivni geometrie.

Podékovani

Autori dékuji za podporu Katedfe matematiky, Fakulta stavebni, Vysoka skola banska -
Technicka univerzita Ostrava.
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VZDELAVANI BEZ BARIER: JAK CENTRUM SLUNECNICE
POMAHA STUDENTUM PREKONAVAT VYZVY V MATEMATICE
A STATISTICE

Forstova Kuranova Pavlina, Pulcerova Simona

VSB TU Ostrava, Katedra matematickych metod v ekonomice, 17. listopadu 2172/15
e-mail na hlavniho autora: pavlina.forstova.kuranova@vsb.cz

Abstrakt: Tento prispévek se zaméruje na uspésnost studentii se specifickymi potiebami v ma-
tematickych a statistickych predmétech na Ekonomické fakulté Vysoké skoly banské — Tech-
nické univerzity Ostrava. V kontextu rostouciho poc¢tu studentii se specifickymi poruchami
uceni analyzujeme vysledky v predmétech Matematika pro ekonomy a Statistika pro ekonomy
a porovnavame je s vykonnosti bézné studentské populace. Na zakladé dat z Centra Slunecnice,
které poskytuje podporu studentiim se specialnimi vzdélavacimi potiebami, zjistujeme, Ze na-
vzdory riznym vyzvam dosahuji tito studenti srovnatelnych, a v nékterych pripadech i lepsich,
vysledkt nez ostatni studenti. Vysledky naznacuji dilezitost individualniho pristupu a potrebu
inovace ve vyukovych metodach, zejména v oblasti kvantitativnich predméti.

Klicova slova: Slunecnice, Specifické poruchy uceni, Udrzitelnost, Tercialni vzdélavani, Uspés-
nost studentt

1 Uvod

V poslednich letech dochazi k vyznamnym zménam v piistupu ke studentim se specific-
kymi potfebami na vysokych Skolach. Zatimco diive byly cilovou skupinou predevsim studenti
s fyzickym znevyhodnénim, v soucasnosti roste podil studentti se specifickymi poruchami ucent,
psychickymi obtiZzemi ¢i chronickymi onemocnénimi. Na tyto zmény reaguji univerzity prostred-
nictvim podpurnych center, kterd se snazi témto studenttiim zajistit rovny pristup ke vzdélani.

Centrum Slunecnice pii Ekonomické fakulté VSB-TUO je piikladem takového podpirného
systému. Poskytuje studentiim se specifickymi naroky riuzné formy podpory — od technického
zazemi pres konzultace a tUpravy studijnich podminek az po psychologickou pomoc. Vyznam
kde se znevyhodnéni studentii casto vyraznéji projevuje.

V nasem clanku se proto zamérujeme na analyzu vyvoje poc¢tu studentii zapojenych do
Centra Slunecnice a predevsim na to, jak si vedou v predmeétech Matematika pro ekonomy a
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Statistika pro ekonomy. Porovnani s béznou studentskou populaci pak nabizi zajimavy pohled
na efektivitu stavajicich podpirnych opatieni a muze inspirovat k dalsim krokiam pfi zajisténi
rovného pristupu ke vzdélavani.

1.1 Co je Slunecnice a pro¢ ji potiebujeme?

Slunecnice je centrum pro podporu studentl se specifickymi potifebami na Ekonomické
fakulté Vysoké skoly banské — Technické univerzity Ostrava. Jeho hlavnim cilem je zpristup-
nit vysokoskolské studium studentim se zdravotnim nebo jinym znevyhodnénim a pomoci jim
prekonavat prekazky, které se mohou objevit béhem jejich akademického Zivota. Centrum po-
skytuje individualni pristup ke kazdému studentovi, coz zajistuje vysokou kvalitu vzdélavani i
pri specifickych potiebach.

Mezi sluzby, které Slunec¢nice nabizi, patii specializované studovny, individualni ptistup pri
plnéni studijnich povinnosti, zazemi pro regeneraci a lé¢ebné postupy, zapijceni elektronickych
studijnich materiali a kompenzacnich pomtcek. Déle poskytuje pomoc pri komunikaci s pe-
dagogy, konzultace s odborniky, tlumocnické a priuvodcovské sluzby, a bezbariérovy ptistup do
vyuky podle potieb studenta. V oblasti osobniho rozvoje centrum porada skupinova setkani a
vzdélavaci akce. Kromeé toho se zamérujeme i na psychickou pohodu studentii, kterou podporuje
skrze koucovani, psychologické poradenstvi a rozvoj ucebnich styli. Jejim poslanim je pomoci
studentim dosdhnout jejich cili v souladu s jejich osobnimi a zdravotnimi potifebami [7].

V nasem ¢lanku analyzujeme data od akademického roku 2019/2020 do akademického roku
2023/2024, coz pokryva obdobi péti let. Pocet studentit v Centru Slunecnice vykazuje rostouct
trend a zéroven se zvysSuje pocet riiznych typt znevyhodnéni téchto studentti. Na pocatku, témér
pred dvaceti lety, se Slunec¢nice zamérovala predevsim na studenty s fyzickym znevyhodnénim,
jako jsou pohybova, zrakova nebo sluchova postizeni. V soucasnosti vsak stdle vice pribyva
studentu se specifickymi poruchami uceni (napf. dyslexie, dyskalkulie, dysgrafie) a studentt
trpicich psychickymi problémy, jak ukazuje Tabulka 1 a Obrazek 1.

Tabulka 1: Pocet studenti v akademickych letech 2019/2020-2023/2024.

Akademicky rok 2019/2020 | 2020/2021 | 2021/2022 | 2022/2023 | 2023 /2024
Pocet studentt 21 33 40 52 49
Pohybova postizeni 4 7 7 6 4
Sluchova postizeni 2 3 3 3 4
Zrakova postizeni 2 2 2 2 2
Specifické poruchy uceni 6 11 15 21 23
Psychické problémy 2 2 4 7 5
Chronické problémy 5 8 9 10 8
Kombinované postizeni 0 0 0 3 3
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Specifické postizeni (poruchy) student(

Slunecnice
20232024 N [ |
2022/2023 I |
2021/2022 I [ e——
2020/2021 e ]
2019/2020 I - it
055 205 A% [0 B0 100%:
m Pohybovd postifeni m Sluchowa postifeni m Frakova postifeni
Specifické poruchy ufeni B Psychické problémy | Chronické problémy

B Kombinovana postiZeni

Obrazek 1: Specifické postizeni (poruchy) student Slunec¢nice.

Specifické poruchy uceni jsou nejpocetnéjsi skupinou poruch u studenttt v Centru Slu-
necnice. Tyto poruchy jsou neurologicky podminéné obtize, které ovliviuji schopnost ¢lovéka
ucit se a zpracovavat informace. Nejedna se o celkové snizeni inteligence, ale o obtize v kon-
krétnich oblastech, jako je ¢teni, psani nebo pocitani.

V soucasném akademickém roce, znazornéném v Tabulce 2, je opét potvrzen rostouci trend
studentu se specifickymi potfebami, stejné jako studentu trpicich chronickymi problémy. Lze
tedy predpokladat, ze tento trend bude pokracovat, coz bude klast stale vyssi naroky na peda-
gogy, ktefl se budou muset naucit efektivné pracovat s témito studenty.

Tabulka 2: Pocet studenti v Centru Slune¢nice v akademickém roce 2024,/2025.

Akademicky rok 2024/2025
Pocet studentt 66
Pohybova postizeni 7
Sluchova postizeni 2
Zrakova postizeni 1
Specifické poruchy uceni 31
Psychické problémy 7
Chronické problémy 15
Kombinovana postizeni 3

Mezi hlavni typy specifickych poruch uceni patii 2], [5]:

« Dyslexie — obtize se ¢tenim, jako je pomalé a neplynulé ¢teni, zaménovani pismen nebo
problémy s porozuménim textu.

o Dysgrafie — problémy s psanim, napt. necitelny rukopis, pravopisné chyby nebo pomalé
psani.
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o Dysortografie — specifické problémy s pravopisem, napt. casté chyby i presto, ze student
zna pravidla.

« Dyskalkulie — obtize v oblasti matematiky, véetné problému s poc¢itanim, porozuménim
¢isliim a matematickym operacim.

o Dyspraxie — porucha motorické koordinace, ktera ovliviiuje jemnou i hrubou motoriku,
psani nebo organizaci pohybii.

Specifické poruchy uceni byvaji diagnostikovany v détstvi a mohou pretrvavat az do do-
spélosti. Pokud jsou podporovany vhodnymi metodami, napiiklad individualni vyukou nebo
specidlnimi pomtckami, 1ze jejich dopad na vzdélavaci proces minimalizovat [2], [5].

Na vysokych skolach se vsak nemohou vénovat témto porucham tak intenzivné jako na
zakladnich nebo stfednich skolach, kde maji studenti casto pridélené asistenty a materidly
prizpiisobené jejich potfebam. Na univerzitach se klade vétsi diiraz na samostatnost studenti,
coz je pro jejich osobni rozvoj dulezité, zaroven je vsak podpora a spoluprice pedagogu klicova
zpusoby, jak reagovat na individudlni potreby studentii a zaroven podporovat jejich nezavislost.

Studenti se specifickymi poruchami uceni se ¢asto stydi za své znevyhodnéni, coz vede k
tomu, ze se jejich problémy casto fesi az tésné pred testem nebo zkouskou. V tomto okamziku
uz neni mozné poskytnout efektivni pomoc, coz studenty stavi do obtizné situace. Pokud vsak
student informuje vyucujiciho na zacatku semestru, umozni to prizpusobeni tempa vyuky, coz
zvysuje efektivitu vzdélavaciho procesu [1], [4], [8].

Pocet studentii se specifickymi poruchami uceni v Centru Slunecnice stale roste. Tito stu-
denti maji pridéleny ¢as navic k plnéni studijnich povinnosti, ktery se pohybuje mezi 25 %
a 30 %, u studentii s kombinovanymi poruchami muze byt tento ¢as prodlouzen az na 50 %.
Tento typ upravy vsak predstavuje znacné vyzvy pro pedagogy, ktefl musi prizptsobit prostor,
metody vyuky a reorganizovat plan vyuky a zkouseni.

Tabulka 3: Uspé&snost dokonceni studia v ramei Centra Slunecnice.

Akademicky rok | 2019/2020 | 2020/2021 | 2021/2022 | 2022/2023 | 2023/2024 | Celkem
Uspésné doknoceni 2 5 6 9 9 31
Ukonceni studia 3 3 5 14 8 33

Tabulka 3 ukazuje pocet studentt, kterl v daném akademickém roce uspésné dokoncili
studium a ziskali akademicky titul, a také pocet studentt1, ktefi studium ukoncili predcasné z
riznych divodi. Ukonéeni studia neni vzdy spojeno s netspéchem ve studiu; mnozi studenti
ukoncili studium z osobnich, zdravotnich nebo psychickych divodi. Tento prehled nam poméaha
lépe porozumét vyzvam, kterym studenti se specifickymi potfebami celi, a ukazuje, jak rizné
faktory ovlivnuji jejich studijni cestu.

1.2 Udrzitelnost v podpore studentii se specifickymi potirebami

Podobné jako v sirsim kontextu udrzitelného rozvoje, je i v oblasti vzdélavani klicové, aby
podpora studentii se specifickymi potfebami byla dlouhodobé udrzitelna. Centrum Sluneénice,
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které se zaméruje na studenty s riznymi znevyhodnénimi, nejen ze odpovida na aktualni po-
treby, ale také se pripravuje na vyzvy budoucnosti. Udrzitelnost v tomto pripadé znamena
nejen neustalé prizptsobovani se novym potfebam a vyzvam studenti, ale také zajisténi vyva-
zené podpory, kterda bude pro studenty efektivni i v dlouhodobém horizontu.

Tento pristup zahrnuje integraci materialni, psychologické a metodické podpory, ktera ne-
ohrozuje kvalitu vzdélani, ale naopak ji posiluje. Zajisténi inkluzivniho vzdélavaciho prostiedi,
které podporuje vsechny studenty bez ohledu na jejich specifické potieby, je jednim z pilifa udr-
zitelného rozvoje v ramci akademického systému. Centrum Slunecnice se tedy nestara pouze o
soucasné potteby, ale vytvari zaklady pro stabilni a rozmanitou podporu, ktera bude pokracovat
i pro dalsi generace studentii se specifickymi potiebami.

1.3 Jak jsou na tom studenti s matematikou?

Na Ekonomické fakulté Vysoké skoly banské — Technické univerzity Ostrava se vyucuji dva
celofakultni matematické predméty: Matematika pro ekonomy a Statistika pro ekonomy. Tyto
predméty jsou klicové pro zakladni vzdélani kazdého studenta na fakulté. Kromé teoretickych
znalosti se v nich studenti uci aplikovat matematické dovednosti, které budou nezbytné v jejich
profesnim zivoté. Vyznamnou roli v ispéchu studentt hraje i priprava, kterou méli pred nastu-
pem na vysokou skolu, protoze ta ovliviiuje jejich schopnost ¢elit narocnosti téchto predméti.

Pri vyuce dochéazi k navazani na védomosti ziskané na stredni skole. Studenti, ktefi maji
silny zédklad v matematice a schopnost fesit matematické problémy, maji lepsi predpoklady pro
uspésné zvladnuti studia. Mnozi studenti se specifickymi poruchami uceni nebo jinymi znevy-
hodnénimi se jiz na nizsich stupnich vzdélavani naucili efektivné pracovat se svymi obtizemi.
Tito studenti prechazeji na vysokou skolu s mensimi problémy, protoze si osvojili strategie,
které jim pomahaji pri studiu.

Naopak, studenti, ktefi se zac¢inaji potykat se specifickymi poruchami uceni az na vysoké
duje samostatnost, kritické mysleni a schopnost efektivné organizovat cas. Pokud si studenti s
témito obtiZzemi vCas neosvoji spravné strategie, mohou mit problém prizpisobit se studijnim
pozadavkim [3], [6].

V téchto pripadech je velmi dulezitou podporou Centrum Slunecnice, ktery studentim se
specifickymi potrebami poskytuje individualni pristup a pomoc. Program funguje jako cenny
spartner® pro studenty, kteri se pripravuji na samostatny zivot. Nabizi nejen specialni pomtcky
a metodiky, ale také poradenstvi a pomoc pri komunikaci s pedagogy, coz studentiim poméaha
lépe zvladat studium a prekonavat prekazky, které by jinak ohrozily jejich tspéch.

1.4 Porovnani Gspésnosti studentii v matematice a statistice

Vysledky z akademického roku 2023/2024 byly analyzovany v klicovych predmétech Ma-
tematika pro ekonomy a Statistika pro ekonomy. Préce se zaméruje na rozdily mezi béznymi
studenty a studenty se specifickymi potiebami zapsanymi v Centru Slunecnice. Vysledky jsou
shrnuty v nasledujici tabulce.
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Tabulka 4: Zékladni srovnani béznych studenti a studentti Slunec¢nice v roce 2023/2024.

Matematika pro ekonomy Statistika pro ekonomy

Bézni studenti | Slunecnice | BéZni studenti | Slunecnice
Minimum 51 59 51 57
Maximum 100 97 100 97
Prameér 72,17 72,75 67,85 67,73
Median 70 69 67 61
Pocet 863 15 529 12
Uspéch u zkousky 545 8 446 11
Pomér netispésnych 0,37 0,47 0,16 0,08

7 vysledkil vyplyva, ze primérné znamky jsou mezi obéma skupinami velmi podobné,; a to
jak v matematice, tak ve statistice. U pfedmétu Matematika pro ekonomy je primér u béznych
studenti 72,17 %, u studentu Slunecnice 72,75 %. U Statistiky jsou vysledky témér totozné —
67,85 % vs. 67,73 %.

Zajimavéjsi jsou rozdily v uspésnosti u zkousky. V matematice uspélo 63 % béznych stu-
dentt a 53 % studentt Slunecnice, ale ve statistice byla uspésnost studentt Slunecnice vyssi
nez u béznych studenti (92 % vs. 84 %).

I kdyz je pocet studenttt Slunecnice vyrazné mensi, vysledky naznacuji, ze tato skupina
dosahuje srovnatelné vykonnosti. U nékterych predméti dokonce vykazuje vyssi tspésnost, coz
muze odrazet efektivitu podpory, kterou tento program poskytuje.

Vysledky studenti, Matematikapro vysledky studentil Statistika pro ekonomy
ekonomy, rok 2023/2024 rok 2023/2024
120 120
100 i é 100
40 40

20

W E<ni studenti [l Studenti Sunecnice B Eiini studerti [ Studenti Sunenice

Obrézek 2: Vysledky studentt v predmétech Matematika pro ekonomy a Statistika pro ekonomy
v roce 2023/2024.
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Zavér

Analyza ukazuje, ze studenti se specifickymi potrebami, zejména ti se specifickymi poru-
chami uceni, tvori stale vyznamnéjsi cast vysokoskolské populace. Centrum Slunecnice hraje
klicovou roli v podpore téchto studentii, a to nejen v oblasti materialnitho a organizac¢niho
zabezpeceni, ale i v oblasti psychologické a metodické podpory.

Vysledky ukazuji, ze tito studenti dosahuji v matematickych a statistickych predmeétech
srovnatelnych vysledkt jako jejich vrstevnici, a v nékterych pripadech dokonce vykazuji vyssi
miru uspésnosti. Presto je zfejmé, Ze jejich tspéch neni samoziejmy — je podminén vcasnou
identifikaci jejich potteb, individudlnim pfistupem a pripravenosti vyucujicich reagovat na rizné
ucebni styly a tempo uceni.

Do budoucna bude nezbytné nejen rozsirovat spektrum podpiirnych opatieni, ale také sys-
tematicky vzdélavat pedagogy v oblasti inkluzivniho pristupu. Klicovym aspektem zustava
schopnost vysokych skol vytvorit flexibilni a citlivé prostredi, které umozni studenttim s rtz-
nymi pottebami uspét bez snizeni narokt na kvalitu vzdélani.

Podékovani: Tento ¢lanek byl podporen v ramci soutéze studentskych grantti na Eko-
nomické fakulté VSB-TU Ostrava v ramci projektu 'Diverzita udrzitelného rozvoje: Interakce
ekonomickych, socidlnich a environmentalnich aspekti’ (¢islo projektu SP2025/050).
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Abstrakt: Clanek se vénuje deskriptivni geometrii jako vyucovacimu predmétu. Na zakladé
ucebnic prinasi prehled témat, kterym se deskriptivni geometrie vénovala od pocatku 20. stoleti
do soucasnosti a uvadi prinosy jejiho studia. Popisuje soucasny stav vyucovaciho predmétu
a formuluje schopnosti a dovednosti, které jsou pottebné v praxi budoucich technikt, a na které
Ize vyuku zaméiit. Clanek rovnéz struéné popisuje vivoj deskriptivni geometrie v zévislosti na
vyvoji spolecnosti a prinasi ptriklady konkrétnich uplatnéni v praxi spoleéné s davody pro
zachovani tohoto vyucovaciho predmétu.

Klicova slova: deskriptivni geometrie, zobrazovaci metody, vyuka

Uvod

Clének vznikl za Gcelem zvysSeni povédomi o potiebé inovovat deskriptivni geometrii jako
vyucovaci predmét, najit pro ni nové prostredky a témata tak, aby jeji prinos mohli vyuzivat
i dalsi generace technikii. Je namitfen proti omezovani jeji vyuky a bagatelizaci jejiho vyznamu.
Inspiraci ¢lanku bylo setkani vysokoskolskych pedagogt Kulaty stul o deskriptivni geometrii,
které se konalo 30. ledna 2025 v Olomouci, na kterém se diskutovaly problémy snizujiciho se
zajmu o deskriptivni geometrii, zdlezitosti formy a naplné vyuky na jednotlivych vysokych
skolach a moznosti zatraktivnéni deskriptivni geometrie tak, aby nezanikla.

1 Historicky exkurz

Deskriptivni geometrie, i kdyz systematicky rozvinuta Gaspardem Mongem na konci 18. sto-
leti, mé své koreny uz ve starovéku. Prace starovékych civilizaci, jako jsou Egyptané a Rekové,
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ukazuje rané pouziti geometrickych principii, které se pozdéji staly zakladem pro deskriptivni
geometrii. Egyptané, zndmi svymi geometrickymi a stavebnimi dovednostmi, vyuzivali geome-
trii k navrhovani pyramid a chrdami. Ve starovékém Recku dosahla geometrie sofistikovanéjsi
urovné diky védcim jako Eukleidés, jehoz dilo ,Zaklady*“ vytvorilo vychodisko pro studium
geometrie a zahrnovalo techniky, které se ptimo dotykaji i deskriptivni geometrie.

Tato rana pouziti geometrie se zamérovala predevsim na praktické a umélecké aplikace,
az Monge formalizoval a sjednotil tyto techniky do koherentniho oboru. Mongeovo dilo spojilo
diive uzivané techniky s novéjsimi metodami projektivni geometrie, coz vedlo k vyvoji moderni
deskriptivni geometrie jako discipliny nezbytné pro technické aplikace, zejména ve vojenské
a inzenyrské praxi. Jeho kniha , Géométrie descriptive® z roku 1799 se stala zakladnim textem
pro inzenyry a architekty po celé Evropé.

Gaspard Monge mél nékolik davodi, pro¢ vyvinul po ném pojmenovanou zobrazovaci me-
todu. Hlavni motivaci byla potfeba efektivné zobrazit trojrozmérné objekty do roviny, coz bylo
kriticky dilezité pro vojenské a inzenyrské aplikace. V dobé francouzské revoluce, kdy Monge
pusobil, bylo pro francouzskou vladu a vojenské ucely klicové presné zobrazovat komplexni
vojenské a technické struktury, jako jsou pevnosti a vojenské stroje.

Monge, jako profesor na Ecole Polytechnique, kterou pomohl zalozit, si byl védom potteby
inzenyru a védcl rozumét presnému tvaru a rozmisténi objekt ve tfech dimenzich. Jeho zobra-
zovaci metoda umoznila zlepseni a standardizaci vyuky technickych oboru, coz bylo v souladu
s jeho Sirsi vizi vzdélavaci reformy zamérené na podporu védeckych a technologickych inovaci
ve Francii. Vysledkem bylo, Ze deskriptivni geometrie se stala zakladni soucasti technického
vzdélani a byla Siroce prijimana a vyuzivana po celém svéte.

Jednou z dalsich vyznamnych zobrazovacich metod, kterd byla vyvinuta, je vojenska per-
spektiva. Tato metoda vznikla kolem roku 1600 a byla zvlasté uziteéna pro jednoduchou projekci
pevnosti a méstskych planii. U vojenské perspektivy je pohled z vrchu objektu nezkresleny, za-
timco vyska budovy je zobrazena v natoceni o 45° vzhledem k zékladné, coz umoznuje snadnéjsi
vizualizaci a méné technicky naroéné kresleni ve srovnani s ptfisné ortogonalnimi projekcemi,
které pouzival Monge. [3] Tato metoda byla prijata hlavné kvili své jednoduchosti a efektivité
pri planovani a konstrukci vojenskych i civilnich staveb. Nezkreslené zobrazeni vrchniho po-
hledu umoznovalo 1épe pochopit rozlozeni bez nutnosti slozitého geometrického vypoctu, coz
bylo v praxi velmi cenné zejména pii navrhu pevnosti a urbanistickych plant.

Dalsi zobrazovaci metodou, ktera ma velké vyuziti nejen v uméleckych a designérskych obo-
rech, ale i v architekture a stavebnictvi je linearni perspektiva. Jako systematicka zobrazovaci
metoda byla vyvinuta v obdobi renesance, zejména diky dilu architekta Filippa Brunelleschiho
a malite Leonarda da Vinci. Tento objev umoznil realistické zndzornéni trojrozmérného prostoru
do roviny a zasadné zménil zptisob, jakym lidé zobrazovali svét kolem sebe.

V kontextu vyvoje projekénich metod po Mongeovi je také diilezité zminit rozvoj projektivni
geometrie, kterd se zacala rozvijet jako samostatny obor v 19. stoleti, zalozeny na Mongeovych
pracich a dale rozvijeny jeho studenty a nasledovniky. Projektivni geometrie se soustredila
na vlastnosti a vztahy, které zistavaji invariantni pri projekénich transformacich, coz rozsitilo
matematicky a geometricky vyzkum mimo tradiéni ramce deskriptivni geometrie. [5]

Ve 20. stoleti se deskriptivni geometrie rozsitila po celém svété. Tento rozvoj byl podpoten
nastupem pocitacové éry, kterd dramaticky zménila zptsob, jakym byla geometrie vyucovana
a aplikovana. Pocitacova grafika, kterda zacala nabyvat na vyznamu v druhé poloviné stoleti,
umoznila mnohem komplexnéjsi vizualizace a simulace, coz vedlo k vyraznému rozsireni moz-
nosti vyuziti deskriptivni geometrie.
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2 Co rikaji knihy

Jak jsme se zminili v ivodu, o deskriptivni geometrii neni velky zajem. Pro studenty je tento
predmét obtizny a ¢asto si neuvédomuji jeho ptrinosnost. Na nékterych technickych univerzitach
muzeme vidét jeho omezovani nebo ruseni. Pokud bude tato tendence pretrvavat a predmét se
na vysokych skolach stane okrajovym, zmizi postupné i ze skolnich vzdélavacich programt
sttednich primyslovych skol stavebnich a strojnich a z gymnazii.

Je mozné, ze nepopularita predmétu je disledkem zanedbavani vyuky geometrie uz na za-
kladnich a strednich skolach. Geometrie byva casto tématem, které se probere jen stru¢né nebo
se i vynechd, pokud dojde ke zpozdéni vyuky oproti u¢ebnimu planu. Pri vyuce geometrie je

vvvvvv

obtizemi.

Dobrou predstavu o vyznamu deskriptivni geometrie si mizeme udélat proc¢tenim uceb-
nic. [6] Z jejich obsahti a ivodi se dozvime, co jejich autorfi povazovali v dobé vzniku uc¢ebnice
za dilezité, ktera témata do ucebnic zaradili a jaké prinosy vyuky deskriptivni geometrie spat-
rovali. Podivali do nékterych ucebnic a skript deskriptivni geometrie pro stredni a vysoké skoly
vydané od pocatku 20. stoleti do soucasnosti na tizemi dnesni Ceské republiky a Slovenska.
V obsazich ucebnic se vyskytovala tato témata:

o technické kresleni, o kinematicka geometrie,
e planimetrie, o geometrické osvétlent,
e stereometrie, o teoretické Teseni stiech,
» zobrazovaci metody, o reliéfy,

 zobrazeni (afinita a kolineace), « topografické plochy,

o kuzelosecky, » kartografie,

o kfivky a plochy, o fotogrammetrie,

o projektivni geometrie, e nomogramy.

Ve stredoskolskych materidlech se objevuji zejména kuzelosecky, zobrazovaci metody a kon-
strukce zdkladnich tloh. Do vysokoskolskych materialet autori zaradili zejména opakovani pla-
nimetrie a stereometrie, zobrazovaci metody, kiivky a plochy a néktera z uvedenych témat
odpovidajicich konkrétnimu zamérenim ucebnice. Mlizeme Tici, Ze probiranad témata korespon-
duji vzdy s pozadavky doby vzniku ucebnice a s pozadavky oboru, pro ktery byla primarné
urcena (stavebnictvi, strojnictvi, hornictvi ad.)

Zamérime-li se na uvody jednotlivych ucebnic, zjistime v ¢em bylo studium deskriptivni
geometrie prinosné. Uvadime nejcastéji zminované piinosy:

e T107VO0j prostorové predstavivosti,

o dovednost spravného naskicovani ¢i vyobrazeni predmétt pred jejich vyrobou,
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« znalost vhodnych zobrazovacich zptisobii pro rtizné potieby,

e modelovani,

e 10zv0j logického mysleni,

e vSeobecné vychovny cil,

e presné vyjadrovani,

 piesné a thledné grafické vyjadfovani dle normovanych pravidel.!

Kromé primého vyuziti poznatkt deskriptivni geometrie v technické praxi, vnimali autoti uplat-
néni i v netechnickych disciplinach a obecné v rozvoji kazdého jedince.

V soucasnosti je vyuka deskriptivni geometrie pojimana prevazné konstruktivné, tj. zaci
a studenti se uci konstruovat pomoci rysovacich pomtcek zadané objekty v nékterém promitani,
vyuzivaji k tomu poznatki planimetrie a stereometrie a soucasné se uci o geometrickych vlast-
nostech zobrazovanych objekt. Diiraz je mnohdy kladeny na to, jak dané objekty zkonstruovat,
coz pretrvava ve vyuce z minulého stoleti, kde byla tato dovednost potieba v praxi praveé pri
zhotovovani technickych vykrest. Dnes se ale vykresy ruéné nekresli a tento fakt byva také
jednim z prvnich argumenti student pri tvrzenich, ze je deskriptivni geometrie .k nicemu. "
Nejméné v tomto ohledu je tedy deskriptivni geometrii potieba aktualizovat. Neznamend to
ovsem, ze vyuka probihd zcela bez modernich technologii. Vyznamnym trendem je vyuzivani
softwaru, jako je GeoGebra, ktery studentiim poskytuje dynamické 3D simulace. Tato techno-
logie umoznuje nejen lepsi prostorovou vizualizaci, ale také usnadnuje prechod mezi 3D objekty
a jejich 2D reprezentacemi na papife, coz je tradi¢ni vyzva deskriptivni geometrie. [1]

Abychom mohli poznatky deskriptivni geometrie dobte vyuzit i v budoucnosti, je porebné
provazat ji s ostatnimi obory, pouzivat rizné piistupy pii feseni tloh (analyticka, projektivni,
diferencidlni geometrie ad.), zvysit diraz na logické odvozovani a udrzovat tematické zaméreni
pro konkrétni obory s velice konkrétnimi priklady z praxe. Zaroven jsme se snazili urc¢it zadouci
kompetence, které muze student v deskriptivni geometrii ziskat, a na kterych bychom mohli
zalozit novy pristup k vyuce. Nékteré zde predkladéame:

schopnost spravné, srozumitelné a nazorné nacrtnout ¢i naskicovat predméty v prostoru,
své navrhy atd.,

» schopnost pracovat s vysokou vizudlni drovni, mit thledny a prehledny graficky projev,
« znalost moznosti zobrazeni prostoru do roviny a jejich principu,

o znalost geometrickych vlastnosti kiivek a ploch uzivanych v technické praxi, véetné apli-
kaci v konkrétnich prikladech,

o schopnost logického mysleni.

Pro ilustraci rozvedeme prvni bod. V dnesni dobé, kdy dominuji digitalni technologie a poci-
tacové navrhy, je stale dulezité i to, aby studenti uméli ¢rtat a rysovat rukou. Rucni kresleni

ITomuto se vénuje samostatny stfedoskolsky predmét Technické kresleni.
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poskytuje zakladni pochopeni geometrickych principti a designu, coz je klicové pro hlubsi poro-
vyrazné zlepsit prostorové vnimani studentt. Tato schopnost je nepostradatelna pro efektivni
pouzivani modernich 3D modelovacich a designovych néastroji. Zasadni je schopnost rychle
a efektivné provadét nacrtky a tpravy navrhi béhem brainstormingovych sezeni nebo pii praci
v terénu, kde nemusi byt k dispozici digitalni technologie. Prace rukou podporuje kreativni mys-
leni a umoznuje navrhairim volné experimentovat s ideami bez omezeni softwarovych nastroji.
Vyucovani ruc¢niho kresleni jako soucasti studijnitho planu mize tedy poskytnout studentim
uzitecné dovednosti, které rozsiti jejich technické schopnosti a zvysi jejich konkurenceschopnost
na trhu prace.

Porovname-li nase pozadavky s prinosy uvedenymi v uc¢ebnicich, zpozorujeme vysokou miru
shody. Neni tedy nutné ménit principy, které deskriptivni geometrie zastava a metody které
vyuziva, je spise potfeba zaméfit se na skutecné vyuziti jejich poznatki v soucasném svéte.

3 Kde vsude je deskriptiva

Deskriptivni geometrie je zakladem pro vyvoj modernich grafickych a pocitacovych tech-
nologii, které dnes pouzivame pro zobrazeni trojrozmérnych objektii na dvourozmérné plochy.
Prestoze byly jeji metody v pocatcich primarné zaméreny na manudlni kresleni a technické
planovani, postupem casu se staly nezbytnymi pro pokrocilé pocitacové modelovani a CAD
systémy. Tyto systémy umoznily inzenyrum a designérim modelovat slozité objekty s presnosti
a provadét analyzy, které byly difive velmi naro¢né nebo nemozné.

Dalsim vyznamnym rozvojem bylo vyuziti deskriptivni geometrie ve virtualni realité a si-
mulacich. V téchto prostiedich jsou vytvareny realistické 3D modely a prostredi, které lze pouzit
v ruznych aplikacich od videoher po vycvikové simulace pro letecky a vojensky prumysl. Na-
priklad v simulacich letu mohou piloti zazit hyperrealistické podminky bez rizika skutec¢ného
letu, coz je mozné diky pokrocilym technikdm modelovani zalozenych na deskriptivni geome-
trii. [2] Aplikace deskriptivni geometrie najdeme i v biomedicinském inZenyrstvi pii vytvareni
slozitych modela lidského téla, coz usnadnuje vyzkum a vyvoj v oblastech jako je protetika
a rekonstrukéni chirurgie.

Schopnosti deskriptivni geometrie zobrazovat objekty a analyzovat jejich geometrické vlast-
nosti, zustavaji zakladnimi stavebnimi kameny pro inzenyrstvi, architekturu a design. Tato dis-
ciplina nadale ovliviiuje jak akademické, tak profesni praxe a zlstava nezbytna pro technické
obory vyuzivajici vizualiza¢ni technologie. Univerzalnost deskriptivni geometrie se projevuje ve
schopnosti poskytovat navrharim a inzenyrum presné a efektivni nastroje pro modelovani, coz
je zésadni pro rozvoj a implementaci inovaci v modernim stavitelstvi a prumyslovém designu.

Siroka aplikovatelnost deskriptivni geometrie zdfiraziuje jeji nezastupitelnou roli v moderni
védé a technice, kde presnost a detailni porozumeéni prostorovym vztahtim miize mit zasadni
vyznam pro uspéch a inovace. Vzdélavaci programy na technickych univerzitdch proto nadéle
zduraznuji deskriptivni geometrii jako zakladni soucast studijnich plan.

Budoucnost deskriptivni geometrie se neustdle vyviji diky integraci modernich technologii,
jako je rozsitena realita a interaktivni softwarové nastroje. V oblasti vzdélavani se deskriptivni
geometrie stale vice obohacuje o digitalni néastroje, které umoznuji studentiim lépe pochopit
geometrické vlastnosti objektti. Naptiklad vyuziti rozsitené reality v procesu vyuky umoznuje
studenttim vidét a interagovat s 3D modely v redlném prostiedi, coz zlepsuje jejich schopnost
pochopit slozité geometrické koncepty a designové problémy. [4]

82



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2025

Toto smérovani k integraci pokrocilych technologii do vyuky deskriptivni geometrie nejenze
zvySuje zapojeni a pochopeni studentii, ale také modernizuje cely vzdélavaci proces tim, ze pri-
nasi rychlejsi a interaktivnéjsi metody uceni. Tyto inovace naznacuji, ze deskriptivni geometrie
bude nadale klicovym prvkem technického vzdélavani, adaptabilni na nové technologické trendy
a potfeby budoucich generaci studenti inzenyrstvi, architektury a designu.

Zavér

Deskriptivni geometrie mé pro akademicky a profesni rozvoj budoucich technikii stéle vy-
znam. Poskytuje jim zakladni nastroje pro vizualizaci a presné zobrazeni trojrozmérnych ob-
jekti do roviny, coz je zédsadni dovednost, jak pro studenty strojniho a stavebniho inzenyrstvi,
tak pro studenty architektury. Studium deskriptivni geometrie vyznamné prispiva k rozvoji pro-
storového vnimani. Tato schopnost je velmi duilezita pro navrh a realizaci technickych projekti,
protoze umoznuje studentiim spravné pochopit a predstavit si slozité prostorové vztahy, se kte-
rymi se setkaji v praxi. Zaroven je deskriptivni geometrie vyznamna pro efektivni vyuzivani
modernich néastroji a technologii, které se staly standardem v primyslu a znalost jejich prin-
ciptli je nezbytna pro jejich efektivni vyuziti. V dnesnim rychle se ménicim technologickém svété
je dulezité, aby byli absolventi inzenyrstvi schopni adaptovat se na nové nastroje a pristupy.
Znalosti deskriptivni geometrie jim poskytuji pevny zaklad, ktery jim umozni 1épe se orientovat
v novych technologiich a inovac¢nich procesech. Deskriptivni geometrie neni jen o kresleni a mo-
delovani, ale také o analytickém mysleni a Teseni problémi. Tyto dovednosti jsou prenositelné
do rtaznych oblasti technické praxe a podporuji interdisciplinarni pristup k reseni problém.
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Abstrakt: V clanku prinasime kratky prehled moznosti, jak 1ze vytvaret tlohy s grafy mate-
matickych funkci ve STACKu v systému Moodle. Na konkrétnich tlohach popisujeme vyuziti
nastroju softwaru Maxima, dale GeoGebry, TikZ a JSXGraph.

Kli¢ova slova: STACK, Moodle, Maxima, GeoGebra, TikZ, JSXGraph

1 Uvod

STACK je specializovany nastroj integrovany do systému Moodle, ktery umoznuje vytvaret
a automaticky vyhodnocovat tilohy zamérené predevsim na matematiku, ale i dalsi prirodovédné
obory. Jednou z jeho silnych stranek je moznost pracovat s grafy funkci — at uz jde o jedno-
duché statické vykresleni, nebo o interaktivni grafy reagujici na vstupy studentti. Tim, zZe jsou
grafy soucasti zadani, ndpovédy nebo zpétné vazby (feedbacku), vyrazné se zvysuje nazornost
a didakticka hodnota téchto uloh.

V tomto ¢lanku se zamérujeme na konkrétni zpusoby, jak lze rizné typy grafti do tloh
ve STACKu implementovat. Na praktickych prikladech ukazujeme, jak 1ze k vykresleni funkei
vyuzit nastroje Maxima, GeoGebru, JSXGraph a TikZ. U kazdého z téchto nastroju popisujeme
technické moznosti, zptisob propojeni se STACKem i pripadna omezeni. Cilem je nabidnout
uceleny prehled a srovnani pristupt, které mohou slouzit jako inspirace nebo navod pti vlastni
tvorbé uloh.

2 Jak na grafy

Ve c¢lanku predstavime vybrané konkrétni priklady matematickych tloh, ve kterych je vy-
kreslovani grafii realizovdno riznymi zptisoby. Vyuzivime pii tom nadhodné generované pro-
ménné (tzv. question variables), které umoznuji vytvaret rizné varianty tloh. K vykresleni
grafi funkci jsme pouzili nejprve prikazii pocitacového algebraického systému Maxima, ktery
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STACK vyuziva pro symbolické vypocty. Nékteré z téchto prikazu jsou ale modifikovany pro
potieby STACKu. Déle pak program GeoGebra umoznujici tvorit interaktivni grafy ve znamém
prostiedi a pak je zobrazit ve STACKu, a JavaScriptovou knihovnu JSXGraph. Vyzkouseli jsme
také TikZ, coz je jeden z balicku LaTeXu pro tvorbu grafiky, tedy grafii, diagrami a jinych
schémat.

2.1 Maxima

Zékladnim nastrojem pro vytvoreni grafu ve STACKu za pouziti vygenerovanych pro-
ménnych je prikaz plot, ktery nabizi omezenou funkcionalitu standardniho prikazu Maximy
plot2d. Mnohé pokrocilé moznosti nejsou dostupné — balicek draw neni ve STACKu podpo-
rovan a funkce implicit_plot () nefunguje, protoze nerespektuje nastaveni grafu a vysledné
soubory nelze spravné umistit. Zakladni prehled vlastnosti a navodii pro piikaz plot lze najit
na strance [5].

Obecné plati, ze pouziti maxima grafu je feSeni, které funguje pouze u zakladniho statického
vykresleni a neni zde mnoho moznosti, jak vysledek v nastaveni ovlivnit. Funguje napriklad
moznost vice grafii v jednom obrazku, na druhou stranu, nefunguje napriklad moznost vyplnit
plochu ohranicenou kiivkami.

2.2 GeoGebra

Implementaci apletu z GeoGebry lze dosdhnout nejen statického, ale i dynamického chovani
grafi, které umozni, aby studentova reakce vyzadovala manipulaci s grafem ¢i jinymi objekty.
Prvni faze tvorby tlohy zahrnuje pripravu GeoGebra apletu a jeho zverejnéni. Na strankach
geogebra.org je potieba mit zalozen tucéet. Zde se pripravi nova konstrukce. Objekty, které budou
propojeny se STACKem pottfebuji mit stejny ndzev v obou prostiedich. Po nastaveni pocatec-
niho stavu, skryti algebraického okna a prizpusobeni velikosti okna je potfeba aplet ulozit a
publikovat, aby byl vefejné dostupny. Nasledné je potieba zjistit ID appletu — je to posledni ¢ast
URL (napft. https://www.geogebra.org/m/abcd1234, odtud ID = abcd1234). Druh4 faze pii-
pravy se odehrava v Moodlu. V nové vytvorené STACK otazce se definuji proménné standard-
nim zpusobem. Do textu tlohy se vlozi odkaz na vytvoreny aplet a jeho nastaveni podle typu
tlohy i podle toho, ¢eho chceme tilohou dosahnout. V nastaveni o¢ekavanych vstupt je potreba
nastavit Forbid float na Ne. Ve vyhodnocovacim stromu se nastavi vhodny test spravnosti
odpoveédi.

2.3 JSXGraph

,JSXGraph je JavaScriptova knihovna pro interaktivni geometrii, vykreslovani funkei, grafy
a vizualizaci dat ve webovém prohlizeci.“, (citovano z [4]). V bézné webové strance, i v ramci
Moodle, je nutné nacist externi javascriptové knihovny, pripadné i knihovnu MathJax pro kva-
litni matematicky tex. Pokud je v systému Moodle aktivni plugin MathJax, neni tuto knihovnu
nutné nacitat. Ze stranek [4] je pristup do databdze vypracovanych prikladi s vyuzitim JSXGraf
nejen v matematice, k materialim z workshopti a konferencim, které se JSXGraph pravidelné
vénuji. ,,STACK poskytuje vlastni implementaci JSXGraph s nékterymi klicovymi rozdily a dal-
Simi funkcemi®, (citovano z [2]). Zde je k dispozici také manual k JSXGraph. V dokumentaci
ke STACKu [6] nalezneme zékladni informace a doporuceni, jak vytvorit tilohu s interaktivnim
grafem. Navic je doporucovano pri vytvareni tloh pouzivat editor zobrazujici prosty text.
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2.4 TikZ

TikZ je sada piikazu typografického systému TeX pro kresleni grafiky, viz [3]. Funguje
v ramci libovolné webové stranky, nejen tedy STACKu, ale je nutné nacist externi nastroj
TikZJax, viz [1]. TikzJax nacteme tak, ze do HTML kédu zahrneme nésledujici radky.

<link rel="stylesheet" type="text/css" href="http://tikzjax.com/vl/fonts.css">
<script src="https://tikzjax.com/v1/tikzjax.js"></script>

Pripadné zde muzeme uvést i dalsi parametry, které umozni nacist urcité balicky v ramci TeXu
nebo TikZ. Samotny kod obrazku v TikZ vkladame mezi tag <script>

<script type="text/tikz">
</script>
Vystupem je staticky obrazek. Stejné jako v pripadé systému Maxima i zde panuji urcita ome-

zeni, ale TikZ ma obecné Sirsi vyuziti.

3 Priklad 1 - statické vykresleni

Zadani hlavniho ilustrativniho prikladu zni: ,Zapiste predpis kvadratické funkce f defino-
vané grafem na nasledujicim obrazku. Pfitom u ¢lenu 22 v pfedpisu uvazujte koeficient a = 1.
V testu pak tulohu studenti vidi jako na obrazku 1.

Uloha1 Dosud nezodpovézeno Poéet bodii 21,00

Zapiite predpis kvadratické funkce f definované grafem na nasledujicim obrazku. Pfitom u élenu z2 v ©  Questionis missing tests or variants.
predpisu uvaZujte koeficienta = 1.

Zapiste predpis funkce f.

Odpovéd: f: y—= |

Obrazek 1: Priklad 1 — zadani tlohy

Graf na obrazku 1 byl vykreslen pomoci softwaru Maxima. Na tomto ptikladu budeme pro
srovnani ilustrovat, jak vykreslit obdobny graf i pomoci néstroji GeoGebry, JSXGraph a TikZ.
Jednotlivé vystupy lze vidét na obrazku 2.
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Obrazek 2: Priklad 1 — a) GeoGebra, b) JSXGraph, c) TikZ

3.1 Maxima

Nejprve definujeme question variables. Nahodné, ale z vybrané mnoziny, generujeme pruse-
¢iky s osami, z nichz pak sestavujeme predpis kf kvadratické funkce, ktera se v zadani zobrazi.
Body na osach pro zvyraznéni prisecikilt se souradnymi osami vykreslujeme jako kruznice.
Rozpéti souradnych os je také v question variables. Neni to sice uplné nutné, ale v pripadé
dolni hranice osy y je hodnota ydm generovana ze vztahu pro vypocet vrcholu ze znalosti priise-
¢ikt. Ostatni parametry jsou konstantni, protoze jsou dostacujici pro graf kterékoliv kvadratické
funkce definované z nami zvolenych hodnot d1 a d2.

aa:1l; /*koeficient u x72 volime 1%/
dl:rand([-1,-2,-3,-4,-5]); /*levy prusecik s osou x*/
d2:rand_with_prohib(1,5,[-d1]); /*pravy prisecik s osou xx/

kf:aax(x-d1)*(x-d2); /*predpis kvadraticke funkce generovany z prusecikux*/

/*body na osach vykresleny jako kruznicex/
bodl: [parametric, 0.2xcos(x)+dl, 0.2*sin(x), [x,0,2%%pi]]
bod2: [parametric, 0.2xcos(x)+d2, 0.2*sin(x), [x,0,2*%pi]]

/*nastaveni osx*/

xdm:-10;

xhm:10;

ydm: -aa*(d1-d2)*(d1-d2)/4-2;
yhm:10;

V poli Text tlohy napiseme zadani tlohy a vyvolame graf. Odkazujeme se ptritom na pro-
ménné definované v question variables, proto je prikaz plot uvozen mezi symboly {@...@}.
Nakonec je vstupni pole pro odpovéd.

<p>ZapiSte pfredpis kvadratické funkce \(f\) definované grafem
na nasledujicim obrazku. P¥itom u ¢lenu \(x"2\) v pfedpisu
uvazujte koeficient \(a=1\).</p>
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<p>

{@plot ([kf,bodl,bod2], [x,xdm,xhm], [y,ydm,yhm], [box, falsel],
[color, blue,red,red], [axes, solid], grid2d, [style, [lines, 3], [lines, 4],
[lines, 4]], [xtics, 2], [ytics, 2], [label, [string(dl), d1-0.8,-0.5],

[string(d2),d2+0.3,-0.5]1)@}
</p>

<p></p>
<p>Zapiste pfedpis funkce \(f\).</p>

<p><u><b>0dpovéd:</b></u> &nbsp;&nbsp;\(f:\ y=\ \)&nbsp; [[input:ansi]].<p>

[[validation:ans1]]

Jednotlivé parametry prikazu plot jsou vysvétleny v tabulce Tab. 1.

Tabulka 1: Ptiklad 1 - prikaz plot

plot )
[kf,bod1,bod2]

[x, xdm, xhm], [y, ydm, yhm]
[box, falsel

[color, blue, red, red]
[axes, solid]

grid2d

[style, [lines, 3], [lines, 4], [lines, 4]]
[xtics, 2], [ytics, 2]

[label, [string(dl), d1-0.8,-0.5],
[string(d2),d2+0.3,-0.5]]

zakladni prikaz, uvniti je nastaveni
seznam vykreslovanych objekti,
zde kvadratickd funkce a dva body
rozsah os

nebude zobrazen ramecek

okolo grafu

barvy jednotlivych objekti

styl os, solid znamena, Ze osy budou
zobrazeny jako plné cary

zobrazeni mrizky, aktivuje

2D mrizku na pozadi grafu

styl ¢ar jednotlivych prvka

déleni os po dvou jednotkach
popisky bodi a jejich umisténi

V nastaveni Input: ansl mame Model answer nastaveny na kf, coz je predpis funkce defi-
novany v poli Question variables. V nastaveni Potential response tree testujeme algebraickou
ekvivalenci, test AlgEquiv, odpovédi studenta s predpisem kf.

3.2 GeoGebra

V GeoGebre nachystame aplet, ktery bude se STACKem sdilet hodnoty proménnych d1 a
d2, tedy x-ovych souradnic priseciki s osou x, a body A=[d1,0], B=[d2,0], které jsme pridali
do question variables navic na rozdil od prikladu v systému Maxima.

Algebraické okno GeoGebry obsahuje definovany koeficient aa=1 u ¢lenu 22, toto lze vy-
nechat vzhledem k predpokladu a = 1, déle d1=-1, d2=1, body A=[d1,0], B=[d2,0] a funkci
kf (x)=aa(x-d1) (x-d2). Popisky bodti A, B jsme skryli, protoze neumoznuji zobrazit pouze
x-ové souradnice téchto bodi, a nahradili jsme je textovymi poli Text (x(A), (d1-0.5,-0.6)),
Text (x(B), (d2,-0.6)), které tyto hodnoty v grafu zobrazi.
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Ptvodni zadané hodnoty aa, d1, d2 se poté pii vyvolani apletu v tloze zméni na aktu-
alni generované hodnoty. To zajisti nastaveni set="d1,d2,A__fixed,B__fixed,aa". Dvojité
podtrzitko s oznacenim fixed“ za body zajisti, aby body A a B neslo hybat a graf tak zustal
staticky. V textovém poli bude soucasti zadani prikladu vyvolani apletu prikazem

[[geogebra set="d1,d2,A fixed,B__fixed,aa"]]
params["material_id"]="sw2fbddd"; [[/geogebra]l

3.3 JSXGraph

Graf ze zadani nyni vykreslime pomoci JSXGraph. Vyuzijeme stejné question variables
jako v pripadé systému Maxima. V kédu grafu musi byt question variables uvozeny symboly
{#...#}. V poli text tlohy zapiseme zadani a vytvorime block pro JSXGraph s nastavenim
velikosti platna, kde se vykresluje graf, nastavenim os a dalsim.

[[jsxgraph width=’400px’ height=’400px’]]

var board = JXG.JSXGraph.initBoard(divid, { keepaspectratio : true,
boundingbox: [{#xdm#},{#yhm#}, {#xhm#},{#ydm#}], axis : true,
showCopyright: false, showNavigation:false });

Déle nadefinujeme potiebné body (circle) a jejich popisky (text). Nakonec vykreslujeme
funkci kf a ukon¢ime platno.

board.create(’circle’, [[{#d1#},0], [{#bodx1#},0]],
{visible:true,fixed:true, fillColor:’red’,strokeColor:’red’});

board.create(’circle’, [[{#d2#},0], [{#bodx2#},0]],
{visible:true,fixed:true, fillColor:’red’, strokeColor:’red’});

board.create(’text’, [{#d1-1.5#}, -0.7, function () { return
IANN({#d1#3\\) ’; }], {fixed:true, strokeColor:’red’,useMathJax: truel});

board.create(’text’, [{#d2+0.4#}, -0.7, function () { return
N\N({#d2#3\\)’; }], {fixed:true, strokeColor:’red’,useMathJax: truel});

var f = board.jc.snippet (’{#kf#}’, true, ’x’, true);
board.create(’functiongraph’, [f,-10,10],{strokeWidth: 2,
strokeColor: ’blue’,visible:truel});

[[/jsxgraphl]]

3.4 TikZ

Pro vykresleni grafu pomoci TikZ zavolame nejprve nastroj TikZJax, viz podkapitola 2.4, a
mezi tagy script vlozime kod TikZ. V kédu grafu musi byt question variables uvozeny symboly

{e...q}.

<script type="text/tikz">
\begin{tikzpicture} [scale=0.5pt]

Vykreslime souradné osy jako rovné ¢ary zakoncené Sipkou, dale priseciky s osami jako kruznice
a jejich popisky.
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\draw([line width=1pt,-latex] ({#xdm#},0)--({#xhm#},0) node[right] {$x$};
\draw[line width=1pt,-latex] (O,{#ydm#})--(0,{#yhm#}) node[above]l {$y$};
\fill[red] ({#d1#},0) circle (2mm);

\fill[red] ({#d2#},0) circle (2mm);

\draw[red] ({#d1#},0) node[below left]{{#d1#}};

\draw[red] ({#d2#},0) node[below right]{{#d2#}};

Vykreslime graf funkce (draw...plot), ale nejprve si nadefinujeme pomoci clip oblast, do
které se graf vykresli, aby se nepresahly vypocetni moznosti systému.

\begin{scope}

\clip ({#xdm#},{#ydm#}) rectangle ({#xhm#}, {#yhm#});

\draw[blue,line width=1.5pt] plot[smooth,domain=-10:10]

(\x, {{#aa#t}x\xx\x-{#aa#t }x{#d1#}x\x—{#aa# x{#d2# ¥ \x+{#aa# x{#d1# x{#d2#}}) ;
\end{scope}

Zakon¢ime kéd obrazku a celé TikZ.

\end{tikzpicture}
</script>

4 Priklad 2 — dynamické chovani

Uloha 8 Dosud nezodpovézeno Pocet bod(iz 1,00 ¥ Uloha s vlaje¢kou

¥

Znazornéte v roviné graf kvadratické funkce ve vrcholovém tvaru y = (z — 3)2 + 1. Potahnéte body pro ziskani pozadovanéhao tvaru.

Obréazek 3: Priklad 2 — zadani tlohy

V dokumentaci a navodech pro STACK lze najit, jak vytvorit pomoci GeoGebry tlohu, kde
student musi posunout primku, aby vyhovovala zadané rovnici (viz [6]). Stejnd tloha slouzi i
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jako zakladni ukézka interaktivniho grafu JSXGraph ve STACku, a Ize ji dohledat na strankach
[4], v odkazech na ruzné konference.

My jednoduché pouziti pro transformaci grafu kvadratické funkce na zdkladé vrcholového
tvaru ilustrujeme po jednotlivych krocich na tloze se zadanim: ,,Znazornéte v roviné graf kvad-
ratické funkce ve vrcholovém tvaru y = k(x—m)?+n. Potdhnéte body pro ziskdni pozadovaného
tvaru (nejprve umistéte vrchol, poté druhy bod).“ Podobny typ tlohy jsme pro srovnani vytvo-
fili i pomoci JSXGraph. Zadani ulohy, kterou popisujeme, vypada v testu jako na obrazku 3,
kde je graf vykresleny pomoci GeoGebry.

4.1 GeoGebra

Jak je u tvorby STACK tloh obvyklé, je vhodné zacit od konce rozmyslenim celého pro-
cesu. Aby vyhodnoceni spravnosti tilohy bylo co nejjednodussi, rozhodli jsme se testovat spravné
umisténi dvou bodi — vrcholu paraboly (A) a bodu ,,0 jedna vedle“ (B). Nastaveni GeoGebra
apletu tedy obsahuje body A a B, jejichz kone¢nd pozice se bude prenaset do STACKu. S ohle-
dem na vrcholovy tvar kvadratické funkce y = k(z —m)? + n tedy budou body v soufadnicich
A =[m,n], B=[m+ 1,k + n|. Viz obrézek 4.

(K] A 7 PO LN 2 d Q

Pod N HE e @ e
A = (m, n) : 7
©
— (0, 0)
6
B=(m+1, k+n)
@
=11 ’
Funkce 4
f(x) = k (x—m)*+n
O 3
= 1(x—0)
2
Cislo
O k=1 : 1
5 ® 5 (® X
meD0 . -4 -3 -2 - 0 1 2 3 4
O 5 @ 5 ® -1
n=~0 H
O -5 o 5 ® . B
Vstup...

Obrazek 4: Priklad 2 — GeoGebra aplet

V definovanych proménnych je nastaveno generovani koeficientt (zde je otazkou, zda do-
volime, aby nékteré mohly byt nulové nebo ne), predpis funkce a spravné odpovédi.
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mm:rand(9)-4; /*pfipadné rand([-4,-3,-2,-1,1,2,3,4]) */
nn:rand(9)-4; /*pfipadné rand([-4,-3,-2,-1,1,2,3,4]) */
kk:rand([-1,1]); /*pfipadné rand([-4,-3,-2,-1,1,2,3,4]) */
ff:kk*(x-mm) “2+nn; /* pfedpis funkce pro zobrazeni v tdloze */
tal: [mm,nn];

ta2: [mm+1,kk+nn] ;

Text tlohy obsahuje odkaz na aplet a jeho nastaveni. Parametr watch="A,B" posle hodnoty
(soufadnice bodu) do STACKu, ktery na zdkladé nich provéri spravnost celkové odpovédi.
Nasleduje zadani ulohy a ukryti poli pro odpovéd a validaci.

[[geogebra watch="A,B"]]
params["material_id"]="dk9z6e84";
[[/geogebral]

Znadzornéte v roviné graf kvadratické funkce ve vrcholovém tvaru \(y={@ffa@}\).
Potdhnéte body pro ziskdni pozadovaného tvaru (nejprve umisté&te vrchol,
poté druhy bod) .

<p style="display:none">[[input:A]] [[validation:A]]</p>
<p style="display:none">[[input:B]] [[validation:B]]</p>

V nastaveni Input: A, kromé povoleni desetinnych ¢isel, mame Model answer nastaveny na
[float (mm) ,float (nn)], podobné u bodu B je Model answer [float(mm+1),float(kk+nn)].
7 diuvodu ruzné reprezentace ¢isel uvnittr STACKu a GeoGebry nestaci vlozit spravné odpovedi
tal a ta2.

V nastaveni Potential response tree (obrazek 5) pouzivame test Num-GT s nastavenim SAns
na hodnoté 0.1 a TAns na vzdalenosti posunutého bodu a spravné odpoveédi Distance (A, tal)
a Distance(B,ta2).

.  ATGT(@.1,Distance(s,ta1)) ¢ prtl-1-T  prtl-1-F

2. ATGT(@.1,Distance(B,ta2)) @ prtl-2-T  prtl-2-F

Obréazek 5: Priklad 2 — Potential response tree

4.2 JSXGraph

Za pouziti stejnych proménnych question variables jako v pripadé GeoGebry lze vykreslit
podobny graf i pomoci JSXGraph. Totéz plati i pro dalsi nastaveni a testovani spravnosti
odpovedi. Kod tlohy se lisi v podstaté jen ve zptusobu vykreslovani grafu.

Vytvorime block pro JSXGraph s nastavenim velikosti platna, os a dalsim. Dulezité je ulozit
odpovédi studentit do proménnych, bodu A bude odpovidat input-ref-ansi="inputansl" a
bodu B input-ref-ans2="inputans2".
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iR~ S 7% TR R &) B o 3]

6 5 4 -3 2 -1 1.2 3 4 5 6

Obrazek 6: Priklad 2 — graf vytvoreny pomoci JSXGraph

[[jsxgraph width = "360px" height = "360px" input-ref-ansl = "inputansl"
input-ref-ans2 = "inputans2"]]
JXG.Options.text.useMathJax = true;
JXG.Options.axis.ticks.minorTicks = O;
var board = JXG.JSXGraph.initBoard(divid, {
boundingbox: [-7, 7, 7, -7], axis: true, grid: true,
showNavigation: false, showCopyright: false 1});

Déle nadefinujeme potiebné body a proménné. Potiebujeme predpis funkce, kterou vykreslu-
jeme, ten je vazan na souradnice zvyraznénych bodi na grafu.

var pl = board.create(’point’, [0,0], {color: ’blue’, name: ’ ’,
snapToGrid: true 1});
var p2 = board.create(’point’, [1, 1], {color: ’blue’, name: ’ 7,
snapToGrid: true 1});
var a = function(){return (p2.YO-p1.Y()/(p2.XO- p1.XO))/(p2.XO- p1.X0);};
var f1 = function(x){return a(O*(x-p1.XO)*(x-p1.XO)+pl1.Y(;};

Dalsi ¢ast kodu pro obrazek definuje, jak jsou na sebe vazany zvyraznéné body na grafu. Po-
souvat lze obéma body, bod druhy je vzdy o 1 ve sméru osy = doprava, ale zalezi na nas, jaké
nastaveni zvolime.

var dy = p2.Y() - p1.YO;
var dx 1;

pl.on(’drag’, function() { p2.moveTo([pl.X()+dx, pl.YO+dyl); 1);
p2.on(’drag’, function() { dx=p2.X(O)-p1.X(0),dy = p2.YO) - p1.YO; });
board.on(’move’, function(){ p2.moveTo([pl.X(O+1, p2.YOD); B);
p2.on(’drag’, function() { pl.moveTo([p2.X()-1, p2.YO-dyl); });

93



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2025

Vykreslime graf funkce.

var curve = board.create(’functiongraph’, [f1],
{name: function () {return ’\\[f\\]’;},strokeWidth: 2,
strokeColor: ’red’,visible:true,withLabel: true,
label: {position:’1ft’,offset:[-20,10],fontSize:15,
strokeColor: ’red’}} );

Vytvorime provazanost odpovédi a prislusného bodu. Ukonéime platno JSXGraph.

stack_jxg.bind_point(inputansl, pl);
stack_jxg.bind_point(inputans2, p2);

[[/jsxgraph]]

Vystup grafu vidime na obrazku 6.

Zavér

V tomto ¢lanku jsme ukazali rizné pristupy k vykreslovani grafi v tlohdch STACK v pro-
sttedi Moodle. Pro jednoduché statické grafy je nejsnadnéjsi vyuziti prikazl systému Maxima,
které umoznuji rychlou vizualizaci matematickych funkci pfimo v otdzkach. Pokud je cilem
vytvoreni interaktivnich grafii, které reaguji na vstupy studenti, nabizi se integrace GeoGebry
nebo JSXGraph, které umoznuji manipulaci s prvky grafu primo v prostredi testu. TikZ posky-
tuje dalsi alternativu pro presné a profesionalni zobrazeni grafli, zejména v kontextu tisténych
materialit nebo predem ptipravenych ilustraci.

Kazda z téchto metod ma své vyhody i omezeni. Zatimco Maxima poskytuje jednoduchou
implementaci primo v ramci STACKu, GeoGebra a JSXGraph umoznuji vyssi miru interakti-
vity, ale vyzaduji pokrocilejsi nastaveni nebo propojeni s externim nastrojem. TikZ je vybornym
nastrojem pro precizni tvorbu diagrami, avsak jeho vyuziti v Moodle je limitovano potiebou
externich pluginti. Vybér vhodné metody tedy zavisi na konkrétnim typu tlohy, didaktickych
cilech, ale také na zkusSenostech a preferencich autora tlohy.
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ZAJIMAVE ULOHY Z PRAVDEPODOBNOSTI II

RABASOVA Marcela

FS VSB-TUO, Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, 17. listopadu 2172/15, 708 00
Ostrava — Poruba
e-mail na hlavniho autora: marcela.rabasova@vsb.cz

Abstrakt: Tento prispévek volné navazuje na mé predchozi ¢lanky, které rozviji téma zatrak-
tivnéni vyuky predmétu Matematika III na Fakulté strojni Vysoké skoly banské — Technické
univerzity Ostrava, pripadné jinych predméti ostatnich vysokych skol, jejichz naplni je teorie
pravdépodobnosti.

Klicova slova: kombinatorika, pravdépodobnost, podminénd pravdépodobnost, nezavislé jevy

1 Uvod
Osnovy predmétu Matematika III na Fakulté strojni vypadaji nésledovné:

1. Kombinatorika. Nahodné jevy, operace s nimi, pojem neslucitelnosti a tuplnosti, jevové
pole.

2. Definice pravdépodobnosti jevi - klasickd, geometricka, statisticka, axiomaticka.

3. Podminéng pravdépodobnost. Uplnd pravdépodobnost. Bernoulliho posloupnost nezavis-
Iych jevi.

4. Nahodna veli¢ina - diskrétni. Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce.

5. Nahodna veli¢ina - spojita. Funkce hustoty a distribuc¢ni funkce. Charakteristiky nahod-
nych veli¢in.

6. Zakladni typy rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni nahodné velic¢iny.
7. Zéakladni typy rozdéleni pravdépodobnosti spojité ndhodné velic¢iny.
8. Zpracovani statistického souboru.

9. Intervalové odhady - stredni hodnota, rozptyl.
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10. Testovani hypotéz - testy parametrické.
11. Linearni regrese - regresni a korela¢ni analyza.

Podstatnym predpokladem tspésného zvladnuti celého kurzu je pochopeni zédkladnich prin-
cipil teorie pravdépodobnosti a logickych postupi, které se zde uplatnuji. Proto je dilezité, aby
bylo do vyuky zarazovano dostatek prikladi, které by nejen dobfe ilustrovaly probiranou pro-
blematiku, ale které by rovnéz zaujaly studenty svym tématem, aktudlnosti a spojitosti s praxi.
V prispévku se nejprve seznamime se zakladnimi pojmy a vzorecky z teorie pravdépodobnosti,
poté nasleduje néekolik zajimavych prikladt na jejich vyuziti.

2 Zakladni pojmy z teorie pravdépodobnosti

Ndhodny pokus je kazdy déj, jehoz vysledek neni predem jednoznacéné urcen podminkami,
za kterych probihd. Navic se predpoklada, ze je, alespon teoreticky, neomezené opakovatelny
(napf. hod kostkou).

Zdkladni prostor €1 je mnozina vsech moznych vysledki nahodného pokusu takova, ze
po provedeni ndhodného pokusu nastane pravé jeden prvek € (napf. u hodu kostkou Q =
{1,2,3,4,5,6}).

Ndhodng jev A je kazda podmnozina €2 (napt. u hodu kostkou A = {2,4,6}).

Jev opacny k jevu A znacime A a definujeme jako jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz
nenastane jev A (A= Q — A).

Jevy A a B jsou neslucitelné (disjunktni) pravé tehdy, kdyZ nemohou nastat soucasné
(AN B =10).

Jevy A;, i = 1,...n jsou navzdjem (po dvou) neslucitelné pravé tehdy, kdyz jsou nesluci-
telné vSechny dvojice jevii A;, A; pro ¢ # j.

Jevy Ay, ..., A, tvori dplnyg systém neslucitelnych jevi préavé tehdy, kdyz jsou po dvou
neslucitelné a jejich sjednocenim je mnozina 2.

Definice 2.1 (Klasicka (Laplaceova) definice pravdépodobnosti) Je-li zdkladni prostor
Q konecnd neprdzdnd mnozina n elementdrnich jevi, které maji stejnou sanci vyskytu, pak
pravdépodobnost jevu A definujeme vztahem

kde m je pocet vysledki priznivych jevu A an je pocet vsech moznych vysledki nahodného pokusu
(pocet pruki mnoziny 2 ).

Véta 2.1 (O vlastnostech pravdépodobnosti)

P(A)=1—-P(A)
P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB)
Definice 2.2 (Podminéna pravdépodobnost jevu A jevem B) Podminénou pravdépodob-
nost jevu A jevem B (nebo taky pravdépodobnost jevu A za predpokladu, resp. podminky, Ze
nastal jev B), kde P(B) # 0, znac¢ime P(A|B) a definujeme vztahem
P(AN B)
P(AB) = ————=
(A1B) =~
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Definice 2.3 (Nezavislé jevy) Plati-li P(A) = P(A|B), nazgvdme jevy A a B nezdvislé jevy.
Véta 2.2 Jevy A a B jsou nezqvislé prave tehdy, kdyz plati P(AN B) = P(A) - P(B).

3 Piiklady

Prvni z uvedenych prikladi je zajimavy svym prekvapivym vysledkem a jeho zafazeni
do vyuky by mohlo dopomoci primét studenty k tomu, aby nedélali ukvapené zavéry a sva
rozhodnuti umeli odivodnit matematickym vypoctem.

Priklad 3.1 Aby otec povzbudil syna v jeho slibné tenisové kariére, nabidne mu odménu v po-
dobé nejnovejsiho iPhonu, pokud vyhraje alespon dva tenisové sety za sebou v trisetové sérii.
Série se mad hrat stridave s otcem a sampionem klubu, tedy v poradi otec-Sampion-otec nebo
Sampion-otec-sampion. Sampion, kterého syn porazi s pravdépodobnosti 0,4, je lepsi hrdc ne#
otec, jehoZ pordzka synem md pravdépodobnost 0,8. Kterou sérii by si mél syn vybrat, pokud
chce odmenu ziskat?

Reseni: Ozna¢me nésledovné tyto jevy:
A ... syn ziskd odménu,
A; ... syn vyhraje -ty set (i € {1,2,3}),
Ay, As, As ... nezavislé jevy
Spocitejme nejprve pravdépodobnost ziskani odmény v ptipadé série ,otec-Sampion-otec”,
kterd se jevi jako lepsi volba:

P(A)=P[(AiNANA)U (A NANA)U(A NANA)] =
=0,8-0,4-0,24+0,2-0,4-0,840,8-0,4-0,8 =0, 384.

A jaka je pravdépodobnost ziskani odmény v pripadé série ,Sampion-otec-Sampion®“?

P(A) = P[(Ai N AN A3) U (AN Ay N As) U (A1 N Ay N A)]
=0,4-0,8-0,64+0,6-0,8-0,4+0,4-0,8-0,4=0,512.

Druha z moznosti ma vétsi pravdépodobnost, syn by si tedy mél vybrat sérii ,,Sampion-otec-
Sampion®, coz by zrejmé bez znalosti tohoto vypoctu neudélal.

Dalsi priklad vede k teSeni ulohy, ktera je zndma pod nazvem ,narozeninovy problém®.
Z pomérné jednoduchého zadani pak mizeme dojit k zavéru oznacovanému jako ,narozeninovy
paradox*.

Priklad 3.2 Vyberme nahodné skupinu 23 lidi. Jakd je pravdépodobnost, Ze alespon dva lidé
z této skupiny maji narozeniny ve stejny den?

Resent: Tento piiklad nejsndze vyfesime pomoci jevu opaéného. Oznadme nasledovné tyto
jevy:
A---alespon dva lidé ze skupiny 23 lidi maji narozeniny ve stejny den,
A - 7adni dva lidé ze skupiny 23 lidi nemaji narozeniny ve stejny den
365!

P(A) = V23(365) _ (365-23)!
7(365) 36523
P(A) =1 — P(A) ~ 0,507

~ 0,493
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Pravdépodobnost, ze alespon dva lidé z ndhodné vybrané skupiny 23 osob maji narozeniny ve
stejny den, je tedy vyssi nez 50%, coz je jisté prekvapivé zjisténi.

V teorii pravdépodobnosti je narozeninovym problémem oznacovana tloha vypocitat mini-
malni pocet lidi, v jejichz skupiné je alespon 50% pravdépodobnost nalezeni dvojice se stejnym
dnem narozenin. Narozeninovym paradoxem je pak oznacovana skutecnost, Ze tento pocet (23)
je mnohem mensi nez intuitivni odhad. Pro skupinu 57 a vice lidi je pak tato pravdépodobnost
uz vice nez 99%, postupné rostouci az ke 100% pro 366 lidi (za predpokladu Ze pracujeme s
rokem o 365 dnech).

Posledni z prikladt se tyka tématu, které se u studenti tési nejvétsi oblibé, tématu ha-
zardnich her. VSechny hazardni hry jsou realizovany tak, aby vklad do hry byl vétsi nez stredni
hodnota vyhry, coz zajistuje provozovateli (sdzkové spoleénosti, kasinu apod.) kladny zisk.
I kdyz je kazda hazardni hra pro hrace nevyhodnd, existuji mezi nimi vyznamné rozdily. Ty
spocivaji zejména v tom, kolik procent vlozené ¢astky pripadne v priaméru provozovateli hry.
Nésledujici priklad pak ptfinasi mimo jiné porovnani nékterych hazardnich her pravé z tohoto
uhlu pohledu.

Priklad 3.3 Stanovte pravdépodobnosti ndsledujicich vyher:
1. vyhra v jednom tahu Sportky v k-tém poradi (pro k € {1,...,5}),
2. wvyhra ve francouzské rulete

(a) pri sdzce na jedno ¢islo,

(b) pri sdzce na cervenou/cernou (pripadné na liché/sudé ¢i nizké/vysoké cislo)
3. vyhra v americké rulete
(a) pri sdzce na jedno ¢islo,
(b) pri sazce na cervenou/cernou (pripadné na liché/sudé ¢i nizké/vysoké cislo)
Resent:

1. Ve hie Sportka séazejici tipuje Sest cisel ze CtyTiceti deviti. V kazdém tahu je nejdiive
vylosovano Sest cisel a poté jedno c¢islo dodatkové. Soutézici ziskava vyhru podle téchto

pravidel:

1. potadi ... uhodnuto Sest tazenych cisel,

2. potadi ... uhodnuto pét tazenych cisel a ¢islo dodatkové,
3. poradi ... uhodnuto pét tazenych cisel,

4. poradi ... uhodnuta ¢tyti tazend ¢isla,

5. poradi ... uhodnuta tfi tazena ¢isla.
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Ozna¢me Ay jev "vyhra v jednom tahu Sportky v k-tém poradi”, k € {1,...,5}.

P(A) =1- (49> ~72-107%

() (2) s

=(§) (7)(5) =ven
() (5):(2) =nra
P(A5) = (3) (3) (469) ~1,8-1072

2. U francouzské rulety je hraci kolo rozdéleno na 37 dil oéislovanych od 0 do 36. Z ¢isel

od 1 do 36 ma polovina ¢ervenou a druhé polovina ¢ernou barvu, polovina z nich je suda
a druhd polovina lichd a polovina z nich jsou ¢isla nizkd (1-18) a druhd polovina ¢isla
vysokd (19-36). Vyjimku tvori ¢islo nula, které ma barvu zelenou a nepoéita se do zadné
z vyse uvedenych skupin. Pravdépodobnost vyhry je tedy:

() %
(b) 12

37

U americké rulety je oproti francouzské ruleté jedno ¢islo navic, je jim zelend dvojitd nula
(00). Pravdépodobnost vyhry je tedy o néco malo mensi nez u rulety francouzské, a to:

() 3
(b) 5

38

V pripadé rulety je navic znama velikost vyhry. Pti vysce vkladu v je vyhra 35-v v pripadé

a) a 1-v v pripadé b). Muzeme tedy pro oba ptipady vypocist ocekavany zisk kasina, jakozto
stfedni hodnotu nahodné veli¢iny X (zisk kasina). Dosazenim do vzorce

= Z 33117(551)

dostavame u francouzské rulety:

(a) B(X)=v-38—=3bv- 3 = 30 ~2,70%v

b) E(X)=v -2 —v- 2B =Ly~270%

37 37 37

U americké rulety je diky jednomu zelenému policku navic ocekavany zisk kasina jesté vétsi, a

sice:

(a) B(X)=wv-3—3bv- 5 = 2v~526%v

b) EX)=0v-2 .18 31}:5,26%1}

38 38
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Ocekévany zisk kasina z urcité hazardni hry je oznacovan jako ,house edge® (vyhoda domu,
kasina). House edge tedy udava, jakou ¢ast z kazdé hracovy sazky ziskava dlouhodobé kasino.
Hodnota house edge se lisi hru od hry a musi byt uvedena v herni listiné kazdé hry. Pokud
je napriklad house edge nastavena na 5%, tak z kazdé hracem vsazené koruny ziskdva kasino
dlouhodobé 5 halérii. Pro hrace je samoziejmé vyhodnéjsi, kdyz je house edge co nejnizsi.
Tabulka 1 ukazuje porovnani nékterych hazardnich her z hlediska house edge [1].

Nazev hry House Edge
Blackjack 0,28 %
Francouzskd ruleta 2,70 %
Americkd ruleta 5,26 %

Chuck-a-luck 7.9%
Hraci automaty od 20 % (v zavislosti na typu)
Keno 25%

Tabulka 1: House edge (vyhoda kasina) pro riuzné hry

V ceské legislativé se nepouziva pojem , house edge”, v nejobecnéjsi roviné jej ale lze chapat
jako statistickou vyhodu provozovatele hazardni hry, tedy podil z hazardni hry, ktery v dlou-
hodobém pruméru ptipadne provozovateli. Zakon ¢. 186/2016 Sh. o hazardnich hrach upravuje
pro nékteré druhy hazardnich her povinna rozmezi pro vyherni podil. Jedna se o statistickou
hodnotu vyjadiujici procentualni ¢ast z celkové prijatych vkladi, ktera je v dlouhodobém pri-
meéru a v souhrnu vSech uskutec¢nénych her ze souboru nejméné 100 000 her konkrétni hazardni
hry nastavena k vyplaté na vyhrach. Tabulka 2 uvadi prehled zadkonem stanovenych rozmezi
pro vyherni podily ¢ thrnné ceny vyher v Ceské republice (totalizatorova hra je zde definovana
jako hazardni hra postavend na principu uhodnuti ptilezitosti se spoletnym fondem sazejicich).
Obecné se tak u nés standardni house edge online heren pohybuje v tddu jednotek procent,
u kamennych heren muze dosahovat i desitek procent nebo maximélniho povoleného limitu.
Nelegalni herny, které nemaji licenci a porusuji tedy zakon uz jen samotnou svou existenci,
nastavuji u svych her i enormni house edge, ktery se muze pohybovat i nad 50%.

Druh hazardni hry Zikonem stanoveny vyherni podil / stanovena tthrnna
cena vyher (procenta z herni jistiny/vkladi)
Technickd hra (napft. ruleta) 75% - 100 %

Loterie 40 % - 80 %
Tombola 40 % - 80 %
Bingo 40 % - 80 %
Totalizdtorova hra 40% - 90 %

Tabulka 2: Zékonem stanoveny vyherni podil / stanovend tthrnna cena vyher

4 Zavér
Zéavérem lze konstatovat, ze zatazeni prikladu s praktickym a zajimavym vyuzitim do vy-

uky predmétu Matematika III predstavuje efektivni nastroj, jak priblizit studentim statistiku
jakozto uziteény néstroj, ktery nachazi uplatnéni v riznych oblastech zivota. Pokud jsou tyto
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priklady vhodné zvolené a nejsou prilis narocéné, mize to studenty vyznamné povzbuzudit v
jejich studiu, stavaji se aktivnéjsi a zapojuji se vice do ucebniho procesu, coz vede k hlubsimu
porozumeéni a lepSimu zapamatovani uciva a k dosazeni lepsich studijnich vysledki.

Reference

[1] Michael Shackleford. House Edge. Dostupné online: https://wizardofodds.com/
gambling/house-edge/ [Ptistup: 6. kvétna 2025].
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ANALYZA CHYB STUDENTOV V PISOMNYCH PRACACH
7 OBLASTI INTEGRALOV

JANIKOVA Miriam, STASOVA Olga

Fakulta elektrotechniky a informatiky Slovenskej technickej univerzity v Bratislave,
Ustav informatiky a matematiky, Ilkovicova 3, 841 04, Bratislava
miriam.janikova@stuba.sk

Abstrakt: V prispevku sa zameriavame na analyzu chyb studentov v pisomnych zapoctovych
pracach z oblasti integralov, ktoré su klucovou témou vo vysokoskolskom technickom vzdelé-
vani. Vysledky ukazuju, Ze medzi najcastejsie chyby patri nespravny vyber integracnej metody,
nepozornost pri vypoctoch a problémy s aplikaciou zakladnych integra¢nych technik. Sktimali
sme aj rozdiely medzi slovenskymi a ukrajinskymi studentmi. Na zaklade zisteni z nasej analyzy
navrhujeme zlepsenia v didaktickom pristupe.

Klicova slova: integralny pocet, technické vzdelavanie, didaktika matematiky, analyza chyb

1 Uvod

Integraly predstavuju jednu z nosnych tém matematiky vo vysokoskolskom technickom
vzdelavani. Vypocet urcéitych a neurcitych integralov, zvladnutie metéd ako substiticia, per
partes alebo rozklad raciondlnych funkcii si pre budtceho inziniera kltcové. Napriek tomu
casto dochadza k systematickym chybam, ktoré su pre pedagégov vyznamnou spatnou vazbou.
Chyby v rieseni poukazuji na hlbsie didaktické problémy v procese osvojovania si zakladnych
pojmov a metdd integralneho poctu.

Vyskum v oblasti didaktiky matematiky opakovane poukazuje na to, ze integraly su pre stu-
dentov naro¢né najma kvoli ich viacstupniovému rieSeniu a potrebe spravnej volby metédy (napr.
per partes, substiticia). Podla Tall a Vinnera [3] studenti Casto nerozlisuji medzi intuitivnym
chdpanim matematického pojmu (,,concept image“) a formélnou definiciou (,,concept defini-
tion“), ¢o vedie k systematickym chybam. DalSie viskumy (napr. Artigue [1] Rasslan & Tall [2])
ukazuju, ze vyucba integralneho poctu casto prebieha bez dostatoé¢ného prepojenia na geomet-
rické, fyzikalne ¢i aplikované suvislosti, co obmedzuje porozumenie pojmu urcitého integralu. Z
didaktického hladiska je preto dolezité identifikovat konkrétne typy chyb, ktoré studenti robia,
analyzovat ich pocetnost, hladat ich pric¢iny a moznosti ich odstranenia.

Cielom tohto prispevku je analyzovat najcastejSie chyby studentov v ramci zapoctovych
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pisomnych prac z oblasti integralov a navrhniit odporicania pre zlepsenie didaktického pristupu.

2 Popis dat a ich analyza

2.1 Popis dat

Analyzovali sme pisomnu zapoctovu pracu z predmetu Matematika 2, ktoru pisalo 209
studentov Fakulty elektrotechniky a informatiky Slovenskej technickej univerzity v Bratislave.
Tito Studenti st zapisani na odbory Informacné a komunikacné technologie, Elektronika a
Robotika a kybernetika. Obsahom zapoctovej prace boli urcité a neurcité integraly. Predmet
Matematika 2 mé dotaciu prednaska 2 hodiny tyzdenne a cvic¢enie tiez 2 hodiny tyzdenne.

Zapoctové prace boli vo verziach A, B, C, D, F a F, pricom mohli studenti ziskat max.
20 bodov.

V kazdej skupine boli 4 tlohy, a to:

1. tloha — obsahovala 4 jednoduché integraly, spolu za 4 body

2. uloha — skupiny A - D: 1 integral riesitelny pomocou rozkladu na parcidlne zlomky, skupiny
E a F: 2 integrély, jeden riesitelny pomocou doplnenia na stvorec typu ,In+arct* (4 body)
a jeden s jednoduchou goniometriou (2 body)

3. tloha - 1 integrdl zamerany na rieSenie pomocou substitucnej metédy (skup. A, B, F: 5
bodov, skup. C, D, E: 4 body)

4. uloha - 1 integral zamerany na rieSenie pomocou metddy per partes (skup. A, B, F: 5
bodov, skup. C, D, E: 6 bodov)

Pri analyze dat sme okrem skupiny pisomnej prace brali ohlad aj na statnu prislusnost
Studentov, a to z dovodu vysokého zastiipenia studentov z Ukrajiny. Zaujimalo nés, ¢i sa v ramci
chyb slovenskych a ukrajinskych studentov budu vyskytovat vyraznejsie rozdiely. Z celkového
poctu 209 studentov bolo 127 zo Slovenska, 68 z Ukrajiny a 14 z inych krajin (Ruské federacia,
Bielorusko, Srbsko a i.).

2.2 Analyza dat

Uloha 2.1 mazimdlny mozng bodovy zisk: 4
priemerny bodovy zisk: 3, 43 (85,8%)
priemerny bodovy zisk SR : 3, 41
priemerny bodovy zisk UA: 3, 45

Najcastejsie sa vyskytujicou chybou je chyba pri jednoduchom integrovani, t.j. chyba v tej
casti prikladu, kedy uz staci iba pouZit integracny vzorec. Takéto chyby robili aj studenti, ktori
zvladli nasledujice priklady vyZadujice ndarocnejsie integracné metody. Prevazne sa tu vyskyto-
vala chyba integrovania cez prirodzeny logaritmus v ulohdch typu

1
/—; aceRANa#1
xa

a nespravne integrovanie konstanty. Okrem drobngch numerickych chyb, chyb z nepozornosti,
zlého krdtenia a rozdelenia zlomkov alebo vyhodnotenia funkcngch hodnot goniometrickijch funk-
cit sa s vysokou mierou viskytu objavuji chyby pri praci s raciondlnym exponentom (a taktieZ
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druh chyby pocetnost pocetnost pocetnost pocetnost
vyskytu  vyskytu  vyskytu = vyskytu
(abs.) (v%) SR (v%) UA(v %)

chyba v jednoduchom integrovani 50 23,9 244 23,5
mala chyba (numerickd, znamienko a pod.) 36 17,2 19,7 13,2
chyba pri praci s rac. exponentom 33 15,8 16,5 14,7
+/-c 24 11,5 13,4 8,8
nezvladnutie 1-ného z integralov 21 10,0 9,4 11,8
chyba v dosadeni hranic urcitého integralu 12 5,7 3,9 10,3
nezvladnutie 2-ch integralov 3 14 1.6 1,5

Tabulka 1: Pocetnost chyb v 1. tlohe

aj problém so scitanim 2-ch zlomkov). Tito skutocnost bude do budicna potrebné zohladnit v
ramct uvodnyjch opakovacich matematickych kurzov a taktieZ v ramci matematickych doucovant,
ktoré nas ustav zabezpecuje.

Co sa tyka porovnania slovenskijch a ukrajinskijch studentov, vijraznejsi rozdiel pozorujeme
v polozke malych chyb, ktorych robili ukrajinski studenti menej, mali vsak vdcsi problém s do-
sadzanim hranic pri urcitom integrali.

Uloha 2.2 mazimdlny moing bodovy zisk: 6
priemerny bodovy zisk: 3, 41 (56,8%)
priemerny bodovy zisk SR : 3, 26

priemerny bodovy zisk UA: 3, 79

V skupindch A aZ D bol v 2. tlohe jeden integrdal riesitelny pomocou rozkladu na parcidlne
zlomky. Test so skupinou A aZ D malo 138 studentov a najcastejsou chybou bol v tomto pripade
nesprdavny rozklad integrandu na parcidlne zlomky (pocet vyskytov: 29). Dalej Studenti zvolili
nespravny postup a k rozkladu na parcidlne zlomky sa ani nedostali, alebo neuviedli Ziaden
vypocet (pocet vyskytov: 28). Tretou najcastejsou pricinou neispechu bol sice spravne zvlddnuty
rozklad na parcidlne zlomky, ale nedointegrovanie alebo nespravne zintegrovanie rozloZeného
integrandu (pocet vyskytov: 18).

Test so skupinou E alebo F malo 71 Studentov. V skupindch E a F mali studenti vyriesit 2
integraly. Prvy bolo potrebné v menovateli upravit na stvorec a viedol k rieseniu typu ,In+arctg”
Mazximalny bodovy zisk zan boli 4 body. Druhy priklad bol jednoduchy integrdl s goniometrickymi
funkciami, za ktory mohli studenti ziskal najviac 2 body.

Prave prvy z uvedenych prikladov robil studentom problémy, najcastejsie studenti volili ne-
spravny alebo Ziadny postup (pocet vyskytov: 53). Iba 8 studentov ziskalo 5 aZ 6 bodov, co je
mdlo cez 11%, zatial co v skupindch A aZ D ziskalo 5 aZ 6 bodov 42 studentov, ¢o je mdlo cez
30%. Do budicna bude zrejme potrebné sa viac zamerat na tento typ prikladov.

Medzi chybnymi rieseniami slovenskych a ukrajinskych Studentov sme nespozorovali vij-
raznejsie odchylky, ukrajinski studenti vsak boli v rieSeni tejto ulohy tuspesnejsi.

Uloha 2.3 mazimdlny mozny bodovy zisk: 4 (C, D, E)/5(A, B, F)
priemerny bodovy zisk: 2,28/2,81 (57,0%/56,2%)

priemerny bodovy zisk SR : 2,29/2,95

priemerny bodovy zisk UA: 2,36/2,83
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druh chyby pocetnost pocetnost pocetnost pocetnost
vyskytu  vyskytu  vyskytu  vyskytu
(abs.) (v%) SR (v%) UA(v %)

nespravny alebo ziaden postup 32 15,3 13,4 11,8
nespravny vyber integracnej metody 31 14,8 14,2 14,7
mald chyba (numerickd, znamienko a pod.) 24 11,5 14,2 8,8

nespravny postup v tupravach

(napr. rozdelenie stétu pod odmocninoua pod.) 20 %0 10,2 10,3
spravne zvolena metoda, nespravny vypocet 18 8,6 9,4 8,8
nespravny rozklad stucinu v integrali 5) 2,4 3,1 1,5
nedokonceny vypocet 3 1,4 1,6 1,5

Tabulka 2: Pocetnost chyb v 3. tilohe

Kazdd skupina mala v 3. tlohe 1 integral zamerany na integraciu pomocou metédy substi-
tucie. Okrem najcastejsej chyby, kedy studenti volili iplne nespravny alebo Ziadny postup, bol
velkym problémom viber vhodnej integracnej metody. AZ 31 studentov sa snazZilo dané priklady
vyriesit pomocou metody per partes, co ale neviedlo k spravnemu vysledku, a v postupe sa bud
pomylili, alebo priklad nedoriesili.

Okrem malych chyb napr. z nepozornosti studenti pouzivali nespravne upravy ako rozdelenie
suctu pod odmocninou na siucet dvoch odmocnin alebo rozklad sucinu v integrali na siucin dvoch
integralov.

Medzi rieseniami (¢i uzZ spravnymi alebo chybngmi) slovenskych a ukrajinskych studentov
sa nevyskytli vyraznejsie rozdiely, ukrajinski studenti robili menej malych chyb.

Uloha 2.4 mazimdlny mozny bodovy zisk: 6 (C, D, E)/5(A, B, F)
priemerny bodovy zisk: 2,75/2,93 (45,8%,/58,6%)

priemerny bodovy zisk SR : 2,70/2,89

priemerny bodovy zisk UA: 2,94/3,28

druh chyby pocetnost pocetnost pocetnost pocetnost
vyskytu  vyskytu  vyskytu = vyskytu
(abs.) (v %) SR (v %) UA(v %)

maléd chyba (numerickd, znamienko a pod.) 56 26,8 22,8 36,8
chyba v per partes 50 23,9 26,7 19,1
nespravny alebo ziaden postup 36 17,2 16,5 16,2
nespravny rozklad sucinu v integrali 15 7,2 7,1 5,9
nedokonceny vypocet 14 6,7 4.7 8,8
chyba v jednoduchom integrovani 9 4.3 3,9 4.4
chybne zvolena metdda 3 1,4 1,6 1,5

Tabulka 3: Pocetnost chyb v 4. tlohe

KazZda skupina mala v 4. ulohe 1 integrdl zamerany na integraciu pomocou metody per
partes. V skupindch C, D, E bolo potrebné per partes pouzit 2x, v skupindch A, B, F stacilo 1x.
Studenti robili najcastejsie malé chyby ako zabudnuty koeficient, zdtvorka alebo zlé znami-
enko, dalej nespravne pouzivali metodu per partes (najcastejsie sa stavalo, Ze obe zloZky zde-
rivovali, prip. zintegrovali). Tak, ako aj v 8. tlohe, rozkladali sicin v integrdli na sicin dvoch
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integralov. Vyrazne menej casto sa tu vsak vyskytuje chyba z dovodu nesprdvne zvolenej inte-
gracnej metody, co nam len potvrdzuje doterajsie skiusenosti, Ze studenti maju tendenciu pouZivat
ovela castejsie metodu per partes nez substiticiu bez ohladu na vhodnost jej pouZitia.

3 Navrhy na skvalitnenie vyuky

V réamci tvodnych opakovacich kurzov a poskytovanych doucovani sa viac zamerat na:
e pracu s raciondlnym exponentom

e pracu s goniometrickymi funkciami

o operacie so zlomkami, kratenie v zlomkoch

V ramci prednéasok a cviceni z predmetu Matematika 2 a v rdmci poskytovanych doucovani
sa viac zamerat na:

e integrovanie pomocou vzorcov
 rieSenie integralov lomenej racionédlnej funkcie typu ,In+arctg”

e vhodny vyber integracnej metdédy a sucin v integrali

Zaver

Vysledky analyzy chyb studentov v pisomnych zapoctovych pracach z oblasti integralov
poukazuju na niekolko klticovych problémov, ktoré ovplyviuju uspesnost studentov. Medzi
najcastejsie chyby patri nespravny vyber integracnej metédy, nepozornost pri vypoctoch, a
problémy s aplikovanim zékladnych integracnych metdd, ako je substiticia a per partes. Dalsim
vyraznym problémom si nedostatocné vedomosti z oblasti stredoskolskej matematiky.

Rozdiely medzi slovenskymi a ukrajinskymi Studentmi neboli vyrazné a podrobnejsie ich
analyzujeme v prispevku.

Na zaklade zisteni navrhujeme zamerat sa na posilnenie vyucby, avodnych kurzov a douco-
vani v oblastiach ako praca s racionalnymi exponentami, goniometrickymi funkciami, operacie
so zlomkami a spravny vyber integra¢nych metéd. Implementacia tychto zmien moze viest k
zlepseniu porozumenia a uspesnosti studentov v oblasti integralneho poctu.
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Abstrakt: In an earlier work, mathematics and statistics learning support (MSLS) service
was considered as an agent providing effective feedback which should be an integral part of
the process of learning mathematics. The conclusion was that MSLS provision perfectly fits
within constructivist approach to feedback and should be promoted with this perspective.
In this paper, we first recall the main challenges to MSLS provision. Then we include some
sustainability strategies and real world examples of MSLS service developments. Finally, we
introduce the concept of “right to an effective feedback” that could be an option how to promote
the perspective of MSLS as and integral part of a university.

Klicova slova: mathematics and statistics learning support, constructivist approach to fe-
edback, learner-centred feedback, feedback as a part of the learning process, right to an effective
feedback

1 Introduction

The paper is a continuation of the conference paper [6] titled “Mathematics and Statistics
Learning Support and the Power of Feedback” The preceding paper was concluded by the
following invitation to act: “We should push forward the cultural shift in the views held of
MSLS centres by universities and by the centres themselves to ensure that MSLS services play
their full role in universities.”

In this paper, we continue with the idea of the view of MSLS as an integral part of the
learning process where feedback could be provided in an efficient way. In Section 2, we start
by identifying the challenges that many MSLS facilities all over the world are confronted with.
In Section 3, we continue by exploring the possibilities of overcoming those challenges and
promoting sustainability of MSLS services within the current MSLS framework. In Section
4, we present several examples of recent development of a MSLS provision. In Section 5, we
introduce the main concept of the paper, “right to an effective feedback.” Finally, we conclude
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by a new call for action.

2 Challenges to MSLS provision

The main idea of the paper [6] was that MSLS services have the potential to address the ne-
eds for effective feedback provision in learning mathematics. Practically, it means that, without
noticing it, universities and other higher education institutions have developed an environment
where all the requirements of the constructivist approach to feedback as described in [6] can be
fulfilled. The key part is “without noticing it.” Consequently, faculty or university managements
do not consider MSLS services being an integral part of the faculty or the university, which is
often reflected in the (lack of) institutional and/or financial support or even termination of the
services.

Further, it was mentioned in [6] that “the focus of MSLS tends to be on building mathema-
tical and statistical fitness, confidence and transferability, all with reference to specific courses
being taken by the students” That could be a kind of contradiction in some cases when the as-
sessment is oriented on mathematical performance rather than mathematical fitness. Students
then focus on exams, that is, performance only, and have little interest in building mathematical
fitness and confidence. Their motivation to seek feedback is limited and usually the feedback
itself does not continue beyond the task level (feedback about the task, or FT, see [6]).

Another statement in [6] says that “learning progress is measured by the learner’s satis-
faction, and that is the part where the learner’s feedback comes into action. It is very important
because it contributes to improvement of the quality of provided services, and to tutors’ learning
as well.” However, many students, especially in their first year, encounter the MSLS services
for the first time in their life. Usually, they are positively surprised that something like MSLS
is available, and give feedback that is mostly positive. Again, this could lead and often leads
to a paradoxical situations when tutors turn down invitations to training events because the
learners’ feedback is mostly positive, so “all is good” and there is no need to “waste time” on
training.

Let us summarise the challenges identified in the preceding paragraphs:

« How to motivate university management to consider MSLS services being an integral part
of the university?

« How to motivate students to seek feedback?

o How to motivate tutors to become more interested in professional development in the
form of regular training events?

It can be deduced from the text in this section that all three questions, representing serious
challenges, have the same foundation: it is the non-formality of the MSLS services. Recall the
definition of MSLS from [4]: MSLS can be defined as “any extra, optional, non-compulsory
programme or facility that assists students in developing mathematical and/or statistical con-
fidence and skills during their enrolled study in a degree course, whether undergraduate or
postgraduate, but with no credit associated with the learning support programme. Sometimes,
such learning support may be aligned with specific components of the degree course, but its
assistance is optional and supplementary to the designated activities of the programme atta-
ining credit towards a degree.” Since the MSLS services are extra-curricular, students are not
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obliged to use them, tutors are not interested in professional development, and university ma-
nagements do not feel any responsibility for developing or maintaining the services. Hence, we
observe another paradoxical phenomenon when the main strength, that is, the non-formality,
is at the same time the main weakness of the MSLS concept.

3 Sustainability strategies within the current MSLS framework

In this section we will reflect about how to achieve sustainability within the framework of
the MSLS concept as defined in [4].

The position of MSLS is usually based on understanding of benefits and impact of the MSLS
service by faculty or university management. It might also be based on the profit/cost ratio
in some cases. Therefore, it is important to collect evidence that the MSLS services actually
help students. There are graduates who would not have completed their degree without using
the MSLS, and it is good to ask them if they would be willing to write a brief testimony. It
should be pointed out that a university’s budget benefits from reducing students’ dropout rate.
Also, there is research literature available on such topics which could support understanding
the benefits of MSLS provision by the management.

University staff are often in the position that they have not enough time. To allocate more
time on MSLS for them, grant funding can be used to pay staff expenses. If money can be
sourced, or bid for, to create a deliverable outcome, which could be branded by the funder,
then staff might be more motivated to contribute or collaborate.

It is always helpful to have a good “track record” with funders who might have more sources
of money available in the future. One possibility is to informally contact the key decision-makers
at the funding agency with a project update. For example, to give evidence, if there is any, of
sustainability, impact and growth beyond the funding period.

Another motivator could be a system of professional development such as the Fellowship
of the Higher Education Academy (FHEA) scheme in the UK. In this sense, getting involved
with the sigma Network, a professional association for those working in (or with an active
interest in) mathematics and statistics support in higher education, was interesting for MSLS
practitioners in the UK. Attending and contributing to network meetings was a specific source
of evidence for meeting the professional standards required by the FHEA scheme.

A strong pre-requisite of success is having a group of motivated maths support “activists”
who could lead by example, and be prepared to work on behalf of the sector as a whole.
Sometimes only few people want to follow, but nevertheless the activism is rewarding for those
who are committed to their mission of supporting students on their learning journey.

Summary of the strategies for sustainability of an MSLS service within the framework of the
MSLS concept as defined in [4] could be formulated in one sentence: Convincing management,
students, tutors, funders, basically everybody including ourselves, the MSLS practitioners. Such
strategies can be more or less successful, which can be observed in the following examples.

4 Examples of success and decline of MSLS services

A rather successful example of sustainable MSLS service can be found at Coventry Univer-
sity in the UK. The MSLS facility called sigma Maths and Stats Support began in the early
1990s and has developed into a large and robust service. The services offered by the MSLS
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facility today include the following means of support [1]:

o Free access for students across all undergraduate and postgraduate degree programmes
as well as all research students needing help with mathematics or statistics;

o Large Maths and Stats Support Centre in the Library open for over 35 hours across 6
days a week during semester and reduced hours otherwise;

o One-to-one online support available for 25 hours per week for those who prefer this;

o Drop-in sessions with no bookings required, just walk in to the Maths and Stats Support
Centre or visit the sigma website and we will help;

+ One-to-one pre-booked appointments (online or in person) for mathematics if you require
more extensive support;

o Learning resources to take away and core textbooks for reference, covering a wide range
of topics in mathematics and statistics;

e Online workshops to revise and consolidate pre-university mathematical topics;
o Numerical Reasoning workshops;
» Statistics Advisory Service for students using statistics in their studies or research.

However, it should be noted that today’s success of the MSLS facility was based on the personal
efforts and long-term contribution and commitment of Professor Duncan Lawson who was at
the beginning of the sigma in 1990s and has been awarded Times Higher Award for his work
in the MSLS in 2011.

Another story of success with a different ending can be found at La Trobe University in
Australia. The paper [2] describes the expansion of a model of cross-disciplinary mathematics
support, entitled the Maths Skills Programme, that had grown to include a suite of programmes
for many and varied disciplines, accommodating diverse needs. Those Maths Skills Programmes
ranged from Physics, Chemistry and Biology through various programmes on topics in mathe-
matics and statistics to programmes like Nursing, Engineering, and Sports Biomechanics. The
paper presents a study based on data from 2010 to 2018 with a very positive and encouraging
outcomes. In Conclusion, it is mentioned that “the study has shown that the model of support
is sustainable, and adaptable to various disciplines” and that the “commitment became a suc-
cessful and rewarding way forward at our university and it was particularly appreciated by the
students.” However, currently there is no information about the Math Skills Programmes on
the university website which indicates that this successful programme is no longer available.

Similar situation happened at Masaryk University in Brno, the Czech Republic. The Maths
and Stats Support Centre under the Faculty of Economics and Administration was the first
MSLS facility established in the Czech Republic [3]. Even though the centre operated for years
and there is evidence that it helped students in accommodating their needs significantly, support
from the faculty management has been discontinued and the facility has been closed recently.

Further, there is anecdotal evidence of similar developments at other universities collected
in spring 2025 through conversations during sigma Coffee Mornings, informal online meetings
organised by practitioners connected with the sigma Network. Colleagues from the UK and
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Australia shared their experience with MSLS services being reduced, turned down or termina-
ted.

The preceding examples suggest how we should look at the current situation from a more
general perspective. The MSLS services established in line with the concept defined in [4] are
under pressure at many universities currently, and their position at universities is rather fragile
in general.

We recall that the position of MSLS is usually based on understanding of benefits and
impact of the MSLS service by faculty or university management. It might also be based on
the profit/cost ratio in some cases. However, the examples described above illustrate that such
approach is not sustainable. We, the practitioners, know that the MSLS services help students,
and we also know that there are graduates who would not have completed their degree without
using the MSLS. Some of the practitioners even might have collected evidence for that. There
might be calculations how much money it saves/brings to the university to prevent students
from dropping out. There is research published on such topics. However, there is nothing that
can stop managements from cutting down or terminating the MSLS provision, just because
MSLS services are extra-curricular, by definition.

5 Right to an effective feedback

We need to start looking at MSLS from a different perspective. The key question is: How
can we make MSLS an integral part of curriculum? We will reflect about how to transform the
concept of MSLS and all the related good practice into a part of the curriculum or the whole
system.

Some institutions have tried “embedding” the MSLS into courses or modules. Such embed-
ding could have various forms and outcomes that might be more or less positive, as reported in
the paper [5]. However, it is important to note that courses or modules can be redesigned and
the MSLS part could be cut away any time anyway. It follows that we need a stronger idea of
sustainability that does not depend on lecturers, departments, faculties or universities.

One of the options could be to consider feedback as an integral part of curriculum, or
higher education studies in general. We can call it “the right to an effective feedback.” If we
could somehow incorporate this “right” into academic culture and practice, we could then argue
that MSLS provides a suitable and natural environment where this “right” could be fulfilled
for those learners who need personal, specific, tailored feedback.

There were several open questions raised in the report [5], one of them being: “Should
one-size fit all?” The answer comes naturally, one size does not fit all. For many students
automated feedback provided through an LMS, a computer aided assessment system or even a
sort of Artificial Intelligence would be the most effective, or effective enough. However, there
will always be learners who need something else, in particular, personal feedback by a human
tutor. That is where the “the right to an effective feedback” should be applied and where we,
MSLS support practitioners and the networks like sigma Network or Pi Network, can and
should contribute by providing effective feedback and the means for professional development.

Another open question is: “Will students use their right to an effective feedback? If they
do, how?” It is obvious that different students can choose different approaches, depending on
their motivation to seek feedback. As we observed in Section X, such motivation is often limited
due to the discrepancy between learning goals and the content of exams. The situation could
be improved by delegating more responsibility for their learning on students. That could be

111



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2025

promoted by engaging them in defining their learning goals. If we continue in this direction,
it might lead to the need for personalised learning goals tailored to individual students. Con-
sequently, forms and milestones of assessment or evaluation of students performance should be
reconsidered.

Conclusion

We conclude by claiming that the conclusion of the preceding paper [6] remains valid:
“MSLS provision perfectly fits within constructivist approach to feedback and should be pro-
moted with this perspective.” This perspective should be accepted within the context of the
role of MSLS in students’ learning in general as proposed in this paper, that is, the provider
of personal, specific, tailored and effective feedback. However, such role should be defined for-
mally in the academic hierarchy on a level that is higher than the university level. To achieve
this, we should push forward the cultural shift in the views of learning goals and assessment by
academia as a whole: by education authorities, university managements, lecturers and students.
Professional networks of MSLS practitioners like sigma Network or Pi Network should play a
crucial role in this cultural shift.
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