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VézZené kolegyné, vaZeni kolegové,

navazujeme na lorisky roénik obnoveného tradi¢niho semindfe Moderni matematické me-
tody v inZenyrstvi. Organizacni Stafetu v minulém roce prevzala po Katedfe matematiky a
deskriptivni geometrie na Fakulté strojni Katedra matematiky na Fakulté stavebni, Vysoka
Skola bariskd - Technickd univerzita Ostrava, kterd letos pofdda 29. ro¢nik seminéfte.

Seminaf bude probihat v malebném prosttedi Beskyd v Celadné. Seminé# je rozdélen do
dvou sekci: Matematika a jeji aplikace, hlavni pfednasku pod nazvem "Skalovatelné prav-
dépodobnostni aproximace" prezentuje kolega Lukas Pospisil, a Vyuka a didaktika mate-
matiky, hlavni pfednasku pod ndzvem "Matematikou k bohatstvi a slavé! Vzestupy a pady
¢eskych aktuarskych matematiki" prezentuje kolega Jan Kottilek.

Seminéfe se zGcastni 40 pracovniki vysokych gkol v Ceské republice (Vysokd gkola bati-
ska - Technicka univerzita Ostrava, Vysoké uceni technické v Brné, Masarykova univerzita,
Univerzita Palackého v Olomouci, Univerzita Tomése Bati ve Zliné, Univerzita obrany, Ji-
hoteska univerzita v Ceskych Bud&jovicich, Vysoka &kola technické a ekonomicka v Ces-
kych Budéjovicich). Tento sbornik bude k dispozici jesté pfed zahdjenim seminate a bude
naddle umistén na webové strance: konference3mi.vsb.cz

Véfime, Ze seminai bude vhodnou pfileZitosti v ptatelském prostfedi sdilet své zkuSenosti
a ukézat, ¢im se v matematice a didaktice matematiky zabyvame.

V Ostravé, 21. 5. 2024

Programovy a organiza¢ni vybor


http://konference3mi.vsb.cz/
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APLIKACNI ULOHY NA VYUZITI EXPONENCIALNICH FUNKCI

BERANKOVA Eliska

Univerzita Palackého v Olomouci, Katedra algebry a geometrie, 17. listopadu 1192, Olomouc,
77900
e-mail na hlavniho autora: eliska.berankova0l@upol.cz

Abstrakt: Tento c¢lanek se vénuje tématu exponencialnich funkci a zejména pak aplikacnim
uloham, ve kterych lze znalosti o exponencialnich funkcich vyuzit. Inspiraci pro tento clanek
byly staze absolvované ve Svédsku a poznani nového pohledu na to, jak o exponencialnich funk-
cich uvazovat. V prvni ¢asti ¢lanku je predstavena definice exponencialni funkce ze Svédského
pohledu a druhé ¢ast je vénovana samotnym aplika¢nim tlohdm. Prezentované ilohy pochazeji
ze Svédskych ucebnic a zavérecnych testi a tematicky zasahuji do mnoha oblasti.

Klicova slova: exponencidlni funkce, vyuka exponencialnich tloh ve Svédsku, aplikacni tlohy

Uvod

Béhem svého doktorského studia jsem meéla moznost vyjet na dvé kratkodobé staze do
Svédska. V ramci projektu Pregradusl jsem v roce 2022 stravila tyden na University of Uppsala a
prostiednictvim programu Erasmus+ jsem letos na jare vycestovala na dva tydny na University
of Linkoping. Cilem stazi bylo poznat Svédsky vzdélavaci systém a zejména pak, vzdélavani
budoucich uéiteli matematiky.

V prubéhu stazi jsem navstévovala prednasky a cviceni na univerzitach, ale i vyucovaci
hodiny na stfednich skoldch (Katedralskolan v Uppsale a Linkopingu). Na hodindch jsem si
viimla, Ze ve Svédsku definuji exponencilni funkci jingm zptisobem, nez jak je zvykem u nés.
V prvni ¢asti tohoto prispévku bych rada tento Svédsky princip predstavila a v druhé casti
uvedu nékolik Tesenych i nefesenych aplikac¢nich tloh na vyuziti exponencidlnich funkei, které
meé zaujaly ve svédskych ucebnicich a zavérecnych testech z kurzti matematiky.

1 Jak definovat exponenciilni funkci?

V ramci pripravy tohoto ¢lanku jsem prosla vétSinu ucebnic, které se vyuzivaji k vyuce
matematiky na strednich Skolach ( [6], [7], [8], [14], [16]). Exponencidlni funkce je v téchto
ucebnicich definovana v mensich obménach nasledovné.
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Definice 1. Exponencidlni funkce o zdkladu a je funkce na mnoZiné R vyjadrend ve tvaru

Yy=a,
kde a je kladné celé cislo rizné od 1.

Oproti tomu najdeme ve svédskych stredoskolskych ucebnicich definici exponencidlni funkce
v nasledujicim tvaru.

Definice 2. Funkce typu y = C - a®, kde C a a jsou konstanty (a > 0 a a # 1), se nazgvd
exponencidlni funkce.

C' meéni y—ovou souradnici priseciku s osou y a a je faktor zmény ( [2], str. 212-213; [3],
str. 107).

K této definici je pridan jesté dodatek s vysvétlenim:
y ... soucasna hodnota
C'... pocatecni hodnota
a ... faktor zmény
a” ... faktor celkové zmény

Tim, Ze se v predpisu exponencialni funkce objevuje hodnota C', ziskdvame moznost mnoha
aplikaci této funkce, coz mizeme vidét na tlohach uvedenych v druhé kapitole.

Obdobné jako ve svédskych ucebnicich je definovana exponencialni funkce i v kurzu mate-
matiky v ramci mezinarodniho programu IB, ¢ehoz jsem si vSimla béhem absolvovanych hodin
na Katedralskolan. Déle dle bakalarské prace ( [15], str. 33) je exponencidlni funkce definovdna
s koeficientem ¢ (viz Definice 3) i v rakouskych ucebnicich, kde se tento koeficient objevuje
dokonce i v definici mocninné funkce.

Definice 3. Ezponencidlni funkce f: A — R je definovana vztahem:

flz)=c-a",
kde c € R* =R\ {0},a € R

V ¢ceskych stredoskolskych ucebnicich matematiky ( [7], [14], [16]) se setkdvame s aplikac-
nimi tlohami z oblasti fyziky (zavislost tlaku vzduchu na nadmotiské vysce), chemie (piiklady
na polocas rozpadu) a biologie (rychlost mnoZeni bakterii). Tyto tlohy se ve vice ¢i méné ob-
ménéné podobé v jednotlivych ucebnicich opakuji a nékdy se zde vyskytuje i pojem pocatecni
hodnota, ale ve zbytku kapitol se s timto pojmem dale nepracuje. Ostatni priklady v kapito-
lach vénovanych exponencidlnim funkcim se zaméruji zejména na konstrukei grafu k zadanému
predpisu exponencidlni funkce. Dale miizeme najit aplika¢ni tlohy na exponencialni funkce v
ramci kapitol vénovanych finanéni matematice.

Nejvétsi mnozstvi aplikacnich dloh nabizi u¢ebnice Didaktika matematiky [8], kde najdeme
celkem 10 tloh. Mezi nimi jsou tu tilohy s mnozenim bakterii, radioaktivitou, vakuovou pumpou,
ale nové se tu setkdvame s tlohou o rostoucim mnozstvi stromi v lese.

V ucebnici Matika pro spoluzdky [6] je exponencidlni funkce zavedena jako v Definici 1, ale
muzeme zde najit aplika¢ni tlohu tykajici se sifeni informaci. V zadani této tlohy si mizeme
v§imnout pouziti stejného piedpisu, jaky vyuzivaji ve Svédsku pii definovini exponencidlni
funkce. Nicméné v tloze neni vysvétleno, pro¢ maji zaci vyuzit pravé tento vztah.
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Priklad 1. V klubu prdtel se nachdzi 256 clenu. Na tajné schizi byla ctyrem clendm sdélena
velmi prekvapujici informace. Za jak dlouho se tuto informaci vsichni dozvédéli, pokud vis, Ze
preddni informace z jedince na jedince trvd 3 minuty? Pro vypocet pouZij vzorec N = Ny - 2¢,
kde Ny je pocatecni pocet lidi, kteri informaci znaji, a t pocet ,rozmnozZeni“ informace. Vyres

graficky ( [6], str. 144).

2 Aplika¢ni tlohy

Druhym cilem tohoto ¢lanku je uvést priklady nékolika aplikacnich tloh k tématu exponen-
cidlnich funkci. Uvedené tlohy mé zaujaly zejména svou aktudlnosti (napt.: pandemie Covid-19
nebo dusledky rybolovu) a propojenim konceptu exponencidlni funkce s realitou, ve které stu-
denti ziji. Motivaci pro pouziti téchto aplikacnich tloh ve vyuce exponencialnich funkei mohou
byt i vystupy z RVP pro gymnézia a odborné stredni skoly, které jsou popsany nasledovné:
wzak modeluje zavislosti realnych déji pomoci znamych funkei a fesi aplikacni tlohy s vyuzitim
poznatki o funkeich“ ( [4], str. 24) a ,zak Tesi redlné problémy s pouzitim [...] funkei zejména
ve vztahu k danému oboru vzdélani“ ( [5], str. 40).

Sttedoskolské vzdélavani ve Svédsku je tifleté. Jako student si miZete vybrat ze 6 studijnich
programt, po kterych se predpokldda ndsledné studium na univerzité (P¥irodni védy, Bussiness
Management a Ekonomie, Humanitni védy, Socidlni védy, Technické studium, Uméni) a z dalsich
12 prakticky zamérenych oboru ( [13], str. 3-4).

Matematika se na stiedni skole vyucuje celkem v 5 kurzech/predmétech, pricemz nékteré z
nich mohou byt studovany soucasné v jednom skolnim roce. Kazdy obor ma dan pocet kurzi,
které musite z matematiky béhem triletého studia povinné absolvovat. Kurzy 1-3 jsou dale roz-
déleny na 3 drovné, od nejlehéi (a) po nejobtiznéjsi (¢). Matematika na trovni a je vyucovana
na prakticky zamérenych oborech, zatimco tirovné b a ¢ je urcena pro studenty jmenovanych
6 obort, kteri budou pravdépodobné pokracovat ve studiu i po ukonceni stiedni skoly. Poku-
sime se studium matematiky vysvétlit na nejcastéji voleném studijnim programu, kterym jsou
Prirodni védy. Pokud si zak zvoli toto studium, musi povinné absolvovat 3 kurzy matematiky
na urovni c. Tedy kurzy lec, 2¢ a 3c. Déle si mtze zvolit kurzy 4 a 5 jako povinné volitelné
predméty ( [9]).

Exponencidlni funkce jsou zavedeny uz v prvnim kurzu a néasledné procvicovany v kurzech
2b a 2¢ ( [1], [2], [3]), po nichz nésleduje celostatni zavérecna zkouska z niz jsem vybrala nékteré
z nize uvedenych priklada. Dalsi aplikacni tlohy, které jsem vybrala, pochézeji ze svédskych
ucebnic (16 a 1c¢). Ulohy jsem pielozila do eStiny a nékteré jsem upravila tak, aby bylo mozné
je pouzit v ¢eském prostiedi. Na zacatek uvedu 3 fesené priklady a déle pak najdete dalsi tlohy,
u kterych uvadim spravné odpovédi.

Priklad 2. ([10], str. 3) V ¢ervnu roku 2000 byl zakoupen druzstevni byt za 850 000 K¢. Stejny
byt byl v cervnu roku 2011 proddn za 1,6 milioni K¢. Predpokladejme, Ze rocni procentudlni
ndrust byl po celou dobu stejné velky. Vypocitejte rocni procentudlni ndriust hodnoty druzstevniho
bytu.

Uvedu zptisob feseni podle toho, jak by postupovali svédsti studenti.
C' = pocétecni hodnota (puvodni cena bytu v K¢)

y = nova hodnota (aktudlni cena bytu v K¢)
a = faktor zmény
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xr = Cas (pocet let)
Dosadime udaje, které zname ze zadani.

C' = 850000
y = 1600000
xr = 2011 — 2000 = 11

Nyni dosadime do predpisu exponencialni funkce:

1600000 = 850000 - a**
1600000

850000
1,882 =qa'!

a= /1,882
a = 1,059

Cilem ulohy je vypocitat ro¢ni procentualni nartist hodnoty, takze z a neboli faktoru zmény
musime jesté ziskat pocet procent. Ve Svédsku se toto uc¢i nasledovneé:

a-100 — 100 = 1,059 - 100 — 100 = 105,9 — 100 = 5,9%
Odpovéd: Procentni nartist ceny je o 5,9 % roc¢né.

Piiklad 3. ( [11], str. 2) Nejuétsi zvite, které kdy na zemi existovalo je plejtvik obrovsky.
Béhem poslednich let drasticky klesl jejich pocet z divodu rybolovu. V roce 1900 Zilo v ocednech
priblizne 239 000 plejtvdki a o sto let pozdeji byl jejich pocet 2300. Predpokldidejme, Ze jejich
pocet klesa exponencidlne. 'V jakém roce poprvé klesne pocet plejtviku obrovskijch pod 200, pokud
jich bude ubgyvat stdle stejnym tempem?

Podobné jako u predchoziho prikladu nejdiive popiseme veskeré zadané hodnoty.

C' = pocatecni hodnota (puvodni pocet plejtvaki)

y = vyslednad hodnota (pocet plejtvaki k roku 2000)
a = faktor zmény

x = pocet let

Nyni doplnime hodnoty, které zname.

C' = 239000
y = 2300
x = 2000 — 1900 = 100

Nejprve potirebujeme vypocitat tzv. faktor zmény a teprve pak budeme hledat odpovéd na
otazku. Dosadime znamé hodnoty do predpisu exponencidlni funkce.

2300 = 239000 - '*°
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2
300 _

239000

w0/ 2300
a =
239000

a = 0,9546

Nyni se vratime k otazce. Mame zjistit, kdy klesne pocet plejtvakt pod 200. Tuto hodnotu
dosadime za y a budeme pocitat neznamou z. Nasleduje reseni nerovnice:

200 > 239000 - 0, 9546

200
— 46"
239000 0,9546
200
| =1 46"
og 539000 og 0,9546
200
I =1z -log 0. 9546
%8 939000 BT
xr = %
log 0, 9546

z=152,5 = 153

Déale musime interpretovat vysledek. Pocitali jsme s poc¢atecni hodnotou z roku 1900 a vyslo
nam, ze pocet plejtvaki obrovskych klesne pod 200 po 153 letech od roku 1900.

Odpovéd: Pocet plejtvakt obrovskych klesne pod 200 v roce 2053.

V této tloze mizeme postupovat i jinak. Po dopocitani faktoru zmény mizeme v dalsim
vypoctu zvolit za poc¢atecni hodnotu pocet plejtvaki v roce 2000.

Priklad 4. ( [12], str. 4) Proni model pocitace od zndamé firmy vyrdbéjici pocitace byl vydrazen
v roce 2013. 'V souvislosti s drazbou byla v novindch otisténa ndsledujici zprdva:

,Cena pocitace se tisicindsobné zvysila od doby, kdy byl pruné prodan v roce 1976. Pocitac
rucné vyrobili dva zakladatelé spolecnosti, Steve Jobs a programdator Steve Wozniak, doma v
Jobsové gardzi. “

Podle novinového oznameni byl pocitac v roce 2013 vydrazen za cenu, kterd byla tisickrdt
vySsi neZ puvodni cena pocitace v roce 1976. Predpokladejme, Ze procentudlni narist ceny byl
kazZdy rok stejny. Vypocitejte rocni procentudlni ndrist ceny pocitace.

C = puvodni cena
Yy = nova cena

a = faktor zmény
x = pocet let

Vzhledem k tomu, ze ptvodni ani vyslednou cenu nezname, mizeme si za pocatec¢ni hod-
notu dosadit 1, a protoze vime, Ze vyslednd cena pocitace byla tisickrat vyssi, tak ji snadno
dopocitame.

C=1
y = 1000
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x = 2013 — 1976 = 37
Nyni dosadime do predpisu exponencialni funkce.

1000 =1 - a*"
1000 = a*”
a = ¥/1000
a=1,205
1,205 - 100 — 100 = 120, 5 — 100 = 20, 5%

Procentualni narust ceny pocitace byl o 20, 5% roc¢né.

Priklad 5. ( /2], str. 215) Funkce f(x) = 35500 - 1,015 popisuje Viktoriv mésicni plat v
korundch, kde x je pocet let ode dneska. Funkce plati pet let.

a) Jakd bude vyse Viktorova platu za pét let?
b) Jaky ma Viktor plat dnes?
c) O Kolik procent se Mikolajovi zvysuje kaZdorocné plat?
Odpovédi: a) 38244 K¢, b) 35500 K¢, ¢) Mikolajovi se zvySuje kazdoro¢né plat o 1,5 %.

Priklad 6. ( [2], str. 215) V roce 2021 si Terka koupila nové auto. Zdroven se docetla, Ze se
ocekdva pokles hodnoty vozu podle funkce f(x) = 240000 -0,85%, kde = je pocet let po roce 2021.

a) Kolik stdl novy viz?

b) Vysvétlete, co znamend f(3) = 170000.

¢) O kolik procent se kazZdorocné méni hodnota vozu?

d) Na kterou otdzku lze odpovédét vztahem 240000 - 0, 85% < 100000

Odpovédi: a) 240000 K¢, b) Hodnota auta bude po 3 letech 170 000 K¢., ¢) Hodnota vozu
klesé kazdoroéné o 15%., d) Po kolika letech klesne hodnota vozu pod 100 000 K¢?

Priklad 7. ( [1], str. 223) Podle prizkumu klesd hodnota horského kola po koupi o 13 % rocné.
Nové horské kolo stoji 28 000 K¢.

a) Sestavte predpis funkce, ktery bude vyjadrovat hodnotu horského kola x let po jeho koupi.
b) Jakd je hodnota kola po 4 letech?
Odpoveédi: a) f(z) = 28000 -0,87%, b) 16 041 K¢.
Priklad 8. ([1], str. 223) Zisk spolecnosti je 15 milioni K¢.

a) Urcete predpis funkce, kterd uddvd zisk v milionech K¢ po 1 roce, pokud se zisk kazdy rok
20yst 0 20 %.

b) Urcete f(2) a vysvétlete, co jste vypocitali.

10
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c) Kolik let bude trvat, nez se zisk firmy zdvojndsobi?

Odpovedi: a) f(z) = 15-1,2% b) f(2) = 21,6 miliont K¢. Vypocitali jsme zisk spole¢nosti
po druhém roce. c) 4 roky.

Priklad 9. ([1], str. 227) Ve mésté s 25 500 obyvateli exponencidlné roste pocet lidi nakaZengjch
infekcni chorobou. O stejny pocet procent vzrostl pocet nakaZengch dva tydny po sobée. Pocet se
2vysil z 2365 na 2760 za dva tydny. O kolik procent se zvysil jejich pocet za tiyden?

Odpovéd: Pocet nakazenych se za tyden zvysil o 8%.

Priklad 10. ( /1], str. 228) Helena koupila akcie za 5 000 K¢ a kdyZ je chtéla o tri mésice
pozdéji prodat, hodnota jejich akcii cinila 3 200 K¢. Jaky byl priumérny pokles ceny akcii za
mésic?

Odpovéd: Prumérny pokles ceny akcii byl o 14% za mésic.

Priklad 11. ( [1], str. 228) Umélec md v soucasné dobé nekolik sledujicich na socidlnich sitich.
Predpokldddme, Ze se jejich pocet zvysuje mésiéné o stejné procento. Funkce f(a) = 20000 - a®
uddvd pocet sledujicich za tri mésice, kde a je faktor zmeny za mésic.

a) Kolik md umeélec sledujicich dnes?
b) Urcete f(1,25) a interpretujte svou odpovéd.
c) Vyreste rovnici f(a) = 100000 a interpretujte odpovéd.

Odpoveédi: a) 20 000, b) f(1,25) = 39063, Umélec bude mit 39 063 sledujicich za mésic
a ¢tvrt (za 5 tydnu)., ¢) Umélec by mél 100 000 sledujicich za 3 mésice, pokud by prumérny
narust sledujicich byl o 71% mésicné.

Ve §védskych ucebnicich se ¢asto pracuje s porovnavanim linearniho a exponencidlniho
rustu a poklesu, jak mtizeme vidét na nasledujicich tlohach.

Priklad 12. ( [1], str. 231) Teplota kdvy v termosce se casem sniZuje. Po naliti kdvy do
termosky je teplota kdvy 95°C.

a) Napiste predpis funkce pro urceni teploty kdvy, pokud klesne o 5°C za hodinu.
b) Napiste predpis funkce pro teplotu kdvy, pokud klesne o 10% za hodinu.
¢) Ktery vzorec podle vis nejlépe popisuje realitu? Proc¢ si to myslite?

Odpovédi: a) f(z) = 95 — 5z, kde z je pocet hodin, b) g(z) = 95 1£° = 950,895, kde x
je pocet hodin, ¢) Moznost diskuse a experimentalniho ovéreni.

Priklad 13. ( /1], str. 230) Existuji dvé rizné funkce pro pocet ndvstévniki v zoo. Nezndmd x
oznacuje pocet let.

Funkce A: f(z) = 40000 4 12000x

Funkce B: g(z) = 40000 - 1, 2"

a) Kolik navstévniki je dnes v zoo?
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b) Kterd z funkci je exponencidlni? Vysvétlete, co predpis funkce znamend?
c) Vysvétlete, co znamend druhy predpis funkce?
d) Podle které funkce prijde do zoo za 5 let vice ndvstévniki?

Odpovédi: a) 40000 navstévniki, b) Funkce B. Predpis funkce k4, ze ze kazdy rok prijde
do zoo o 20% navstévniku vice., ¢) Funkce A tiké, ze kazdy rok se zvysi pocet navstévniku o
12 000., d) Podle funkce A.

Ve svédskych ucéebnicich mé dale zaujaly tlohy, kde musi zaci k danému predpisu sami
vymyslet situaci ze zivota. Tato tloha nabizi opravdu velké mnozstvi moznych odpovédi a zaci
na ni mohou prokazat, nakolik rozumi exponencidlnim funkcim a jejich propojeni s realnymi
situacemi.

Priklad 14. ( [2], str. 216) Uvedte svij vlastni priklad situace, kterd:
a) je popsana vztahem y = 12000 - 1,015
b) je popsdina vztahem 6000 = ¢ - 0, 95%

Mozné odpovédi: a) V tomto piipadé se jednd o néartst poc¢ateéni hodnoty a muzeme zde
uvazovat napriklad o sporeni penéz, o nartistu poctu lidi nebo turistd ve mésté, o poctu proda-
nych listki do kina nebo o vzristajicim poctu lidi, kteri jezdi do prace na kole. b) Druhy ptiklad
ukazuje naopak pokles poc¢atecni hodnoty a zde mtize jit napriklad o sniZeni ceny vyrobku, o
pokles prodeje energetickych napoji nebo o snizovani emisi.

Zavér

Clanek predstavuje zptsob, jakym se ve Svédsku vyucuje o exponencidlnich funkcich a
dale nabizi sbirku aplika¢nich tloh, které se ve Svédsku vyuzivaji pfi vyuce exponencialnich
funkci na stfednich skolach. Uvedené tilohy mohou slouzit jako inspirace pro stredoskolské a
vysokoskolské ucitele matematiky a k prohloubeni pochopeni tohoto uciva u studenti.
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PROJEKT NPO - PRACOVNI LISTY A VIDEA DO
MATEMATIKY 1

DLOUHA Dagmar, JAROSOVA Marcela, STRYJA Jakub, VOLNA Jana,
VOLNY Petr

Vysokd skola banska - Technicka univerzita Ostrava, Fakulta stavebni, Katedra matematiky;,
Ludvika Podésté 1875/17, 708 00 Ostrava-Poruba
e-mail na hlavniho autora: petr.volny@vsb.cz

Abstrakt: Chtéli bychom diskutovat soucasny stav feSeného projektu NPO v souvislosti s pri-
pravou pracovnich listil a videl do Matematiky 1 s cilem pokryt zdkladni kurz matematiky
v prvnich ro¢nicich na Fakulté stavebni, Fakulté bezpecnostniho inzenyrstvi a Fakulté hornicko-
geologické.

Klicova slova: matematika, distancni vyuka, pracovni listy, komentovand videa

1 Uvod

V minulém roce nase katedra ziskala moznost podilet se na tvorbé materiali pro nejenom
distan¢ni vzdélavani v rdmci projektu Narodn{ plan obnovy pro VSB-TUO, ve zkratce NPO,
pod ¢islem NPO_ VSB-TUO_MSMT-16605/2022. Nase zapojeni do feseni projektu zapocalo
v unoru 2023 a bude pokracovat az do listopadu 2024. Hlavnim fesitelem a vedoucim ftesSitel-
ského tymu je Dagmar Dlouhd, dalsimi ¢leny jsou kolegyné a kolegové z Katedry matematiky,
jmenovité Marcela Jarosova, Jakub Stryja, Jana Volna a Petr Volny.

Cinnost fesitelského tymu pifmo navazuje na predchozi projekt RPP2021 /1, Privodce
distanénim studiem predmétu Matematika I, hlavnim feSitelem byla D. Dlouh&. Vysledkem
projektu byl Priivodce studiem Matematiky I ve formé volné dostupné webové stranky, kterou
mohou pouzivat studenti nejenom nasi univerzity pti studiu zédkladniho matematického kurzu.
Webova stranka obsahuje tematicky rozdéleny obsah predmétu Matematika I a rozcestnik ma-
pujici veskeré dostupné materialy, na jejichz tvorbé se podileli ¢lenové Katedry matematiky na
Fakulté stavebni a Katedry matematiky a deskriptivni geometrie na Fakulté strojni. Kromé jiz
existujicich materidlii byla v rdmci privodce natoc¢ena komentovand videa pokryvajici predmét
Matematika I z hlediska fesenych tloh. Typicky, pokud stranky navstivi student a pottebuje
si projit napft. téma vzajemnd poloha primky a roviny, miize si rozkliknout odpovidajici pod-
stranku a shlédnout natocena videa.
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Odkaz na webovou stranku s Pruvodcem naleznete zde

https://www.fast.vsb.cz/230/cs/studium/Pruvodce-MI/.

FAKULTA Interniweb  Semindf  VSB-TUO  INNET  ENGLISH Q

STAVEBNE

KATEDRA
MATEMATIKY

0 katedfe Spoluprace studium Véda avyzkum Kontakt

FAST > Katedra matematiky > Studium > Privodce MI

Predméty katedry
Studijni materialy
PFijimaci zkousky Tyto stranky vznikly za podpory IRP projektu.
Math Support centrum

Priivodce MI

Privodce studiem matematiky

> Funkce jedné proménné

Ciselné mnoiny a intervaly

Definicni obory

Algebraické operace s funkcemi

Slozena funkce
Vlastnosti funkce - funkce suda, lichd, periodicka

Viastnosti funkce - ohrani¢ens a tend funkce

Vlastnosti funkce - monotonni funkce, funkce rostouci a klesajici

Vlastnosti funkce - prosta funkce

Inverzni funkce

Elementarni funkce

Obrazek 1: Priavodce studiem Matematiky I

Dalsi a jednodussi cesta vede pres spolecény elektronicky archiv obou matematickych kate-
der, ktery naleznete na nasledujici webové strance

http://mdg.vsb.cz.

E-studovna
Katedra matematiky, FAST, VSB-TUO ~
Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, FS, VSB-TUO

[ X * =

Zaklady Numericka
matematiky Matematika I Matematika II matematika
il 2 & &
1L 11
Diferencialni rovnice a Zaklady
Statistika (Matematika III) Matematika IV matematické modelovani programovani

AN 54

English Study Materials

Geometrie Deskriptivni geometrie Kontakt

Obrazek 2: E-studovna
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Staci kliknout na polozku ,Matematika 1¢ a uplné posledni odkaz ,Pruvodce studiem
matematiky“ na strance poté vede na Priivodce Matematikou 1. Zkusenosti s praci na Privodci
a bliz$ podrobnosti naleznete v [1,2].

Velmi dilezitou souc¢asti Privodce studiem Matematiky I byla komentovand videa, ktera
tvorila podstatnou soucast feseného projektu. Jejich prehled a zakladni technické specifikace
naleznete v nize uvedené tabulce Tabulka 1. Videa jsou ve formatu MPEG4 a jsou komprimo-
vana prostirednictvim kodeku H.264.

Tabulka 1: Prehled technickych parametri videi

Funkce Kalkulus Algebra  Geometrie
Pocet videi 34 33 30 32
Velikost v GB 2,46 3,01 2,17 2,49
Rozliseni 1920x1080 1080-1920x1080 1546x1080 1546x1080
Délka videa 02:36:38 04:21:36 03:16:06 03:12:40
Datovy tok v kb/s 1947 1481 1330 1759
Frekvence v FPS 30 30 30-48 30-48

2 Projekt NPO

Reseni projektu NPO je realizovano na tirovni dvou rovin. Pfedevsim se ¢lenové fesitelského
tymu vénuji tvorbé pracovnich listtt vychézejicich z [3]. Déle se pfipravuji komentovana videa,
ktera jsou vice zamérena na teoretickou ¢ast Matematiky I.

Videim se primarné vénuje D. Dlouhd, ktera videa nataci a postprodukci se vénuje P. Volny.
Dale byly tematicky rozdéleny jednotlivé oblasti Matematiky I jednotlivym ¢lentim fesitelského
tymu. Probihaji pravidelna projektova setkani, na kterych diskutujeme problémy, se kterymi
se kolegové potykaji, a které se snazime spolecné vytesit. Probihaji diskuze ohledné vhodnosti
zatazovanych priklad, kdy nasim primarnim hlediskem je zohlednit predevsim didaktickou
stranku vyuky a také odpovidajici naro¢nost volenych tloh.

Aktualni stav feseného projektu je nasledujici. V soucasné dobé mame dokoncenou teore-
tickou ¢ast pracovnich lista. Déle probiha intenzivni prace na fesenych tlohach a videich. Ve
zbyvajicim case bychom chtéli také zcela predélat ¢ast pracovnich listti vénovanych nefesenym
ulohdm. N&s tym ma jednu zatim nevyftesenou otazku. Jednd se o pritomnost vysledki netese-
nych tloh v pracovnich listech. Nefesené tilohy pouzivame se studenty v ramci cvi¢eni predmétu
Matematika I. Shrnuli bychom to asi takto. Nékdo by si vysledky neresenych tiloh v pracovnich
listech pral, a nékdo zase ne. Mozna je to spiSe filozofickd otdzka a namét do diskuze v ramci
prezentace prispévku na konferenci.

Prezentujeme nékolik ukazek z pripravovanych pracovnich listi.
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Pracovni listy pro pfedmét Matematika I

[23 — Exponenciélni funkce

Vlastnosti Exponencialni funkce y = a*,a € (0,1) U (1, 0) Vlastnosti Exponencialni funkce y = 4%, a € (0,1) U (1,00)
defini¢niobor Dy =R parita ani suda ani licha
obor hodnot Hy = (0,00) periodicita NE
ohrani¢enost ohrani¢end zdola prostost ANO
monoténnost rostouci pro a > 1, klesajici pro a € (0,1) prisedik s osou x NE
zakiiveni konvexni prusecik s osouy [0,1]
lokdlni extrémy NE inverze y =log, x
y=2% 5 3 ,
i 4 2 ’
y=4" 3 y=-e* 1 e
2
-4 -3 =2 0 /1 2 3
/ s
2 -2
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 .
—1. —1 L -3
— -2 - -4

Exponenciélni funkce proa = 2,3,4

o 111
Exponencidlni funkce proa = 231

Vz4jemné inverzni funkce y = e* ay = Inx

Obrazek 3: Exponencidlni funkce

Pracovni listy pro pfedmét Matematika I

[39 — Vybrané limity

Typ limity g 2 € R\{0}

lim flx) _a

R g(x) 0

Limity nékterych elementéarnich funkei

<.

. 1
lim x" = o0 lim — =
1300 r0+ X
1 1
lim - = —c0 lim = =o0
x=0- X =0+ X
.1 1
lim - =0 lim - =0
X——00 X X—00 X

lim e* =0
X0

lim Inx = —c0

x=0+

Nékteré dalsi dulezité limity

i tan
lim 20— o i 20 g,
x—0 X x—0 X
in(k: tan(k
i S0y g tank)
x—0 kx X0
1" \*
lim (1+-> —e= lim (1+—) —¢f, kdek e R
x—r+too X x—rtoo X

(a>0,g(x)>0)V(a<0, g(x) <0)

(a>0, g(x) <0)V(a>0 g(x) <0)

lim ' =
x—00

lim Inx = o0
X0

Obréazek 4: Limita funkce
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~ Pracovni listy pro pfedmét M ika 1

43 — Derivace funkce

~ Definice

Je déna funkce f abod xy € Dy. Existuje-li vlastni limita

i £G) = Fx0)
Iox X=X

pak ji nazveme detivaci funkce f v bodé x; a znacime ji f'(xp).

~ Véta

Existuje-li v bodé xy derivace funkce f, pak je v tomto bodé funkce f
spojitd.

~ Definice

Necht' je funkce f definovana v kazdém bodé intervalu (4,b) a ma v
kazdém bod& derivaci f'(x). Pak je na (a, b) definovana funkce f, kterd
kazdému x € (a,b) ptitadf hodnotu f'(x). Tuto funkci nazveme deri-
vace funkce f. Zna&ime ji

F, v, L, A

~ Pozniamka

Meé-li funkce f derivaci na intervalu I, pak fikame, Ze je na I diferenco-
vatelnd. Derivace funkce je urtena jednozna¢né.

Obrézek 5: Derivace funkce

Pracovni listy pro pfedmét Matematika I
[7] — Vypocet determinant matic 1. az 3. fadu

Vypoéet determinantu matice 1. fadu
|A| = |ay| = ay

Vypocet determinantu matice 2. fidu - kfizové pravidlo

e
A2
|A] %ﬂj\j a1 - axp — a1y A2

Vypoéet determinantu matice 3. ¥idu - Sarrusovo pravidlo

[A] < = a11- @2 A33 + a1 - @32 A13 +a31 - A1 - Az

C (a3 ax - as + a3 - asy - an + ass - ar - azx)

Poznamka

Pro determinanty ¢tvrtého a vyssich fada Zadné obdobné pravidlo ne-
plati.

Obrézek 6: Determinant
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~ Pracovni listy pro pfedmét Matematika I

85 — Eukleidovsky prostor

~ Definice

Nulovym vektorem o nazyvame vektor, jehoZ pocatecni a koncovy bod
splyvaji, tedy jeho velikost je rovna nule.

~ Definice 3]

Necht A = [ay,ap, 23] € &8, Polohovym vektorem nazveme orientova-
nou tsetku OA, kde O = [0,0,0].

] 'OA =Ta1,a2,05)
~ Poznamka \_ 1

e
Polohovy vektor lze chépat jako télesovou tihlop¥itku kvadru o hrandch /ul‘/ v T,’Eko\\s
4 i

a1, 82, 3.

~ Véta

Necht jsou dany vektory a = (a1,a2,a3), b = (by, by, b3). Pak plati
e pro nasobeni vektoru redlnym ¢islem ¢ € R

c-a=(c-ayc-ayc-a3),
 pro rovnost vektorti
a=>b<<a;=Dby, ap="by, a3 =b3,

o pro soutet vektort

a+b=(a+by,a+bya+b),

o pro rozdil vektort

a—b=(a —by,a—byaz—b3).

Obréazek 7: Eukleidiv prostor

Co se tyce dalsi prace v této oblasti, pripravy studijnich materidl, chtéli bychom hotové
pracovni listy predélat do anglického jazyka a poté se zacit vénovat Deskriptivni geometrii.
Na rozdil od matematiky, ktera se na vSech nasich fakultach uci viceméné stejné, je predmét
Deskriptivni geometrie vice zaméfen nejen na jednotlivé fakulty, ale i na konkrétni studijni
programy, coz pro nas z hlediska tvorby pracovnich listi znamena podstatnou vyzvu. Uvidime.

3 Podékovani

Autofi dékuji za podporu Katedfe matematiky, Fakulta stavebni, VSB-TUO.
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INVERZNI ANALYZA AKUSTICKYCH SIGNALU

HALFAROVA Barbora, LUKAS Dalibor

Vysokd skola banska — Technicka univerzita Ostrava, Katedra aplikované matematiky,
17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava-Poruba
e-mail: barbora.halfarova.st@vsb.cz

Abstrakt: Prispévek se zaméruje na analyzu a rozpoznavani téni z hudebni nahravky. Ana-
Iyza je provadéna pomoci rychlé Fourierovy transformace a spojité Fourierovy transformace.
Pouziti téchto metod povede k vyobrazeni Fourierovskych spekter a nasledné spektrogrami
hudebnich nahravek. Spektrogram obsahuje nejen zahrané tény z hudebni nahravky, ale i vyssi
harmonické, tzv. podtony. Tudiz pro spravné rozpoznani neznamych tont nahravky je nutné sig-
naly jednotlivych téntt daného néstroje navzorkovat. Vzorky jsou postupné zpracovany pomoci
rychlé Fourierovy transformace, vysledek pak tvori zdklad pro naslednou analyzu. Zahrana
skladba bude porovnavana s tony navzorkovaného nastroje metodou nejmensich ¢tvercl bez
omezeni a nasledné s omezenim na zaporné amplitudy.

Klicova slova: harmonicka analyza v hudbé, Fourierova transformace, Fourierovo spektrum,
spektrogram, metoda nejmensich ¢tverct

1 Uvod

Hudba je spojena s lidskym zivotem od nepaméti a tak jako jiné prirodni jevy, ma i hudba
matematicky zaklad. Ten nalezli jako prvni Pythagorejci, kteri zkoumali tonovou soustavu na
riznych vibrujicich predmétech, véetné struny. Zjistili, ze uchu prijemné kombinace tént jsou
v poméru malych celych ¢isel. Vibrujici struna nekmitd pouze s frekvenci zahraného tonu, ale
rovnéz kmita s jejimi nasobky. Témto nasobktm frekvenci se tika podtony. Hudebni nastroje
jsou koncipovany tak, aby tyto nasobky frekvenci byly celo¢iselné a vytvarely tak harmonické
podtény. Dale bude popsana tvorba tonové soustavy i z pohledu historie a vztah mezi jednot-
livymi tony ve stupnici. Soucasti harmonické analyzy hudebniho signalu byva urceni frekvenci
zahranych tont. To dokazeme diky Fourierové transformaci, kterd transformuje signal z casové
oblasti do oblasti frekvenc¢ni. V sekci numerické experimenty jsou porovnany vysledky dosa-
zené pomoci FFT (Fast Fourier Transform) a CFT (Continuous Fourier Transform) v softwaru
Matlab. Nejprve jsou vyobrazeny grafy a spektrogramy pro FFT, nasledné pro CFT. Tyto grafy
zprehlednime pouzitim metody zanedbani podtént. K identifikaci hledanych téntt hudebniho
signalu nam poslouzi metoda nejmensich ¢tvercti. Hledané tony v zahraném signalu se ziskaji
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resenim soustavy linedrnich rovnic, kde matici soustavy jsou amplitudova spektra predem na-
vzorkovanych ténti a pravou stranou je konkrétni amplitudové spektrum daného signalu. Tento
problém resime metodou nejmensich ¢tverci. Dalstho zlepseni lze dosahnout priddnim omezeni
na nezapornost amplitud, ¢imz dostdvame tlohu kvadratického programovani s nerovnostnim
omezenim.

2  Kmitani struny

Méjme vibra¢ni strunu popsanou funkei u(x,t), kde u popisuje vzdalenost x v daném case
t, jejiz kmitani lze modelovat obecnou diferencialni rovnici

—u(r,t) = CQTu(x,t), (1)

kde ¢ je rychlost vinéni. V této tloze je struna na obou koncich uchycena a plati pro ni Di-
richletovy podminky
u(0,t) = u(l,t) =0,

kde [ je délka struny a ¢t € RT. Pak dostdvdme feSeni u,(z,t) ve tvaru
up(z,t) = sin (%x) : (an cos (c?t) + by, sin (c%t)) (2)

pro n € N, kde a,, b, jsou redlné koeficienty. Odvozeni Teseni lze dohledat napiiklad v [6].
Obecné plati, ze se zvysSujicim se n struna kmita rychleji, vibruje s kladnymi nasobky vlastni
frekvence s riznymi amplitudami a vydava tak zvuk o urcité frekvenci. Dalsi informace lze
dohledat napiiklad v [2], [8].

3 Ladéni

3.1 Pythagorejské ladéni

Prvni spojitost mezi matematikou a hudbou nalezl Pythagoras ze Samu priblizné v 6. stoleti
pr. n. . Prvni druh ladéni se tedy nazyva Pythagorejském ladéni. Ténova soustava je tvorena
riznymi poméry délek strun. Vytvorme ténovou soustavu od tonu Cy. Zakladni frekvence tohoto
tonu je fCy = 261,6 Hz. Pokud vezmeme dvojnasobnou frekvenci, dostaneme tén vyssi a to
ton C. Interval, neboli vzdalenost, mezi tény Cy a C5 se nazyva oktava. Trojnasobek zakladni
frekvence dava ton G, ktery je o oktavu vyse. Abychom ho zasadili do spravné oktavy, staci
frekvenci podélit dvéma a dostavame ton G4. Vzdalenosti mezi tény Cy a G4 rikdme kvinta
a v ¢iselném poméru frekvenci se jedna o pomeér % Dalsi ton F3 dostaneme pomoci kvintového
déleni od zékladniho ténu. Abychom tén umistili do spravné oktavy, vynasobime jeho frekvenci
dvéma a dostavame ton Fjy. Diky kvintovym skokim dostavame i zbylé tony stupnice, a to
Dy, Ey, Ay, Hy. Timto zplisobem lze ziskat i pultéony. Pythagorejské ladéni obsahuje zasadni
chyby, kvili kterym se v dnesni dobé pouziva temperované ladéni. Tyto informace a dalsi
zajimavosti jsou obsazeny v (2], [3], [4], [8].

3.2 Prirozené ladéni

Druhym typem ladéni je prirozené ladéni. Oproti pythagorejskému ladéni dostavame hlavni
intervaly na zakladé harmonickych rad zakladniho ténu. Tény Cy, C5 a G4 dostavame stejnym
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zpusobem jako tomu bylo u Pythagorejského ladéni. Pomoci pétinasobku puvodni frekvence
dostavame ton Fg, délenim ¢tyrmi dostavame tén Ey ve spravné oktave. Vzdalenosti mezi tony
Cy a E, rikdme tercie a prave tercie a kvinta jsou intervaly kvintakordu, ktery tvorii zakladni
harmonii. Takto vytvotrena tercie je pro ucho prirozena, odtud vznikl nazev ladéni. Zbylé tony
dostavame pomoci dalsich nasobkl nebo slozenim kvinty a pfirozené tercie, viz Obrazek 1.
I toto ladéni méa vyrazné chyby ve vyssich harmonickych, proto se nejcastéji pouziva ladéni
temperované. Kapitola cerpa z [2], [3], [4], [8].

Obrazek 1: Prirozené ladéni.

3.3 Temperované ladéni

Temperované ladéni je druh ladéni, ktery se v dnesni dobé pouziva nejvice. Podstatou
tohoto ladéni je rovnomérné rozdéleni intervali mezi jednotlivymi tony tak, aby nevznikly velké
disharmonie. Tény se v oktaveé rozdélily do dvanacti stejnych intervali, jejichz pomér frekvenci
mezi dvéma tény je vzdy stejny, a to ¥/2 : 1. Takto ziskané tény se jen velmi nepatrné lisf od
téch, které dostaneme prirozenym ladénim, viz Tabulka 1, a navic fesi disharmonii ve vyssich
harmonickych. Vice lze nalézt v literature [2], [3], [4], [8].

Tabulka 1: Rozdil prirozeného (P.L.) a temperovaného (T.L.) ladéni.
Tény: Cq d4 €4 f4 g4 ay h4 Cy
PL: 1 ¢ : 5
TL: 1 V2 V2 Vs WA v2s VR 2

Rozdil: 0 0.00253 0.00992 0.00183 0.00169 0.01579 0.01274 0

VIS

3
2

ot

4 Fourierova transformace

Fourierova transformace je matematicky nastroj uréeny k analyze signalii. Umi pfevést
funkci z casové oblasti do oblasti frekvencni, diky ¢emuz je mozna dalsi analyza. Ma velky
vyznam v mnoha disciplindch jako je matematika, elektrotechnika, fyzika, informatika a mnoho
dalsich.
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4.1 Spojita Fourierova transformace

Spojita Fourierova transformace, neboli CE'T, je metoda uziteéna pti analyze periodickych
i neperiodickych signali nebo periodicky modulovanych signali. Néasledujici véta z [8] ndm
popisuje vztah spojité Fourierovy transformace.

Véta 1. Necht L'(R) znaci prostor redlngjch nebo komplexnich funkci definovany na redlné ose
tak, Ze plati
/ | f(t) | dt < +4o0.

o0

Pro jakoukoliv funkci f € LY(R) je jeji Fourierova transformace Fr = F[f] v komplexnim tvaru
definovdna jako

Fr(w) = /OO f(t)e ™t dt, (3)

2

kde je vihlovd frekvence w = =

Abychom mohli takto funkci transformovat, je nutné, aby byla bud absolutné integrovatelna
nebo aby ji bylo mozné rozvinout ve Fourierovu fadu. Nejedna se ale o nutnou podminku exis-
tence. Aby byl vypocet CFT piinosny, je dilezité vhodné zvolit hodnoty zkoumanych frekvenci.
V tomto pripadé 1ze spojitou Fourierovu transformaci pouzit k urceni a analyze vyznamnych
frekvenci, jelikoz zndme jejich rozsah. Dalsi informace lze dohledat v [7], [9].

4.2 Diskrétni Fourierova transformace

Diskrétni Fourierova transformace (dédle DFT) vznikla na zékladé CFT pro vyuziti v nu-
merickych tlohach. Jednad se o numericky vypocet koeficientii Fourierovy rady, diky kterému
muzeme posloupnost ¢isel z koneéné ¢asové oblasti prevést do oblasti frekvencéni. Vypocet je
definovan pomoci souc¢tu Riemannovych integralt, které jsou pocitany obdélnikovou metodou
pri ekvidistantnim vzorkovani. Vypocet DFT je dan vztahem

1 N-1
_ E —(i2mnk)/N
Fn_ N e fke 5 (4)

ktery lze nalézt napriklad v [1]. FFT m& pocatek v DET. Jinak feceno FFT je optimalizovana
implementace DFT. Slozitost vipoc¢tu se redukuje z N? na N -log N operaci. Podrobnéjsi popis
téchto metod lze nalézt v [1], 7], [9].

5 Numerické experimenty

V této ¢asti budou rozebrany hudebni nahravky pianina a jejich zpracovani v softwaru
Matlab. Bude uvedeno Fourierovské spektrum jednoho ténu, akordu a néasledné spektrogram
lidové pisné Qucaci, ctverdci a skladby Ave Maria. Pro analyzu byly nahrany zvukové zaznamy
na pianino se vzorkovaci frekvenci Fs = 48000 Hz.

Kazda skladba je slozena z tont, které maji rizné frekvence. Kazdy ton lze popsat Fourie-
rovou radou, jejiz koeficienty urcuji amplitudy jednotlivych harmonickych slozek. Amplitudové
spektrum lze zjistit pomoci Fourierovy transformace. Budou vyobrazeny vysledky za pouziti
FFT i CFT. Dale bude ukédzana metoda vymazani vyssich harmonickych — znéjicich podténi.
Na zavér budou zahrané tony rozpoznany pomoci metody nejmensich ¢tverci.
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5.1 FFT

Amplitudové spektrum lze zjistit FFT za pouziti Matlabovské funkce fft(). U analyzy hu-
debnich skladeb je zbytecné uvazovat vsechny hodnoty FFT, jelikoz vétsina informaci, které
jsou pro lidské ucho slysitelné a podstatné, se v nasem pripadé nachazi v prvnich stovkach hod-
not. Obecné vybér poétu hodnot FFT zavisi na vzorkovaci frekvenci. Diky faktu, ze uvazujeme
pouze prvni stovky hodnot, se minimalizuji vypocetni naroky, aniz bychom prisli o podstatné
informace.

Obrazek 2: Fourierovské spektrum ténu Ay.

Jako prvni je vykresleno Fourierovské spektrum ténu Ay, které je vyobrazeno na Obrazku 2.
Zde lze pozorovat nejvyssi amplitudu u 440Hz, kterd skoro presné odpovida noté A4 znazornéné
¢ervenou prerusovanou carou. Odchylka muze byt zptusobena nepresnym naladénim nahrava-
ného nastroje, okolnim Sumem apod. Zaroven je vyrazna amplituda i u znéjicich podténii, neboli
vyssich harmonickych, coz jsou v tomto pripadé tony As, Eg a Asg.

Dalsi ukazku tvori graf akordu G dur na Obrazku 3. Na obrazku vidime tény, které byly

Obrazek 3: Fourierovské spektrum akordu G (G4 — Hy — Ds).
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zahrany: ¢ernou barvou Gy, fialovou barvou Hy a zelenou barvou Ds. Znéji také podtony, které
doznivaji vlivem kmitani struny. Velikost amplitudy neni u vSech ténii stejnd, je to dano nestej-
norodosti sily ideru na jednotlivé klavesy a nésledné strunu, Sumem, danym néastrojem a dalsimi
okolnimi vlivy. Tento jev uvidime i u dalsich grafi. Pokud zahrajeme akord C moll v nizsi po-
loze, pozorujeme na Obrazku 4 vice harmonickych. Mizeme vidét zahrany ton Cy znazornény

Obrézek 4: Fourierovské spektrum akordu C moll (Cy — Eby — Gs).

¢ervenou barvou, tyrkysovy tén Eby a tén Gs, ktery je cerny. Najdeme zde také ndsobky jednot-
livych tona, které maji tutéz barvu. Zaroven se zde vyskytuji vyznamnéjsi amplitudy u téni,
které nebyly redlné zahrany. Tento jev ¢astecné vyresime v dalsi ¢asti prispévku.

K zobrazeni velikosti a zmény amplitud v zavislosti na ¢ase pouzijeme Matlabovskou funkci
spectrogram(). Na Obrazku 5 lze pozorovat spektrogram lidové pisné Ovédci, ¢tverdci. Na grafu

Obrazek 5: Spektrogram pisné Qudcdci, ctverdci.
muzeme vidét zluté casti, které znazornuji jednotlivé tony. Nad tény lze pozorovat zaznivajici

nebo také Sum nahravky. Uvedme jesté skladbu Ave Maria od rakouského hudebniho skladatele
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Obrazek 6: Spektrogram skladby Ave Maria.

Franze Schuberta. Spektrogram této skladby miizeme vidét na Obrazku 6. Spektrogram je
obséhlejsi z duvodu rychleji zahranych not a také noty Hbs, kterd je v nizsi poloze a zazniva
tak vice podtont. Spektrogram bude zprehlednén u metody vymazani nasobk.

5.2 Spojita Fourierova transformace

V této préci je pouzit vzorec CFT pro vypocet redlné (Y,.(t)) a imaginarni (Y;,,(¢)) ¢asti:

fr(w) = /_Z J(t) (Yee(t) 4+ Yim (1)) dt,  Yie(t) = cos <?> , Vi (t) = sin (?) .

Integral je vypocitan pomoci obdélnikové metody. Koneénou amplitudu spocitame pomoci
vzorce Amplitude = \/(Yye(t))2 + (Yim(t))2. Amplitudova spektra pro tén A, a akord G dur jsou

vvvvvv

C moll. Na Obrazku 7 uz vidime, jako u FFT, velky vyskyt podténu a lze také pozorovat,

Obrazek 7: Fourierovské spektrum akordu C moll (Cy — Eby — Gs).
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Obrazek 8: Spektrogram lidové pisné Ouvcdci, ctverdci.

ze 1 zde jsou amplitudy podténa vyssi, nez u tonu zahranych. Lze tedy usoudit, ze u diskrétni
i spojité Fourierovy transformace nas trapi podobny problém, a to rozeznani hlubokych toni.

Na Obrazku 8 jiz mizeme vidét vysledny spektrogram lidové pisné Owcdci, ctverdci. Jako
u FFT, vidime i zde dany tén a nad nim slabsim odstinem oranzové znazornény jeho podtony.
Na ukazku vykresleme skladbu Ave Maria, jejiz spektrogram je na Obréazku 9. I zde je jiz méné
citelny spektrogram s vétsim mnozstvim podtont.

Obréazek 9: Spektrogram skladby Ave Maria.

Velky pocet znéjicich podtént privedl v tvahu jednoduchou metodu vymazani nasobki,
kterd bude popsana v dalsi ¢asti.

5.3 Metoda vymazani nasobkt

Cilem metody vymazani nasobki je, ze znéjici vyssi harmonické zanedbame, respektive je
vymazeme. Toto jednoduché feSeni je icinné, avSak mé zasadni chybu. Ta nastava v pripadé,
pokud by napriklad oktava byla opravdu zahrana. V tomto pripadé bychom chtéli, aby dany
ton byl ponechan. Proto pro jednoduchost budeme uvazovat, ze dany nasobek ve stejném case
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zahran nebude. Pokud tedy vyhodnotime danou frekvenci jako vyznamnou, vsechny jeji budouci
nasobky nastavime na zanedbatelnou hodnotu. Nejdrive je urceno, ktera frekvence ma v daném
case nejvetsi amplitudu a ta je oznacena jako maxAmplitude. Dalsi frekvence, které nemaji
hodnotu alespon 0, 1-maxAmplitude, jsou nastaveny na libovolné nizkou hodnotu, napr. mensi
nez 2. Hranice %0 maximalni amplitudy byla shleddna pro tuto tlohu jako nejvhodnéjsi. Graf, ve
kterém podtony zanedbavame, miizeme vidét na Obrazku 10. Zde uz poznavame jasné zietelné
tony a podtény se nemusime zabyvat. Stejny uspéch vidime i u spektrogramu skladby Ave

Maria na Obrazku 11.

Obrazek 10: Spektrogram se zanedbanymi podtény lidové pisné Ouvédci, ctverdci.

Obréazek 11: Spektrogram se zanedbanymi podtony skladby Ave Maria.

5.4 Rozpoznani toni pomoci metody nejmensich ¢tverci

Pro presnéjsi porovnani zahranych téntt daného néstroje je nejlepsi tony srovnavat s na-
vzorkovanymi tony konkrétniho nastroje. Navzorkovani znamend, Ze jsou nahrany a zpraco-
vany jednotlivé tony daného nastroje. Lze pak pomoci metody nejmensich ¢tverci bez omezeni
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a s omezenim zjistit, ktery tén byl zahran, popt. které podtény jsou vyrazné. Metoda nejmen-
sich ¢tverct je aproximacni metoda, ktera minimalizuje vzdélenost bodi na aproximujici pifimce
od skutecnych hodnot, tedy minimalizuje mocninu normy chyby.

5.4.1 Metoda nejmensich ¢tvercti bez omezeni

Rovnice popisujici tlohu je

ST Su=8T|X,], (5)

kde S je nase matice Stupnice navzorkovanych tont, u je hledané reseni a X, je vektor nezna-
mého ténu nebo vice tént. V Matlabu FeSeni dostaneme prikazem u = (" % S) \ (5" - | X.]).
Vystup feseni pro akord G muzeme vidét na Obrazku 12. Osa x nam znazornuje jednotlivé

Obrézek 12: Reseni rovnice bez omezeni akordu G (G4 — Hy — Ds).

Obrézek 13: Reseni rovnice bez omezeni akordu C moll (Cy — Eby — Gy).

tony ve vzestupném poradi od Cy do Cs. Hodnoty na ose y udavaji podobnost hledaného téonu
s ténem navzorkovanym. Graficky vystup nam ukazuje vyznamné tony a vidime, ze feSeni je
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oc¢ekavané a dostali jsme presné tony, které byly zahrany. Na Obrazku 13 vidime, ze i u grafu
s vyslednymi tony jsou podtony obcas vyznamnéjsi nez zahrané tony.

5.4.2 Metoda nejmensich ¢tverci s omezenim

Jelikoz hleddme teSeni rovnice, které bude kladné, nebot zaporné vysledky nas nezajimaji,
protoze takové tony nebyly zahrany, miizeme pouzit metodu nejmensich ¢tverci s nerovnostnim
omezenim. Budeme tedy hledat feseni, které splnuje rovnici

uy = argmin|[Sv — X%, (6)

veER™:

v>0
kde S je matice Stupnice navzorkovanych tont, u je hledané feseni, X, je vektor neznamych
tént a v je vektor s omezenim. Pro feseni byla pouzita Matlabovska funkce lsqnonneg(S, Xx).
Uvedme znovu vysledky se stejnymi akordy: G dur a C moll. Na prvnim grafu na Obrazku 14

Obrézek 14: Reseni rovnice bez omezen{ akordu G dur (G4 — Hy — Ds).

muzeme vidét vysledek, kdy fesenim jsou ony tfi zahrané tény. U akordu C moll na Obrazku
15 1ze rovnéz pozorovat tfi zahrané témy. Vyssich harmonickych se mizeme zbavit pouzitim
metody vymazani nasobkt, coz je vyobrazeno na poslednim Obrazku 16.

Zavér

Prispévek se zabyva analyzou akustickych signédll, zejména pak vhodnymi metodami pro
identifikaci zahranych tonit v hudebnim signalu. Par komplikaci bylo ilustrovano experimenty:
ozyvajici se podtény, rozladéni vyssich harmonickych, mélo vyrazné nizsi frekvence a tak dale.
Navic se v tomto prispévku provadély experimenty pouze na jednoduchych skladbach. Pokud by
by byly zfejmé pro spolehlivou analyzu nedostacujici. Téma tlohy je velice rozsahlé a nabizi
mnoho dalsich oblasti pro vyzkum.
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Obrézek 15: Reseni rovnice s omezenim akordu C moll (Cy — Eby — Gs).

Obrazek 16: Reseni rovnice s omezenim akordu G dur v programu Matlab se zanedbanim
podtont.
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SOLVING THE STOKES FLOW UNDER THE LEAK
CONDITIONS

HASLINGER Jaroslav, KUCERA Radek, MOTYCKOVA Kristina,
SATEK Viclav

VSB — Technical University of Ostrava, Department of Mathematics and Descriptive
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Abstrakt: The contribution deals with the Stokes flow subject to the threshold leak boundary
conditions in two and three space dimensions. The velocity—pressure formulation leads to the
inequality type problem that is approximated by the Pl-bubble/P1 mixed finite elements.
The resulting algebraic system is nonsmooth and is formally the same in two and three space
dimensions. It is solved by the path-following variant of the interior point method, and by the
active-set implementation of the semi-smooth Newton method. Inner linear systems are solved
by the preconditioned conjugate gradient method. Numerical experiments illustrate scalability
of the algorithms. The novelty of this work consists in applying dual strategies for solving the
problem.

Klicova slova: Stokes problem, threshold leak boundary conditions, interior-point method,
semi-smooth Newton method
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APLIKOVANE ULOHY V ZAKLADNIM KURZU MATEMATIKY

CHLADEK Petr!, SMETANOVA Dana?

! Jiho¢eska univerzita v Ceskych Budg&jovicich, Katedra aplikované matematiky a informatiky,
Studentskéd 787/13, 370 05 Ceské Budé&jovice
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Abstrakt: V ramci zakladnich kurzti matematiky na vysokych Skolach byva ¢asto obsahly sylabus.
Tato situace muze vést k tomu, Ze kviili nedostatku ¢asu je probiran pouze kalkulus, ktery neni
podpoien aplikaénimi tlohami. Z tohoto diitvodu by bylo zadouci zaradit do kurzii vhodné aplikacni
ulohy. V tomto ¢lanku uvadime modelové ptiklady, na kterych je mozné ilustrovat probiranou latku
aplikacnimi llohami s tematikou obsazenou v technickych a ekonomickych oborech.

Kli¢ova slova: Aplikace, vyuka matematiky na VS, ekonomické a technické obory.

1 Uvod

Na drtivé vétsin€ vysokych Skol se 1 studenti nematematickych oborti v ivodu studia setkévaji
s matematickymi  pfedméty. Sylaby zakladnich kurzii matematiky byvaji  obsahlé
v kontextu hodinovych dotaci kurzi. Proto hlavni diraz pii vyuce byva kladen na probrani
matematického kalkulu a nezbyva prostor na praktické aplikace. Pfitom pravé prostfednictvim
aplikaci mohou studenti pochopit latku sndze. S aplikacemi matematiky do svych obori se studenti
setkavaji az v ramci odbornych piredméti. Na zakladé zpétné vazby od vyucujicich odbornych
predmétii je ndm znamo, Ze si Casto studenti latku z kurzu matematiky nespojuji s pravé probiranymi
aplika¢nimi lohami a jevi se jim to jako naprosto nové ucivo.

Z téchto duivodd mnozi vyucujici matematiky maji snahu zatadit do vyuky aplikac¢ni ulohy
v ramci prednasek, seminafi, studijnich materialt, viz napt. [5], [6], [9] a [10]. Na Vysoké skole
technické a ekonomické v Ceskych Budgjovicich (ddle VSTE) vznikl volitelny seminaf s ndzvem
Aplikovand matematika pro techniky, ktery je koncipovan tak, aby aplikacni ulohy ilustrovaly
probiranou latku v ramci pfedméti Matematika I a Matematika I1. Jaka témata byla volena do sylabu,
naro¢nost uloh a zkuSenosti s prvnim rokem seminaie jsou popsany v [1] a [7]. Na Ekonomické
fakulté Jihodeské univerzity v Ceskych Budéjovicich (dale EF JU) oproti tomu v zimnim semestru
probiha volitelny Vyrovnavaci seminéi z matematiky, ktery plni podobnou funkeci jako aplikovany
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seminaf na VSTE. Vzhledem k volitelnosti téchto seminafi je viak zapotiebi zatadit aplikaéni ulohy
1 do béznych kurzu.

Hlavnim ptfinosem aplika¢nich uloh by méla byt jejich ndzornost. Proto je vhodné volit Glohy
Casoveé nendrocné, snadno fesitelné, tematicky navazané na obor studia posluchaci. V nésledujici
kapitole uvadime ptiklady ilustra¢nich uloh vhodnych pfedev§im pro studenty ekonomickych a
technickych obort.

2 Aplikované ulohy

Nasledujici tlohy ilustruji témata: nasobeni a séitani matic, hledani extrému funkce, urcity
integral a obycejnou diferencialni rovnici 1. fadu se separovatelnymi proménnymi.

2.1 Pocty cest s n prestupy

Na Obr. 1 je znazornéno piimé spojeni (napt. letecké) mezi mésty A, B, C a D. Mésta jsou
znadena krouzky a existujici spojeni je oznadeno &arou. Cara mezi dvéma mésty znamena, Ze lze
cestovat pfimo z prvniho do druhého mésta, ale i z druhého do prvniho. Naptiklad mezi mésty A a B
existuji pfima spojeni, ovS§em mezi A a D neexistuji pfima spojeni. Obr. 1 tedy reprezentuje graf
spojeni mezi mésty.

C D

Obr. 1 Prima spojeni mezi mésty

Sestavime matici incidence daného grafu. Budeme ji sestavovat takto, sloupce i fadky maji
pofadi A, B, C, D. Jestlize existuje pfimé spojeni zapiSeme na piislusné misto 1, v pfipadé neexistence
pfimého spojeni 0. Napiiklad na pozici 2 fadek a 3 sloupec (spojeni mezi B a C) piSeme 1. Matice
incidence vypada takto:

Srhrro
=Rk O
cCoORr R
cor o

Matice je zcela pfirozené symetrickd, protoze mame piima spojeni v obou smérech. Naleznéte
pocet cest s jednim prestupem mezi mésty.
Vypodéteme matici M2 = M - M:

M? =

S
O R W R
RN
N =
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Tato matice reprezentuje pocet spojeni mezi mésty s jednim prestupem. Napiiklad vidime, ze
ve 4. fadku a 2. sloupci (resp. 2. fadku a 4. sloupci) vznikla 0. Tedy mezi mésty B a D neexistuje
spojeni s jednim ptestupem. Tento fakt je dobte viditelny i z grafu (viz. Obr. 1).

Obecné matice M* reprezentuje podet spojeni mezi mésty s (k — 1) prestupy.

U této ulohy muzeme ilustrovat i aplikaci s¢itani matic, hledame-li napiiklad pocet spojeni mezi
mésty s jednim nebo dvéma piestupy. Tuto situaci reprezentuje matice M + M2,

Pro dalsi inspiraci pii vybéru aplikacnich uloh z oblasti vektorového a maticového kalkulu
mizete pouzit napiiklad [8].

2.2 Vrh svisly

U studentt technickych obord se piedpoklada, ze zvladnou aplikovat matematicky aparat
do riznych oblasti fyziky. Proto je vhodné na zakladnich kurzech matematiky vyuzit k ukazkam
aplikaci 1 fyzikélni Glohy. Jakou maximalni vy$Sku dosahneme p¥i vrhu svislém?

Dosazenou vysku pti vrhu svislém Vv €ase t popisujeme rovnici:

h = ho + vot — 2 gt?.

V prvé tade si musime uvédomit, ze vyse uvedena rovnice je z matematického hlediska funkce
jedné proménné, ktera zavisi na ¢ase h = h(t), ptiCemz hy, vy a g jsou konstanty. Veli¢ina h,
reprezentuje pocatecni vysku, v, pocatecni rychlost, g tihové zrychleni. Maximalni dosazend vyska
je lokalni maximum a najdeme ho z prvni derivace funkce podle ¢asu. Provedeme derivaci funkce
h = h(t) podle Casu, polozime derivaci rovnu nule a vypoéteme ¢as, ve kterém je dosazena
maximalni vyska

Vo
t=—.
g
Vypocteny ¢as dosadime do rovnice pro vySku a mdme zndmy vzorec pro maximalni vysku:

vg
hM AX — ho + g

Chceme-li ovétit, ze se skutecné jednd o maximum, tak mizeme pouzit napfiklad druhou
derivaci funkce.

Postup na hledani lokalniho extrému ma v tomto ptipad€ pfirozenou fyzikalni interpretaci.
Dosazené vySka vlastné popisuje drahu vrzeného télesa. Zména drahy za Cas (tedy prvni derivace
dréhy podle casu) reprezentuje okamzZitou rychlost v daném case. Maximalni vyska bude dosaZena
v okamziku, kdy se téleso zastavi. Jeho okamzita rychlost je nula a z tohoto diivodu musi byt prvni
derivace vysky v nejvySsim bod¢ také nulova.

2.3 Pravdépodobnost dozZiti

V pojistné matematice oznacujeme symbolem ;p, pravdépodobnost, Ze osoba aktudlné se
dozivajici véku x se dozije véku x + t. Cesky statisticky ufad pravidelné vydava tzv. umrtnostni
tabulky, kde jsou uvedeny pravdépodobnosti pro celoc¢iselné véky x, t. Pro neceloc¢iselné hodnoty je
odvozen prepocet prostfednictvim intenzity umrtnosti p,

t
tDx = e_fo Ux+s ds

Hodnoty ,p, lze zjistit pro rizné zakony umrtnosti zavisejici na tvaru funkce u, (pro lidskou
populaci dava nejpresnéjsi vysledky Makehamuiv exponencidlni zakon umrtnosti). Pro vice detailti
viz [2].

Uvazujme kvadraticky zakon imrtnosti, kde

Hy = a*x?
S jednim parametrem a > 0. Jaka je podle tohoto zikona pravdépodobnost, Ze muz ve véku 58
let a 3 mésice dozije véku 64 let a 6 mésicu?
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Tedy, podle CSU [3] pouzijeme jeden celodiselny idaj v nasem intervalu doziti, napt. pge =
0.011341, z ¢ehoz dopocitame parametr a.
0.011341 = a * 60?2 - a = 0.000003150277778
A nyni dosadime do vzorce pro ;p,

f6.25

- 2 _
6.25P58.25 = € 90 0.000003150277778+(58.25+s)“ ds _ e 0.07423129 ~ (.928

Z matematického hlediska se jednd o vypocet urCitého integralu pomoci substituce. Ziskané
udaje jsou zcela zasadni pro vypocet pojistného v zivotnim pojisténi.

2.4 Giniho index

Giniho koeficient GC je ekonomicky nastroj k hodnoceni rozprostieni bohatstvi mezi populaci
[4]. Pokud popiseme rozprostieni bohatstvi grafem rostouci funkce f definované na intervalu (0,1)
na ose x s hodnotami (0,1) na ose y, mtizeme Giniho koeficient (zjednodusené) pocitat jako pomér
plochy ohrani¢ené grafem f(x) a grafem funkce g(x)=x na intervalu (0,1) a plochy mezi osou x a a
grafem funkce g(x)=x na intervalu (0,1). Tedy
plocha mezi grafy f(x) a g(x) = x na(0,1)

plocha mezi grafem g(x) = x a osou x na (0,1)
Ekonomicka interpretace znaci, ze Cisla bliz§i 0 (mensi) znamenaji rovnomérnéj$i rozprostieni
bohatstvi ve spolecnosti, naopak ¢isla blizsi 1 (vyssi) odpovidaji velkym nerovnostem v populaci.

Spocitejte GC pro Kanadu, pokud f odpovida p¥iblizné x>1.
Tedy,
x2 317t
folx —x%1dx [7 - 3.1,
GC(Kanada) = T = — = 0.35
J, x dx [xz

0

A podobné:

Spocitejte GC pro Mexiko, pokud f odpovida piiblizné x%¢ [GC=0.45].

Spocitejte GC pro Jihoafrickou republiku, pokud f odpovida ptiblizné x* [GC=0.6].

Spotitejte GC pro Ceskou republiku, pokud f odpovida pfiblizné x5 [GC=0.2].

Na zaklad€ vypocth proved'te analyzu a srovnani rozlozeni bohatstvi ve vySe uvedenych zemich.
Tato problematika ilustruje aplikaci vypoctu obsahu plochy. Ze ziskanych vysledki 1ze provést

srovnani pro jednotlivé zemé. Situace se d4 snadno zobecnit 1 pro dalsi geograficke celky (kontinenty,

kraje, okresy, ...).

2.5 Newtonova rovnice ochlazovani nebo oh¥ivani

Mame situaci, kdy je téleso o dané teploté dano do prostiedi, kde je jina teplota. Pficemz teplota
prostiedi (okoli) se neméni. V tuto chvili dochazi k ochlazovani télesa, pokud je teplota okoli nizsi
nebo Kk ohtivani télesa, pokud je teplota okoli vys§i. Zména teploty télesa je primo umérna rozdilu
teplot télesa a okoli. Tato véta presné popisuje Newtonovu diferencialni rovnici charakterizujici
situaci:

du

E = k(u - uO);
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pticemz u = u(t) je teplota predmétu zavisejici na ¢ase, k konstanta imérnosti, u, konstantni
teplota okoli. Byva zvykem do rovnice dosazovat konstantu umérnosti ve tvaru k v pripadé
ohrivani a ve tvaru —k vpripadé ochlazovani, aby platilo k > 0. Newtonova rovnice
ochlazovani nebo ohiivani je resSitelna metodou separace proménnych.

Kovové téleso o teploté 100 °C je umisténo v mistnosti o stalé teploté 0 °C. Po 20 minutach
byla teplota kovového télesa 50 °C. Urcete, jaka bude jeho teplota po 10 minutach.

Po dosazeni do rovnice ochlazovani mame diferencialni rovnici ve tvaru: 3—? = —ku. Obecné
feseni této rovnice je:

u=Ce* CeR.

Konstantu € dopocteme z informaci, ze na pocatku déje (t = 0) byla teplota télesa 100 °C.
Nasledné vypocteme konstantu k z informace, Ze v ¢ase 20 minut byla teplota télesa 50 °C.

Funkce popisujici vyvoj teploty télesa ve °C Vv ase V minutadch (partikularni feSeni piivodni
diferenciélni rovnice) je:

u(t) = 100e~0035¢,

Dosazenim ¢asu 10 minut za t snadno vypocteme teplotu v daném case, ktera vychazi 70,5 °C.

Poznamenejme, ze u fyzikalnich aloh je ¢asté, Ze jednotky jsou pievadény na zakladni jednotky
soustavy Sl. V tomto ptfipad¢€ to neni nutné, jen je potieba uvédomit si, Ze pracujeme se stupni Celsia
a s minutami, tedy po dosazeni ¢asu v minutach nam vyjde pocet stupnu Celsia. V piipadé€, ze bychom
provedli pfepocet na zakladni jednotky, tedy Kelviny a sekundy, vysla by funkce popisujici vyvoj
teploty s jinymi konstantami.

Zavér

Na VSTE jsou realizovany kurzy matematiky v dopravnich, stavebnich, strojirenskych a
ekonomickych oborech, na JU EF v oborech ekonomickych. VySe uvedené ptiklady jsou vybrany
tak, aby témata aplikacnich ptikladii korespondovala s uvedenymi obory. Zarovei jsou vybrané tlohy
fesitelné pomoci aparatu, ziskaného v zakladnich kurzech matematiky, ktery ilustruji. K jejich feSeni
neni potieba znalosti, které by byly na vys$si trovni. Dalsi kritérium je, aby vybrané tlohy byly, pokud
mozno, rychle vyfeSeny, ¢asu neni na zdkladnich kurzech nazbyt.

Jevi se nam, Ze studenti technicky oborii vnimaji, Ze budou matematicky aparat pouzivat 1
v odbornych ptedmétech a s tim souvisi jejich ptistup. Chtéji vypocty pochopit a aparat zvladnout.
U ekonomickych oborli vnimame, Ze se ve zvySené mife objevuji studenti, ktefi si mysli, Ze
po skonceni zédkladnich kurzi matematiky nebudou kalkulus zahrnujici vy$s$i matematiku potfebovat.
Z tohoto dlivodu je velmi zddouci ukézat aplikace (viz. Giniho index, nebo vypocet pravdépodobnosti
doziti, kapitola 2). S diferencialnim a integralnim kalkulem se setkaji naptiklad v pfedmétech mikro
a makro ekonomie, v pojistné matematice; S maticovym kalkulem napfiiklad na predmétech, kde jsou
feseny ekonomické optimalizace.

Vnimame, Ze je nesmirn€ dilezité obohatit kalkulus probirany v rdmci kurzii matematiky
0 ukazky aplikac¢nich uloh.
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JAKO MOTIVACE PRO STUDIUM MATEMATICKYCH PREDMETU

JAHODOVA Monika, JAHODA Pavel

VSB - Technické univerzita Ostrava, Fakulta strojni, KMDG
VSB - Technické univerzita Ostrava, Fakulta elektrotechniky a informatiky, KAM
17. listopadu 2172/15, Ostrava - Poruba
e-mail na hlavniho autora: monika.jahodova@vsb.cz

Abstrakt: V prispévku je predstaven motivacni priklad pro studenty predmétu Matematika I
na fakulté strojni.

Klicova slova: obrabéci nastroj, efektivni priimér, motivacni priklad

1 Uvod

Piedmét Matematika I je zafazen na fakulté strojni VSB-TUO do prvnfho semestru baka-
larského studia. V informacénim systému pro evidenci studia a vyuky EDISON se v kazdoroc¢ni
anketé Hodnoceni vyuky setkavame s nazorem, ze studenti nepovazuji predmét Matematika I
za dilezity z pohledu studovaného oboru. Snahou tedy bylo prinést hned v prvni prednasce
tohoto predmétu motivacni priklad z redlné strojirenské praxe, pti jehoz feSeni bude potieba
uplatnit znalosti z oblasti vysokoskolské matematiky, konkrétné z diferencidlniho poctu a ana-
lytické geometrie. V uvedeném prikladé lze dokonce najit i prfesah do predmétti Matematika II
a Konstruktivni geometrie.

2  Obrabéni

V tloze se budeme zabyvat obrabécim néstrojem (nazyvanym téz fréza) v riznych polohach
viuci obrabénému povrchu. Obrabéci nastroj bude mit pro zjednoduseni tvar valce zakonceny
reznou ¢asti ve tvaru polokoule s primérem d a samotny obrabény povrch budeme pro zjedno-
duseni v kazdém misté nahrazovat jeho tecnou rovinou. V zédkladni, nevychylené poloze frézy
bude jeji osa lezet na norméle obrabéného povrchu. Samotnd tloha bude rozdélené na tii casti a
v kazdé z nich bude cilem vyjadtit skutecny (efektivni) pramér frézy d. ;s v zavislosti na hloubce
fezu a, a zméné polohy obrdbéciho nastroje. S timto efektivnim primérem frézy pak souvisi
efektivni fezna rychlost a téz findlni vlastnosti obrobeného povrchu, napriklad jeho zrnitost.
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2.1 Zakladni poloha obrabéciho nastroje

Jako dobrou praxi se zatim jevi ukazat tento motivacni priklad hned v tivodu prvni pred-
nasky z Matematiky I. Studenti si umi celou situaci pomérné dobie predstavit i bez dlouhého
uvodu do problematiky obrabéni.

Prvni a nejjednodussi tilohou je stanovit vztah pro efektivni primér frézy, kdy osa frézy ziistava
kolma k tecné roviné obrdbéného povrchu ve vsech smérech, tzn. lezi na norméle obrabéného

......

zornéna na obrazku 1.

Obrazek 1: Osa frézy kolma k obrabénému povrchu

Studenti jsou na prednasce pozadani o navrh feseni tohoto problému a dostanou napovédu,
ze pri TeSeni si vystaci se znalostmi ze zakladni skoly: efektivni polomér frézy r.s; lze vyjadrit
uzitim Pythagorovy véty (Obrazek 2).

Obrazek 2: Osa frézy kolma k obrabénému povrchu

rgff = = (r—a) = 1r=r’+2ra,—a = a, (2r—a,)

Teff = ap - (2r —ap) /-2

deff = 2 a;v'(d_ap)
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2.2 Zména polohy nastroje

Dojde-li ke zméné polohy obrabéciho nastroje vzhledem k obrabénému povrchu, zméni se
efektivni pramér frézy a tim i vysledna (skutecnd) feznd rychlost. To ma za nasledek zménu
vyslednych parametrii obrabéni. Podivame se ted na pripad, kdy dojde k vychyleni osy frézy o
tthel 8 ve sméru posuvu nastroje. V zavislosti na ihlu vychyleni rozliSujeme nastroj tazeny a
nastroj tlaceny.

Obrazek 3: Tazeny nastroj a tlaceny nastroj

Na prednasce odvodime pouze vztah pro vypocet efektivniho priméru obrabéciho néastroje
pri obrabéni tazenym nastrojem. K odvozeni tohoto vztahu jsou potfeba znalosti stredoskolské
matematiky, konkrétné goniometrickych a cyklometrickych funkeci. P¥i odvozeni budou hrat
dilezitou roli dva pravothlé trojuhelniky zvyraznéné na nasledujicim obrazku.

ol B
I l I

Obrazek 4: Odvozeni vztahu

7 prvniho obrazku je mozné vyjadrit thel a:

r—ap

cosa =
r

r—=ap
Q. = arccos
r

Ozna¢me sjednoceni thli « a § jako thel 7. Pro jejich velikosti pak plati:
7= a+f
Y = arccos (r—ap> + 8
r
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a protoze
_ Teff
r

sin ~y

pak po dosazeni a tprave

7 - sin (arccos (T — ap) +ﬂ> = Ty /2
r

dostavame vztah pro vypocet efektivniho priméru pti obrabéni tazenym nastrojem

-2
defg = d-sin (arccos <%) + 5) .

Analogicky lze vyjadrit i efektivni prameér ptfi obrabéni tlacenym nastrojem, studenti se
mohou pokusit odvodit tento vztah sami.

Pripadu, kde dojde k naklonéni osy obrabéciho nastroje ve sméru kolmém na smér posuvu
se na prednasce nevénujeme, uloha opét zlistava jako otevieny problém, ktery se studenti mohou
pokusit vyresit samostatneé.

Jako treti je pak studentiim predstaven problém, kdy je obrabéci néstroj naklonén libo-
volnym smérem a pro jehoz feseni budou potieba znalosti z diferencialniho poc¢tu a analytické
geometrie a k uloze se jesté jednou vratime na posledni prednasce z Matematiky I, kdy uz
studenti tyto potfebné znalosti budou mit.

2.3 Obecna poloha obrabéciho nastroje

V tvodu je vhodné si celou situaci co nejvice zjednodusit. Frézu i obrabény povrch muzeme
umistit do soustavy souradnic tak, aby tecna rovina obrabéného povrchu byla rovnobézna s
rovinou xy a normala obrabéného povrchu bude mit stejny smér jako osa z.

Obecnou polohu obrabéciho nastroje lze ziskat jako kombinaci dvou nakloni. Oznac¢me
vychyleni osy nastroje od kolmé osy z ve sméru obrabéni jako vychyleni o pro nastroj tazeny.
Dale pak ozna¢me vychyleni nastroje od kolmé osy z ve sméru kolmém na smér obrabéni jako
problému miizou pozdéji vratit v predmétu Konstruktivni geometrie a zkusit situaci zakreslit
pomoci nékteré ze zobrazovacich metod.

K vizualizaci situace je na prednasce vyuzity program GeoGebra a jeji graficky ndhled 3D.

Stred polokoule nahrazujici feznou cast obrabéciho nastroje umistime do bodu O; =
[0;0;0]. Timto bodem bude prochézet i osa obrabéciho néstroje. Naklon osy ve dvou ruznych
smérech nejlépe znadzornime pomoci uhlopticek stén hranolu, pricemz osa obrabéciho nastroje
bude totozna s télesovou thloprickou tohoto hranolu. Jak uz bylo zminéno, te¢na rovina v misté
obrabéného vyrobku bude rovnobézna s rovinou xy a smér obrabéni bude shodny s kladnym
smérem Oosy .
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D
Q

Obrazek 5: Obecna poloha v soustavé souradnic

Nejdrive uréime soutradnice dalstho bodu O; na ose obrabéctho nastroje v zavislosti na
zvolenych néklonech « a . Bez jmy na obecnosti mizeme z-ovou souradnici zvolit rovnou 1
a zbyvajici dvé vyjadrit pomoci goniometrickych vztaht:

x
tana=—=2x a tanﬁzg:y.
z z

Osu néastroje pak lze parametricky vyjadrit nasledovné:

o: x = 0+ k- -tana
y = 0+Fk-tanp
z = 0+4+k-1, ke R.

Polomér fezné ¢ésti nastroje necht je oznacen r, kde r = d/2. Protoze je stfed polokoule
nahrazujici feznou ¢ast obrabéciho nastroje umistén do poc¢atku soustavy souradnic, bude mit
nejnizsi bod této polokoule soufadnice [0; 0; —r]. Hloubka fezu obrabéciho néstroje je a,, tecna
rovina nahrazujici povrch obrdbéného materidlu bude mit obecnou rovnici z = —r + a,.

Efektivni polomér frézy urcime jako vzdalenost fezného bodu E vyznaceného na Obrazku 5
od osy nastroje. Tento bod ma soutfadnice y = 0, 2 = —r+a, a zaroven lezi na povrchu polokoule
22 + 1% + 22 = r?, takze miizeme vyjadiit jeho z-ovou soufadnici

r=r2—y?—22= \/7“2—0—(—7“+ap)2: \/2rap—ag,
E= [,/QTap—ag;O; —r+ap} )

V tuto chvili je samoziejmé mozné sahnout po zndmém vzorci pro vypocet vzdéalenosti
bodu od primky. Lze ale zvolit i jiny pristup a tlohu vyfresit pomoci znalosti diferencialniho
poctu, konkrétné lze vyuzit hledani extrému funkce jedné promeénné.

Zvolme na ose obrabéciho nastroje libovolny bod K. Tento bod ziskame pomoci volby
konkrétniho ¢isla za parametr k£ v parametrické rovnici osy o. Pro vzdalenost bodi K a E
vyuzijeme znamy vztah pro vzdalenost dvou bodi v prostoru. Plati tedy:

2
|K; E| = \/<,/2mp—a§—k'tana) +(0—Fk-tan8)* 4 (=1 +a, — k)*.
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Vzdalenosti bodu od primky je myslena nejkratsi mozna vzdélenost, kterou lze najit a ilohu
lze Tesit jako hledani minimalni mozné vzdalenosti v zavislosti na proménné k.
Dalsi postup uz byva studenttim ziejmy, funkci

d(k) = \/(,/QTap—ag — k-tanoc>2 +(0—k-tanB)* + (—r +a, — k)* (1)

je potieba zderivovat podle proménné k a pak tuto derivaci polozit rovnu 0.

_ 2- (,/2Tap—a%—k-tanoz) (—tana) +2- (—k-tanf) (—tan ) +2 - (—r +a, — k) (—1)

d'(k)

2. \/(\/27"@1, —az—k- tana)2 + (=k-tan B)* + (=r +a, — k)*
Z rovnice
2. (y/2ra, —a — k- tana) (—tana) + 2 (k- tan §) (—tan ) + 2 - (—r +a, — k) (—1)

=0
2- \/(2mp—a}2,—k~tana)2+(—k-tan6)2+(—r+ap—k)2

je mozné neznamou k z citatele vyjadrit jednoduchym roznasobenim a vytykanim.

" tanaw/Qrap—ag—r—l—ap

B tan? o + tan? 8 + 1

Po nalezeni hodnoty proménné k se tato dosadi do vztahu (1) a funkéni hodnota funkce d(k)
je pak rovna hledanému efektivnimu poloméru obrabéciho néstroje odpovidajicimu pocatecni
volbé naklonu « a . (Pozndmka: 7 kontextu tlohy je zfejmé, Ze extrém funkce d(k) existuje a
jednd se o minimum.)

V zavérecné casti tkolu jsou studenti vyzvani k navrzeni takového softwarového feseni,
které jim vygeneruje napriklad prehlednou tabulku hledanych efektivnich primeéria obrabéciho
nastroje v zavislosti na zvolenych naklonech a pevné daném poloméru a hloubce fezu. Pti volbé
d =6 a ap, = 0,2 mize tabulka vypadat napiiklad takto:

d=6 ap=0,2 P
0’ 5° 10° 15° 20° 25° 30°

30° 4,67 4,67 4,70 4,74 4,80 4,87 4,96

25° 4,32 4,33 4,37 4,43 4,51 4,61 4,73

. . 20° 3,94 3,96 4,01 4,09 4,20 4,34 4,49
tazeny Y

15 3,53 3,55 3,62 3,73 3,88 4,05 4,25

10° 3,09 3,13 3,22 3,36 3,55 3,76 4,00

5° 2,63 2,68 2,79 2,98 3,21 3,48 3,76

a kolmy 0° 2,15 2,21 2,36 2,60 2,88 3,20 3,53

-5° 1,66 1,73 1,93 2,23 2,57 2,94 3,32

-10° 1,15 1,26 1,53 1,89 2,30 2,71 3,13

. -15° 0,63 0,81 1,18 1,62 2,08 2,53 2,97
tlageny .

-20 0,11 0,50 0,99 1,47 1,94 2,41 2,86

-25° 0,41 0,63 1,03 1,47 1,92 2,37 2,81

-30° 0,93 1,04 1,29 1,63 2,01 2,41 2,81

Obrézek 6: Tabulka efektivnich primeéri frézy v zavislosti na naklonu
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Zavér

Zahrnuti priklada z realné strojirenské praxe do vyuky matematickych predméti je velmi
dtlezité. Chceme tim docilit toho, aby studenti pfestali na matematiku pohlizet jenom jako na
prekazku, kterou je nutné pti studiu technickych obori zdolat, ale jako na nastroj, diky kterému
budou schopni Tesit nékteré realné problémy ve stojirenské praxi. Vybrana tloha je navic velmi
zajimava v tom, jak se postupné se zménou vstupnich parametri dostaneme od matematiky
zakladni skoly po matematiku vysokoskolskou. V zavérecné fazi je pak jesté hezky propojen
diferencialni pocet s analytickou geometrii. Jedna se o ¢asti matematiky, na které maji studenti
tendenci nahlizet jako na naprosto odlisSné a nesouvisejici matematické oblasti.

Reference

1] SADILEK, Marek. Vyzkum zmény polohy osy néstroje p¥i viceosém frézovani. Habilitacni
prace. Ostrava: Vysoka skola banska - Technicka univerzita Ostrava, 2013.
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POSTOJE STUDENTOV VS K PREDMETU MATEMATIKA

JANIKOVA Miriam

Univerzita Tomase Bati ve Zling, Fakulta aplikované informatiky,
Ustav matematiky, Nad Stranémi 4511, 760 05, Zlin
mjanikova(@utb.cz

Abstrakt: Postoje Studentov k vzdeldvacej oblasti mézu ovplyviiovat’ ich vysledky a tspesnost’.
V clanku rozoberame postoje Studentov 1. ro¢nika FT UTB k predmetu matematika, ktoré sme
analyzovali pomocou postojového dotaznika. Dany dotaznik vypliiali §tudenti dvakrat, ato na
zacCiatku a konci zimného semestra akademického roku 2023/24.

Kruacové slova: postoje Studentov, matematické vzdeldvanie, postojovy dotaznik

1 Uvod

Pri vyuke matematickych predmetov sa u Studentov neraz stretdvame s vyhlaseniami typu: ,,Ale
janemam talent na matematiku. alebo ,,Ja nikdy nebudem vediet’ matematiku* a pod. Takyto pristup
je vnasej spolocnosti hlboko zakoreneny a zd4 sa, Ze okrem sposobovania zbytocného strachu
a stresu z matematiky ma aj negativny vplyv na $tudijné vysledky. Vplyvom postojov Studujucich na
ich vzdelavanie zaoberaju mnohé vyskumy a ukazuje sa, ze zmena postoja moze pozitivne ovplyvnit
Studijné vysledky (Mueller, Dweck, 1998).

Stanfordska profesorka Jo Boaler uvddza ako hlavni pri¢inu netspechu a sklamania
v matematike nézor, Ze iba niektori l'udia mézu byt’ v matematike dobri, Ze je to ,,dar*, ktory nemaju
vsetci. Tento pristup dennodenne brzdi Studentov a znizuje ich ucenie a vysledky (Boaler, 2016). Na
zlepsenie predstav Studentov o matematike realizovala Boaler online kurz a skupina, ktord ho
absolvovala, vykazovala pozitivnejsi pristup k matematike a dosahovala vySSie skore
v Standardizovanych matematickych testoch (Boaler, Dieckmann, 2018).

Prave z uvedenych dovodov sme sa rozhodli v prvom kroku preskimat’ postoje nasich Studentov
k matematike a jej vyuke a nasledne v buducnosti hl'adat’ rieSenia, ako ich postoje zlepSit'.

2 Kapitola

2.1 Realizacia prieskumu

Prieskum postojov naSich Studentov k matematike sme realizovali dotaznikovou formou na
jednej z fakualt UTB, Fakulte technologickej. VSetci Studenti, ktori nasttipia do prvého ro¢nika na tejto
fakulte, absolvuju rovnaké dva matematické predmety, a to predmet Matematicky seminai zamerany
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na opakovanie uciva strednej Skoly (dotécia: 2 vyuc. hod./tyZden) a predmet Matematika I zamerany
na u¢ivo VS (tvod do algebry, kalkulus, dotacia: 4 vyug. hod./tyzdeii). Prieskum bol realizovany
v zimnom semestri akademického roku 2023/2024, v ktorom matematiku na FT UTB vyucovalo 5
vyucujucich a vSetci sthlasili so zapojenim sa do prieskumu. Zuc¢astneni Studenti boli Studentami
prvého ro¢nika Studijnych programov Materialy a technoldgie, Technoldgie a hodnotenie potravin,
Procesné inZinierstvo.

Dotazniky, ktoré boli pouzité na zistovanie postojov Studentov k predmetu matematika, vznikli
upravou uz skonstruovaného dotaznika v rdmci medzindrodného vyskumu (Andrews, 2007) a boli
pouzité aj v ramci vyskumu realizovaného na Slovensku (Vankus, 2014). Tieto dotazniky nasi
Studenti vypliali dvakrat, a to na zaGiatku a konci zimného semestra 2023, pri¢om dotazniky
obsahovali rovnaké polozky! aboli anonymné (Studenti uvadzali len zaradenie do S$tudijného
programu). Pri kazdej z 20-tich poloziek Studenti uvéadzali, do akej miery suhlasia s uvedenym
tvrdenim pomocou 6-stupniovej skaly (Obr. 1)

7. Ocekavam, ze v testech z matematiky budu uspésny/a.
8. Myslim, Ze matematika je dulezitym pfedmétem.
9. Pokud se dostateéné snazim, rozumim tomu, co se v matematice uc¢ime.

Obrazok 1: Ukazka dotaznika

2.2 Analyza dat

Pri skérovani dotaznika sme kazdi polozku vyhodnotili osobitne, jednotlivym odpovediam
v polozkach sme priradili ¢iselné hodnoty od 1 (velmi nesouhlasim) az 6 (velmi souhlasim). Nésledne
sme vytvorili oblasti a vypocitali aritmeticky priemer z vyhodnotenych odpovedi do nich zaradenych
poloziek. V Tab. 1 a Tab. 2 uvadzame oblasti, polozky, ktoré dané oblasti obsahujt a ich skore (aj so
slovnym popisom najbliz§im k danej hodnote).

Tab. 1 obsahuje vyhodnotené udaje z postojovych dotaznikov zo zaciatku ZS a Tab. 2 udaje
z postojovych dotaznikov z konca ZS. Na zaciatku ZS dotazniky vyplnilo 234 Studentov, na konci
ZS 164 studentov. Prave z tohto dovodu nemdzeme hovorit’ o vyvoji postojov Studentov, nakol'ko
vyskumna vzorka zo zaciatku ZS je ¢iastocne odlisna od vyskumnej vzorky z konca ZS (dovodom je
pomerne vysoka fluktuacia $tudentov najmi 1. roénikov VS a anonymita dotaznikov).

Pri analyze vyskumnych dat m6zeme pozorovat’, Ze miera pozitivneho vzt'ahu k matematike nie
je vyrazne vysoka ani u jednej zo skumanych vzoriek, avSak Studenti, ktori vydrzali do konca ZS,
vykazovali vyS$$iu hodnotu pozitivneho vzt'ahu k matematike, hoci ju povazovali za menej dolezitu,
ako vzorka zo zaciatku ZS, avSak obe vzorky dosiahli v oblasti hodnotenia ddlezitosti matematiky
nadpriemerné skore. V oblasti Sebahodnotenie v oblasti chdpania matematického uciva a v oblasti
vlastnych vykonov prevlada u oboch skimanych vzoriek mierne pozitivny pristup (pricom mierne
zlepSenie pozorujeme u 2. vzorky z konca ZS). V oblasti Hodnotenie u¢ebnych $tylov a pristupov v
matematike dosiahli poloZky zamerané na porozumenie a precvicenie u€iva nadpriemerné skore, z
¢oho usudzujeme, Ze Studenti maji zaujem o porozumenie ucivu a aktivne zapojenie do vyucovacieho
procesu.

! Drobné zmeny nastali v polozkéach 5, 7 a 20 z dovodu ¢asového odstupu dotaznikov.
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Oblast Polozky Skore
Miera pozitivneho postoja k matematike 3. Matematiku se dokaze naucit kazdy.
6. Matematice se vénuji rad/a. 3,16

>
(mirné nesouhlasim)

Hodnotenie dolezitosti matematiky

4. Co se nau¢im v matematice, mazu pouzit i v
ostatnich predmétech.

8. Myslim, ze matematika je dulezitym
predmétem.

18. Umét matematiku mi pomuize pii vydélavant
penéz.

20. Myslim si, Ze to, co se budeme uéit v
matematice letos, je pro mé dulezité.

19. Matematika nema pro muj zivot zadny

9
vyznam.

4,30
(mirné souhlasim)

2,75
(mirné nesouhlasim)

Sebahodnotenie v oblasti chapania
matematického uciva a v oblasti vlastnych
vykonov

5. Myslim si, ze letos se mi v matematice bude
darit.

7. Oc¢ekavam, ze v testech z matematiky budu
Uspésny/a.

9. Pokud se dostateéné snazim, rozumim tomu,
co se v matematice ucime.

12. Zjistil/a jsem, ze s trpélivosti dokazu tesit i
tézké matematické problémy.

10. Pokud neumim vyresit matematicky problém
rychle, prestanu se snazit.

3,74
(mirné souhlasim)

2,01
(mirné nesouhlasim)

Hodnotenie uc¢ebnych stylov a pristupov v
matematike

13. U koly pro procvicovani uciva jsou velmi
dulezité pro uéeni se matematice.

i5. Cas straveny snahou o pochopeni postupu
resent je dobte vyuzit.

16. Diskutovat o riznych zpusobech resent
matematického problému je dobry zptisob uceni
se matematiky.

17. Myslim si, ze je dulezité naucit se nékolik
zpusobii feseni téhoz matematického problému.

1.U¢it se matematiku je hlavné o tom mit dobrou
pamér.

2.Je ztratou casu, kdyz nas ucitel matematiky
necha premyslet samostatné.

1. Bézni studenti nemohou chapat matematiku,
mohou se jen naucit nazpamét pravidla, kterd se
probiraji.

14. Dostat spravnou odpoved’ je dilezitéjsi nez
rozumeét, proc je tato odpoved’ spravna.

4,66
(souhlasim

2.73
(mirné nesouhlasim)

Tabulka 1: Postojovy dotaznik I
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Oblast

Polozky

Skore

Miera pozitivneho postoja k matematike

3. Matematiku se dokaze nau

6. Matematice se vénuji rad/a.

3,43
(mirné nesouhlasim)

Hodnotenie dolezitosti matematiky

4. Co se nau¢im v matematice, mazu pouzit i v
ostatnich predmétech.

8. Myslim, ze matematika je dulezitym predmétem.
18. Umét matematiku mi pomuize pii vydélavant
penéz.

20. Myslim si, Ze to, co jsme se ucili v matematice
letos, je pro mé dulezité.

19. Matematika nemd pro muj zivot zadny vyznam.

3,97
(mirné souhlasim)

2,7.
(mirné nesouhlasim)

Sebahodnotenie v oblasti chdpania matematického
uciva a v oblasti vlastnych vykonov

Myslim si, ze letos se mi v matematice dari.

7. Oc¢ekavam, ze v skousce z matematiky budu
Uspésny/a.

9. Pokud se dostateéné snazim, rozumim tomu, co
se v matematice uéime.

2. Zjistil/a jsem, ze s trpélivosti dokazu tesit i tézké
matematické problémy.

12. /)

10. Pokud neumim vyresit matematicky problém
rychle, prestanu se snazit.

y
(mirné souhlasim)

3,07
(mirné nesouhlasim)

Hodnotenie uc¢ebnych stylov a pristupov v
matematike

13. Ukoly pro proevicovani uciva jsou velmi

dulezité pro uéeni se matematice.

i5. Cas straveny snahou o pochopeni postupu
reseni je dobte vyuzit.

16. Diskutovat o riiznych zpt
matematického problému je dobry
matematiky.

17. Myslim si, ze je dulezité naucit se nékolik

sobech Tesent

sob uceni se

zpusobii feseni téhoz matematického problému.

1.U¢it se matematiku je hlavné o tom mit dobrou
pamér.

2.Je ztratou casu, kdyz nas ucitel matematiky necha
premyslet samostatné.

1. Bézni studenti nemohou chapat matematiku,
mohou se jen naucit nazpamét pravidla, kterd se

probira;
14. Dostat spravnou odpoved’ je dulezitéjsi nez
rozumeét, proc je tato odpoved’ spravna.

453

(souhlasim)

2,84

(mirné nesouhlasim

Tabulka 2: Postojovy dotaznik IT
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Zaver

V ¢lanku sa venujeme analyze postojov Studentov 1. roénika VS technického zamerania

k predmetu matematika. Tato analyzu sme realizovali pomocou postojovych dotaznikov, ktoré
Studenti vypliiali na zaciatku a konci zimného semestra akademického roku 2023/24.

Na zéklade analyzy dotaznikov m6Zeme konStatovat, Ze nasi Studenti si uvedomuju dolezitost’

matematiky, maji snahu o hlboké porozumenie matematickym problémom, avSak vykazuju
podpriemerni mieru pozitivneho postoja k matematike. Aj vplyvom aktudlnych vyskumov vidime
v budtcnosti priestor na hl'adanie ciest, ako zlepSovat’ postoje Studentov k matematike a skvalitnit’
tak ich matematické vzdelavanie.
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Abstrakt: Na Fakulté vojenskych technologii Univerzity obrany probiha vyuka matematiky
studentti 1. ro¢niku vojenského studia v ¢eské a anglické varianté. Pritom studenti samostatné
rozhoduji, kterou variantu zvoli. Nasim cilem je zjistit, jaka je tiroven stredoskolskych mate-
matickych znalosti u studentii, kteti si vybrali studium v angli¢tiné, oproti studentim, kteri
matematiku studuji v ¢estiné. Toto porovnani provadime na zakladé vysledku dvou testi ze
stfedoskolské matematiky, které studenti pisi v prvnich tydnech studia. Data, kterda pouzivame,
odrazeji vysledky z poslednich tii let. Na zakladé statistické indukce zjistujeme, ze v pripadé
prvniho testu byly vysledky u anglickych skupin v nékterych letech vyznamné lepsi, nez u ces-
kych skupin. Naopak u druhého testu nam vysledky vychézeji nepritkazné. V nasi analyze se
potykame mimo jiné s obtizemi, které prameni z malého poc¢tu studentii studujicich v anglictiné.

Klicova slova: vyuka matematiky v angli¢tiné, predpoklady stfedoskolskych znalosti matema-
tiky, vojensti studenti, MATLAB

1 Uvod

Vyuka matematiky na Fakulté vojenskych technologii Univerzity obrany probiha v soucasné
dobé v 1. az 3. ro¢éniku. Od akademického roku 2006/07 maji studenti moznost studovat prvni
dva semestry matematiku v angli¢tiné (viz [6], [7]). Jednim z benefitti takovéto vyuky je mensi
pocet studenttt ve skupiné, ten zpravidla kolisd mezi 12 az 20 studenty. To umoznuje se studenty
vice individualné pracovat jak na prednaskach, tak na cvicenich.

Moznost studovat v anglickém jazyce je nabidnuta vSem studenttim nastupujicim do 1. roc-
niku. Studenti se nasledné mohou na vyuku v angli¢tiné ptihlasit na zédkladé vlastniho rozhodnuti.
Zduraznéme, ze za studium v angli¢tiné studenti ziskavaji stejny pocet kreditu jako za studium
v ceském jazyce a neziskavaji zadnou ulevu u zkousky. Studenti, kteri usoudi, ze jim vyuka
v anglictiné nevyhovuje, mohou v pribéhu semestru pozadat o prestoupeni na vyuku v cestiné.
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Stejné tak jako na jinych vysokych skoldch (viz [15], [9]) se i na Univerzité obrany potykame
s tim, ze matematické znalosti a zbéhlost ve vypoctech jsou u studentt velmi rozdilné, hodné
zalezi na typu skoly, ze které studenti prichazeji. Obecné lze ale Tict, ze maji malo zautomatizované
zékladni operace a vypocty — vytykani, vyjadireni neznamé ze vzorce, neznalost zakladnich
vzorcu atd., coz se Spatné dohani, a je to problém predevsim v navazujicim ucivu. Z téchto
divodi maji studenti 1. ro¢niku od akademického roku 2015/16 povinny mentoring (opakovaci
cvifeni, viz [12]) z matematiky. V prvnim semestru v ném jde prevazné o identifikaci nedostatki
ve znalostech z uciva zédkladni a stfedni skoly a je snaha intenzivnim pravidelnym doucovanim
minimalizovat odchodovost studentii z diivodu nezvladnuti zkousky z matematiky. Mentofi jsou
zpravidla akademicti pracovnici z kateder specializaci, katedra matematiky a fyziky pripravuje
podklady pro mentoring a testy, které studenti plni v pribéhu semestru. Ve druhém semestru
jde pak spise o planované konzultace k uc¢ivu matematiky, které jsou jiz plné v kompetenci
vyucujicich matematiky.

Cilem tohoto prispévku je porovnani studentii v ¢eské a anglické skupiné na zakladé vysledki
mentoringovych testi (ze stfedoskolské matematiky) v pribéhu prvniho semestru. V ptipadé, ze
by se potvrdila domnénka, Ze studenti v anglické skupiné ovladaji pozadované ucivo stredoskolské
matematiky lépe, je tfeba uvazit moznost zaradit do vyuky obtiznéjsi resp. problémové tlohy.

V soucasné dobé probiha vyuka dle platné akreditace schvalené v roce 2019, pro srovnani
byla vyuzita data ziskana v letech 2021-2023, kdy probihala fadna prezenéni vyuka.

2 Zakladni informace o vyuce

Studenti 1. ro¢niku v programech Vojenské technologie — elektrotechnické, Vojenské technolo-
gie — strojni a Vojenskd geografie a meteorologie musi povinné absolvovat predmét Matematika 1
(v zimnim semestru) a na néj navazujici predmét Matematika 2 (v letnim semestru).

Predmét Matematika 1 navstévuji studenti, ktefi prichézeji ze stiednich skol, a vyjimecné
také studenti, kteri nepostoupili do 2. ro¢niku a musi opakovat 1. ro¢nik. Predméty Matematika 1
a Matematika 2 (s vyukou v angli¢tiné) jsou nabizeny také zahraniénim studenttm, ktefi jsou
na Univerzité obrany na zahrani¢nim pobytu, ale jejich pocet je tak maly, ze vysledné srovnani
nijak neovlivni.

Pokud nepocitame studenty, ktefi své studium ukoncili béhem prvnich tydni studia, tak
v letech 2022 a 2023 predmét Matematika 1 navstévovalo pravidelné zhruba 100 studenti.
Vyjimku tvori rok 2021, kdy predmét navstévovalo zhruba 150 studentl. Presné poéty studentti

Tabulka 1: Pocty studenti anglickych skupin v letech 2021-2023 v predmétu Matematika 1.
Tabulka obsahuje informace o poctu studenti na zacatku semestru; poc¢tu studentii, kteri
prestoupili na ceskou vyuku; poc¢tu studentii, kteri predmét ukonéili z riiznych divodi pred-
casné; poctu studentti, kteri se dostali ke zkousce; a poc¢tu studentt, kteri zkousku tspésné
slozili. V tabulce nejsou zapocteni studenti, kteri ukoncili studium, aniz by prosli nékterym ze
sledovanych testi — viz nize.

rok | na zacatku | prestoupilo | uk. predcasné | ke zkousce | absolvovalo
2021 21 2 1 18 16
2022 19 0 2 17 16
2023 18 0 0 18 18

53



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2024

Tabulka 2: Poc¢ty studentt v ¢eskych skupinach v letech 2021-2023 v predmétu Matematika 1.

rok | na zacatku | uk. predcasné | ke zkousce | absolvovalo
2021 134 16 120 100
2022 85 20 65 51
2023 81 1 80 61

anglické vyuky spolu s dodate¢nymi informacemi lze nalézt v tabulce 1, pocCty studentii ceské
vyuky jsou v tabulce 2.

Z tabulky 1 je zfejmé, ze pokud si student vybere vyuku v angli¢tiné, uz v ni zpravidla
zustane. Prednasky a cviceni u anglickych skupin vedli v letech 2021-2023 stejni prednasejici
i cvicici, u ¢eskych skupin byly v roce 2021 z kapacitnich divoda dvé prednasejici, z nichz jedna
nasledné prednasela i v letech 2022 i 2023. Cvicicich se v ¢eskych skupinach vystiidalo vice. Pro
zkousku jsou pak nastaveny stejné pozadavky v ¢eské i anglické skupiné. Nakonec jesté uvedme,
ze obsahem pfedmétu Matematika 1 jsou diferencidlni a integralni pocet funkce jedné proménné
a zaklady linearni algebry.

2.1 Ovérovani stredoskolskych znalosti v 1. semestru

Na zac¢atku semestru (vétsinou hned v prvnim tydnu, pfip. druhém tydnu) studenti napisi
uvodni test a poté zhruba po mésici dalsi kontrolni test, jejichz smyslem je zjistit, zda dochazi
k néjakému zlepseni znalosti. Pokud nedojde ke zlepSeni, je student pozvan na pohovor primo
k dékanovi fakulty, kde se Tesi podminky jeho dalsiho setrvani na skole a jsou nastavena dalsi
opatreni tak, aby student zvladl pozadavky na néj kladené. Zduraznéme, ze studenti Univerzity
obrany jsou zaroven vojaci z povolani.

Vstupni test vypada zpravidla nasledovneé:

o Nacrtnout grafy elementarnich funkci, vyznacit souradnice prisecikii grafu se souradnico-
vymi osami, pripadné souradnice dalsich vyznac¢nych bodii.

o Urcit defini¢ni obory zadanych funkci.

o Nalézt Teseni kvadratickych rovnic v redlném a komplexnim oboru.
« Upravy vyrazi a zapsat pro jaké podminky ma dany vyraz smysl.
o Uzitim pravidel pro pocitani s logaritmy zjednodusit dany vyraz.

« Upravy slozenych zlomki.

o Hodnoty zakladnich goniometickych funkei.

Cas vymezeny na vypracovani testu je 60 minut. Pokud studenti potiebuji na Teseni delsf
Cas, tak jim nechdvame potfebny cas navic (az 15 minut). Zd4 se nam, ze za devét let, co se
testy pisi, potfebuje delsi dobu na zpracovani ¢im dél vic studentu (6 studenti v roce 2023).
Tomuto fenoménu bychom se pak radi vénovali v navazujicim vyzkumu spolu s vyhodnocenim
vysledki vstupnich testi z matematiky na Univerzité obrany viz také [3], [11].

Vysledky tvodniho testu byvaji zpravidla horsi. Studenti maji minimalné 4-5 mésici odstup
od matematiky, a to za predpokladu, ze z ni maturovali, jinak to mtze byt i déle. V dalsim
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testu si vétsinou ti, co uspéli v ivodnim testu, drzi dobré vysledky. Ale je i fada studentti, kteti
po kratkém zopakovani stredoskolské matematiky a rozkoukani se v novém prostiedi ve druhém
testu handicap dohoni.

Jak jiz bylo fec¢eno, u mnohych student je problém v tom, Ze maji mélo zautomatizované
zakladni operace a vypocty — vytykani, vyjadireni neznamé ze vzorce, neznalost zakladnich
vzorcu atd., coz pak zptusobuje problémy v dasim ucivu.

2.2 Datové soubory

V nasem c¢lanku zpracovavame datovy soubor MTest 2021 2023.x1sx, ktery obsahuje
informace o studentech, kteri nastoupili na studium v letech 2021, 2022 a 2023. U kazdého
studenta je uvedeno jméno a prijmeni, identifika¢ni kdd jeho cety, rok nastoupeni, vysledky
z mentoringového testu 1 a 2 (v procentech) a nakonec zda student na zacatku 1. semestru
studoval matematiku v angli¢tiné.

U nékterych studentii chybi v souboru tdaje o vysledcich z mentoringového testu 1, nebo
2. Udaje mohou chybét z riznych divodi jako napiiklad dlouhotrvajici nemoc studenta nebo
ukonceni jeho studia mezi 1. a 2. testem. Pocty chybéjicich hodnot jsou shrnuty v tabulce 3.

Tabulka 3: Pocet chybéjicich hodnot u jednotlivych studentii podle let. Datovy soubor obsahuje
pouze studenty, ktefi napsali alespon jeden z testl, tj. néktery z testi nepsalo v roce 2021
celkem 20 studentu.

rok | 1. test | 2. test | procentuelni ¢ast z celkového poctu
2021 10 10 7,5%
2022 0 14 8,2%
2023 2 2 2,5%

Zkoumané studijni programy byly akreditovany od roku 2019. V ¢lanku nezpracovavame
udaje o studentech, kteri nastoupili v letech 2019 a 2020, protoze tyto tdaje nejsou kompletni
(rok 2019) nebo studium neprobihalo standardni formou z divodi probihajici pandemie (2020).

3 Vyuka ve vice urovnich obtiznosti

V idealnim pripadé by vyuka kazdého studenta probihala v malé skupince s individualizo-
vanym studijnim planem. Z financnich i praktickych divodu vsak takovato vyuka ¢asto neni
mozna. V literature tak nalezneme fadu ¢lanki zkoumajicich vyuku ve t¥idé, kde se nachazeji
studenti s lisicimi se predpoklady pro studium, viz naptiklad [16].

Pti vyuce predmétt Matematika 1 a 2 vsak dochézi k rozdéleni studentli na dveé skupiny.
Prijde nam prirozené, ze pro nase studenty, jejichz matersky jazyk je ¢estina, je vyuka matematiky
v cizim jazyce obtiznéjsi. Proto bychom ocekavali, Ze si studium v angli¢tiné vyberou tii druhy
studentt:

1. Studenti, kteri se citi byt dostatecné pripraveni jiz ze stfedni skoly nebo z predchoziho
studia a chtéji se pouze zlepsit v angli¢tiné.

2. Studenti, ktefi dostate¢né ovladaji anglicky jazyk a neni pro né prekazkou.

3. Studenti, kteri chtéji vyuku v anglictiné vyzkouset.
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Ptijde nam obecné znamo, ze pokud je probirana latka pro studenty prilis lehkd nebo
obtizna, pak klesa jejich motivace (viz napt. [13]). Z téchto divodi mé pro nas smysl zkoumat,
jaké jsou matematické znalosti nasich studenti na pocatku jejich studia, respektive zda se
v anglické skupiné nevyclenuje skupina s odlisSnou urovni znalosti. Na zakladé téchto informaci
Ize pak uvazovat o upraveni, nebo ponechani arovné probirané latky. Zaroven ale zminme, ze
vysledky nékterych autorti podporuji tezi, ze ménici se obtiznost na motivaci mit vliv naopak
nemusi viz [5].

4 Vysledky

V nasledujici ¢asti se pokusime porovnat vysledky ¢eskych a anglickych skupin z mentorin-
govych testl 1 a 2 za roky 2021-2023. K vypoctim pouzivame statistické programy MATLAB
a R

4.1 Grafické porovnani

Obrazek 1 zobrazuje normované histogramy vysledkt studentti ¢eskych skupin z testu 1
a 2 za roky 2021-2023. V hornim radku vidime vysledky z 1. testu, a pokud je porovname
s 2. Tddkem (zobrazujicim vysledky druhého testu), tak mizeme usoudit, Ze studenti maji
obvykle na 1. testu horsi vysledky. Uspésnost studentt v 1. testu se pfevazné pohybuji v rozmezi
10%-40%. Oproti tomu, uspésnost v 2. testu se pohybuje prevdzné v rozmezi 30%-60%. Divodu
muze byt vice, viz ¢ast 2.1.

CJ 2021 CJ 2022 cJ 2023

o
0 o1 0z 03 04 05 08 07 08 0.9 1 o 0.1 02 03 04 05 08 o7 08 09 1 Ou o1 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Test2 Test2 Test 2

o o
il o1 02 03 0.4 0.5 08 07 08 08 1 o 01 o2 03 0.4 o5 06 o7 o8 09 1 0 o1 02 03 0.4 o5 0.6 o7 0.8 09 1

Obrazek 1: Normované histogramy vysledkt studentii ¢eskych skupin z testu 1 a 2. Histogramy
reprezentuji postupné zleva doprava studenty, ktefi nastoupili na studium v letech 2021, 2022
a 2023. Cervend linka reprezentuje odhad hustoty rozdéleni pomoci normalnich jader [14].

Obrazek 2 zobrazuje boxploty vysledki ¢eskych a anglickych skupin z testu 1 a 2 spolu
s vynesenymi medidny na osu y. Na zakladé mediant vidime, Ze studenttim anglickych skupin se
obecné darilo v 1. testu zhruba o 20% lépe. Ve 2. testu jiz rozdil mediana neni tak jednoznacny,
kde pouze v roce 2022 sledujeme vyznamnou mezeru zhruba 30%. Déle vidime také velkou
variabilitu vysledki s jedinou vyjimkou, kterou je 2. test anglické skupiny v roce 2023. I zde lze
pozorovat, ze se studentim daii ve 2. testu obecné 1épe.

Zamérme se nyni v obrazku 2 na vysledky testu 1 v letech 2022 a 2023. Vidime, ze mediany
anglickych skupin jsou nad hornim kvartilem (horni hranice ,krabice*) ¢eskych skupin. Z toho
lze usuzovat, ze alespon 50% studentu anglickych skupin doséhlo z 1. testu lepsiho vysledku nez
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(a) Vysledky z 1. testu. (b) Vysledky ze 2. testu.

Obrazek 2: Boxploty vysledki ceskych (Cervené) a anglickych (modfe) skupin v letech 2021 az
2023 spolu s vynesenymi mediany na ose y.

je vysledek 75% studenti ¢eskych skupin. Toto porovnédni je platné i u 2. testu, ale tentokrat
pouze v roce 2022.

4.2 Statisticka indukce

Nyni bychom chtéli porovnat ceské a anglické skupiny. Nejprve uvazime, ze vysledky
1. testu ceskych skupin nemaji normalni rozdéleni, jak vidime na obrazku 1. Pokud bychom
pouzili Shapirav—Wilkiav test (pomoci néjz testujeme nulovou hypotézu, ze data pochazeji
z normalnfho rozdéleni), tak dostaneme na obvyklé hranici vyznamnosti 5% stejny zavér
(p-hodnoty p12021 = 1075, p120a2 = 1074, pyages = 107°). PouZijeme tedy neparametrické testy.

Daéle bychom chtéli vyhodnotit, zda nelze zredukovat mnozstvi porovnavanych skupin.
K tomu muze slouzit graf interakci. Na obrazku 3(a) nyni vidime tsecky spojujici medidany
vysledkil z 1. testu anglické a ceské skupiny pro kazdy rok zvlast. Graf interakei interpretujeme
tak, ze pokud jsou kiivky priblizné ,rovnobézné*, pak neni mezi skupinami takika rozdil. Pokud
skupiny odlisné. Vidime, ze tisecky odpovidajici letiim 2022 a 2023 jsou priblizné rovnobézné
a tedy muzeme tyto skupiny spojit dohromady. Rok 2021 se naopak od ostatnich skupin odlisuje.
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(a) Vysledky z 1. testu. (b) Vysledky ze 2. testu.

Obrazek 3: Usecky spojuji medidny anglické a eské skupiny. Kazda tsecka odpovida studentiim
jednoho roc¢niku.
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Tabulka 4: Korigované p-hodnoty Dunnova testu porovnavajictho shodu mediant vysledkt
1. testu mezi Ceskymi a anglickymi skupinami v letech 2021 a 2022/3.

AJ 2021 | CJ 2022/3 | AJ 2022/3
CJ 2021 0,245 0,189 0,327
AJ 2021 0,025 0,526
CJ 2022/3 0,043

Po spojeni dostaneme 4 skupiny, CJ 2021, AJ 2021, CJ 2022/3, AJ 2022/3. Déale pouzijeme
Kruskaluv-Wallisuv test [1], [2], ktery je neparametrickou obdobou ANOVA testu, pouzivany
pro data nepochézejici z norméalniho rozdéleni. Testujeme nulovou hypotézu, ze mediany vSech
skupin jsou stejné, a dostaneme p-hodnotu p; ks = 0,0035, tj. na hladiné vyznamnosti 5%
zamitame nulovou hypotézu a vidime, Ze mediany skupin nejsou stejné.

Déle chceme rozhodnout, mezi kterymi skupinami nastava rozdil, a proto provedeme post
hoc analyzu. Pro post hoc analyzu Kruskalova—Wallisova testu obecné pouzivame Dunntv
test [17]. Pro vSechny dvojce i, j testujeme nulovou hypotézu, ze medidny skupin i a j jsou
shodné. Navic pouzivame Holmovu korekci, abychom se vyvarovali nartistu chyby prvniho druhu.
Vysledné korigované p-hodnoty vzajemného porovnani skupin jsou uvedeny v tabulce 4. Vidime,
7e na hladiné vyznamnosti 5% zamitdme shodu mediani u dvojic AJ 2021, CJ 2022/3 a AJ
2022/3, CJ 2022/3.

Nésledné provedeme obdobnou analyzu pro vysledky 2. testu. Z obrazku 1 (2. fadek)
usuzujeme, ze vysledky 2. testu c¢eskych studentl spise nemaji normélni rozdéleni. Provedeme-li
opét Shapirtv-Wilkiv test, ziskdme p-hodnoty ps 9921 = 0,045, p2 2022 = 0, 0503, p2 2023 = 0, 554,
tj. na hladiné vyznamnosti 5% zamitdme nulovou hypotézu pouze u skupiny, ktera nastoupila
na studium v roce 2021. I nyni pouzijeme neparametricky test.

Z obrazku 3(b) vidime, Ze nelze spojit zadné skupiny dohromady, a proto budeme porovnavat
viech 6 skupin CJ 2021, AJ 2021, CJ 2022, AJ 2022, CJ 2023, AJ 2023. Vysledkem Kruskalova
Wallisova testu je p-hodnota ps ks = 0,0493 a na hladiné vyznamnosti 5% zamitame nulovou
hypotézu. Korigované p-hodnoty Dunnova testu s Holmovou korekci nalezneme v tabulce 5.
Vidime, Ze vSechny tyto hodnoty jsou vétsi nez 0,19, a tedy v pripadé 2. mentoringového
testu post-hoc analyza selhala. Pokud bychom zméfili velikost tc¢inku (silu sledovaného rozdilu
mezi skupinami) Kruskalova—Wallisova testu, tak pouZijeme piikaz dostupny v balicku [4]
a dostaneme, zZe tento ucinek je jen maly.

Tabulka 5: Korigované p-hodnoty Dunnova testu porovnavajictho shodu mediant vysledki
2. testu mezi ¢eskymi a anglickymi skupinami v letech 2021, 2022 a 2023.

AJ 2021 | CJ 2022 | AJ 2022 | CJ 2023 | AJ 2023
CJ 2021 1 1 1 1 1
AJ 2021 1 1 1 1 1
CJ 2022 0,261 1 0,196
AJ 2022 0,549 1
CJ 2023 1

Déle se pokusime alespon o zakladni analyzu senzitivity naseho pristupu. Nase analyza
byla zalozena na predpokladu, ze data nemaji normalni rozdéleni (p-hodnoty psap21 = 0,045,
P2.2022 = 0,0503, p2oges = 0,554). Pokud bychom usuzovali, Ze je tento pfedpoklad chybny, pak
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miizeme k porovnani skupin pouzit ANOVA test s p-hodnotou ps 4y = 0,035. Pro post hoc
analyzu ANOVA testu obvykle pouzivaime Tukeyho test [10], ktery vsak selze i v tomto piipadé
s nejmensi p-hodnotou 0,119. Vysledek je tedy nezavisly na nasem predpokladu normality.

Nakonec porovname jesté vysledky 2. testu pro ceské a anglické skupiny napri¢ vsemi lety,
tj. pouzijeme pouze informace o tom, zda student nastoupil do ¢eské nebo anglické skupiny,
a vysledek jeho testu. Cinfme tak, protoZe se domnivame, Ze za neprikaznym vysledkem post
hoc analyzy Kruskalova—Wallisova testu je nedostateény pocet méreni u nékterych skupin, viz
tabulka 1. Vidime, ze v anglickych skupinach za sledované obdobi studovalo vzdy pouze okolo
dvaceti studentt.

K porovnani téchto dvou skupin muzeme pouzit dvouvybérovy t-test (za predpokladu
normality) nebo Manniv-Whitneyuv test [8] (dvouvybérovou variantu Kruskalova—Wallisova
testu). Vysledna p-hodnota obou téchto testu je pfiblizné stejna a to 0,008.

4.3 Vyhodnoceni vysledki

Na zakladé vysledki 1. testu jsme vyhodnotili, ze anglické skupiny v letech 2021, 2022
a 2023 byly lepsi nez ceské skupiny v letech 2022 a 2023 s neprokazatelnym rozdilem oproti
ceské skupiné z roku 2021. Na zakladé vysledki 2. testu jsme ziskali pritkazny rozdil mezi ¢eskou
a anglickou skupinou, ale pouze pokud bychom ignorovali vliv roku, kdy nastoupili. AvSak timto
bychom mohli potlac¢it vzajemnou interakci nékterych faktort. Napiiklad se lze domnivat, Ze
vétsina studentii, kteri nastoupili na studium v roce 2021, stravila posledni rok svého studia
stfedni skoly distancni vyukou. Z obrazku 2(b) lze také usuzovat, ze se v nasich datech vyskytuje
heteroskedasticita (tj. rozdilny rozptyl pro rizné skupiny), kde hlavné rozptyl anglické skupiny
v roce 2023 vybocuje oproti ostatnim.

Za nejvétsi nedostatek nasi analyzy vidime nedostatecny pocet dat pro anglické skupiny.
Tento problém je vsak strukturalni a nelze jej odstranit, protoze sami studenti se rozhoduji
v jakém jazyce budou studovat. Domnivame se vsak, ze vliv lockdownovych opatreni na vy-
sledky studentii by mohl byt do budoucna potlacen. Radi bychom posbirali idaje o vysledcich
nasledujicich ro¢niki a planujeme tuto analyzu doplnit.

Zavérem muzeme pouze doporucit, aby byly posouzeny trovné ¢eskych a anglickych skupin
v kazdém roce samostatné, tj. bez ohledu na ostatni ro¢niky, az poté, co budou studenti ze
stredoskolské latky otestovani.
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Abstrakt: V textu se zabyvame hledanim prostorového usporadani shlukti atomt a jednoduchych
acyklickych molekul pomoci metod optimalizace. Hledané uspotadani ziskame pomoci minimalizace
energetického potencialu soustavy atomu, respektive molekul, kde hlavni roli hraje Lennard-Jonestv
potencial. Jako hlavni metodu pouzivame Shortv r-algoritmus, coz je vylepsena metoda nejvétsiho
spadu s prostorovou dilataci ve sméru uréeném rozdilem dvou poslednich gradientti. Uvedena metoda
je primarné ur¢ena pro nehladké funkce, avsak vykazuje velmi dobré vysledky pro funkce s divokym
prub&hem, kde klasické metody selhavaji. Energeticky potencial soustavy atomu je funkce s vysokym
poctem lokalnich minim, coz feSeni tlohy zna¢né komplikuje. V praxi nas zajimaji pouze dostate¢né
hlubok4a minima reprezentujici skute¢né dosazitelna uspotfadani atomid a molekul. Postupem Casu
se uvedena uloha stala dokonce métitkem GspéSnosti optimalizacnich technik.

Kli¢ova slova: Molekularni modelovani, nehladka optimalizace, Shorav r-algoritmus, Lennard-
Jonestv potencial, minimalizace funkce

1 Uvod

Molekularni geometrie je dulezitd pii stanoveni (alespoii ve formé odhadu nebo hypotézy)
zakladnich vlastnosti chemickych latek, jako naptiklad hustota latky pti zadané teploté nebo symetrie
vnitiniho uspotadani (zdali je zkoumana latka izotropni). Pomoci prostorového uspofadani umime
také odhadnout stabilitu latky. Uvedena tiloha se fesi na nékolika urovnich — my se budeme zabyvat
modelovanim vhodnym pro prvotni vyzkum pomoci bézné vypocetni techniky.

Potencial soustavy atomii a molekul aproximujeme souctem energie volnych a kovalentnich
vazeb vcetné elektrostatické energie mezi jednotlivymi dvojicemi atomu. Jiz tento vypocet ma odhad
slozitosti 0 (n?), a proto je vhodné jej maximalné zjednodusit — ov§em soucasné tak, aby nedochazelo
ke ztraté dulezitych informaci.

Za cil vyzkumu si klademe ukéazat a porovnat rizné optimalizacni pfistupy a zdivodnit vhodnost
nebo nevhodnost jejich pouziti, a to véetné jejich nastaveni. Vychazet budeme ze Shorova r-algoritmu
pro minimalizaci nehladké funkce, cozZ nam umozni explicitné fidit smér poklesu a stanovit optimalni
délku kroku pfi linesearch. Porovname piistup optimalizace s omezenim i bez omezeni a vliv zvolené
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pocate¢ni aproximace a nastaveni linesearch na rychlost a stabilitu vypoctu a vysledné uspotadani
atomu a molekul.

Upozoriiujeme Ctenaie, ze disciplina molekularni modelovani netesi piipadné chemické reakce,

ani se nezabyva procesem krystalizace amorfnich latek. Soucasné se nezabyva ptisobenim jakychkoli
dalsich sil nez jsou meziatomové sily — naptiklad gravitacni silou, ani neuvazuje Brownav pohyb.

2 Energeticky potencial soustavy atomii a molekul

Na uvod kapitoly definujme n€kolik zékladnich fyzikalnich jednotek a konstant:

14 1A =100 pm = 0.1 nm | Jednotka délky (Angstrem)

R¢ [A] Polomér kovalentni vazby atomu

RY [A] Polomér Van der Waalsovy vazby atomu

RA [A] Polomér atomu

Ey [k] /mol] Libovolna energie, potencial

RYY RY =R/ + R/ [4] Délka Van der Waalsovy vazby dvou atomtl i a j
Rl-cj Rl-vj'-/ =Rf + RjC [A] Délka kovalentni vazby dvou atomti i a j

CB Covalent bond Kovalentni vazba mezi atomy i a j

IA Interaction Interakce mezi atomy i a j

Tabulka 1 - Zakladni fyzikdlni veliciny
Uvazujme zcela libovolnou soustavu atomu a acyklickych molekul, kterd obsahuje N atomu
(v€etné atomt tvoficich molekuly). Ozna¢me L] mnozinu v§ech indexii neusporadanych dvojic atomu
bez kovalentni vazby (Lennard-Jones), a podobné¢ CB mnozinu dvojic atomu s kovalentnimi vazbami
(covalent bonds). Pro energeticky potencial plati [3]
E=EL]+EES+ECB+EA+ED' (1)

Clen E; ; se nazyva Lennardiv-Jonesiv potenciil. Budeme jej uvaZovat ve tvaru

rl'j

RERC wh 12 W 6
i Ri' Ri'
wor P I
Ly

et ) = = [ =l = (ot =) ) ) )

xixeRrR3i=12..,N.
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LJ potencial vyjadiuje interakéni energii libovolnych dvou atomt bez kovalentni vazby. Jsou-
li dva atomy i a j k sob& blize, nez je vzdalenost R}, pak se odpuzuji. Jsou-li od sebe dale ne je R},
pak se ptitahuji (avSak pfitahujici sila S rostouci vzdalenosti klesa). Obrdazek 1.

Clen Egg vyjadiuje elektrostatickou energii mezi jednotlivymi atomy (nékteré atomy navenek
pusobi kladné€ — ptitahuji elektrony jinych atomt do své valencni vrstvy, jiné ptisobi zaporné — mayji
schopnost darovat elektron ze své valenéni vrstvy jinému atomu). Zamétime se na horni odhad Egs.
Pouzijeme-li hodnoty pro vzdalenost atomti 7 = 0,54 = 0,5 - 107'%m, naboj atomi |q, 5| < 4-1,6 -
10719¢, viz [12], a elektrickou konstantu e = 107 1°Fm™?, ziskdme

1q142| < 16-10738
ery; 10710051010

Exs(r(i, )| = =32-10"18 < 10717,
|Ees(r(i.))]

Potencial Eg je tudiz zanedbatelny vzhledem k potencialu LJ, proto polozime Egs = 0.

1
Uhlik - C L Zakladni LJP| |
Helium - He
0.8r T 08r
0.6
0.6 0.4}
T =) i |
0.2
£ £ riAl
= 04r = ,
3 3 1 2 3 4
w W o2t
021
04r
r[Al 06
0= . . .
1 2 3 4 08r1
A F
0.2

Obrazek 1 - Leonardiiv-Jonesiv potencidl pro uhlik a helium

Dalsi potenciély se vztahuji vyhradn& k molekulam. Clen E}, se vztahuje k energii vzajemného
natoceni dvou dvojic atomil v jedné molekule spojenych kovalentni vazbou. Energie se tedy uplatni
az u fetézcl délky Ctyii a vice. My se budeme zabyvat pouze molekulami s fetézci délky mensi nez
tfi (napiiklad H20), a proto v nasem piipadé E, = 0. Zkratka D znaci dihedral [7].

Clen Eg vyjadiuje potencial (energii) kovalentnich vazeb (covalent bonds) a ma tvar

Ecp(r) = Z K5 (rij — RiCj)Z [k]], 4)
CB
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kde K} je energie kovalentni vazby atomii i a j pii délce vazby Rfj;. Hodnota K5 se pohybuje
fadové ve stovkach kJ/mol — jedna se tedy o vysokou energii (fddové vyssi, nez je Ej ;). Chovani
kovalentnich vazeb mtizeme pfirovnat k chovani pruziny s tuhosti K. Vzhledem k vysoké hodnot¢
K;; se delka kovalentni vazby v b€Zné tiloze méni pouze zanedbatelné.

Clen E, vyjadiuje potencial thlu 6; ik ktery sviraji kazdé tii po sob¢€ jdouci atomy i, j, @ k spojené
kovalentnimi vazbami. Ozna¢me A mnozinu vSech neuspotadanych trojic téchto atomi. Pak plati

E,(6) = Z K (0 — 9ijk,o)2 [K]], (5)
A

kde Kg-k je energie atom i, j a k svirajicich thel 6, . Uvedené chovani opét miizeme pfirovnat
K pruznosti. U vétSiny molekul je vSak misto ahlu 6, vyhodné&jsi uvazovat vzdalenost atomii i a k.
Napiiklad u molekuly vody H20 miizeme misto 80y o = 104,45° pouzit R, = 1.53 A [10], a dale
postupovat jako u kovalentnich vazeb, tedy

Ean() = ) Khi(rie = RE)" K] ©)
A

Shriime si dosavadni poznatky pro potencidl uvaZzované soustavy atomt a molekul:

E:EL]+EES+ECB+ EA +ED:EL]+ECB+EAR'

~0 ~E AR =0
E() =E;(r) + Ecg(r) + E4(1). (7

Veskeré potfebné fyzikalni konstanty najdeme v chemickych tabulkach [4], pfipadné je lze
vypocitat pomoci kvantové fyziky [2]. Konkrétni hodnoty Ize najit na Wikipedii, konkrétn¢ atomové
poloméry [11], poloméry kovalentnich vazeb [8] a Van der Waalsovy poloméry [9]. Poznamenejme,
ze naprosta vétSina uvedenych fyzikalnich vlastnosti je zavisla na teploté. U anorganickych latek
se jejich vlastnosti méni skokové pti zméné skupenstvi, u organickych ma zavislost spojity, pomérné
line4rni prabeh.

3 Nehladka optimalizace — Shoruv r-algoritmus

Protoze Clen (2) je siln€ nelinedrni funkce, zvolime metodu vhodnou pro minimalizaci nehladké
funkce, Shorav r-algoritmus. V podstaté se jedna o vylepSenou metodu nejvétsiho spadu s dilataci
prostoru ve sméru daném rozdilem dvou poslednich subgradientti. Tento r-algoritmus je urceny
pro nehladké, ale lokaln¢ lipschitzovsky spojité funkce. Po nalezeni vhodného sméru poklesu (smér
opac¢ny ke sméru libovolného subgradientu v daném bodu) nasleduje bézny linesearch v tomto sméru.
Piedpis algoritmu Ctenaf najde v [6] a [1]. Algoritmus je sice obecné hor$i nez napiiklad Bundle
metody, nicméné mizeme jej velmi snadno pochopit a ovladat, ¢ehoz pozdé&ji vyuzijeme pii volbé
pocatecni aproximace a nastaveni linesearch. Velkou vyhodu pouziti nehladké metody predstavuje
také veétsi robustnost feSeni — metody urcené pro nehladkou optimalizace umi vyrazné 1épe pracovat
s funkcemi se silné nelinearnim prubéhem.
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3.1 Optimalizace bez omezeni

Nasi tlohu miizeme zapsat jako minimaliza¢ni llohu bez omezeni

RERC w12 W 6
o L[ (Ri Rij R c\2
minimalizuj E (r) =Z ” - —2|— + Z Kik(’”ik —Rii)
Lj

) Tij CBUA (8)

e 1y = [l = 1], = (k=) + (v — )" + (b = x2)’ [A)

3.2 Omezena optimalizace

Jiz jsme zminili, ze délka a uhel kovalentnich vazeb se v nasi tiloze téméf neméni. Mohli bychom
tudiz ulohu pojmout i jako lohu omezené optimalizace

CpC
4 nj ’

minimalizuj E(r) = Z
L Tij

ke ry = [l = 1], =[xk =)’ + (o — )" + (xd =)’ [A], ©
aby platilo r;; — R{; = 0 pro V(i,j) € CB,
ary — RS =0prov(i,j k) € A

MnozZinu CB tvoti vSechny dvojice atomil spojenych kovalentni vazbou, mnozinu A vSechny
fetézce atomil délky tfi. Delsi fetézce v nasi tiloze neptipoustime. Uloha (9) se mtize zdat jednodussi,
nicmén¢ prakticky musime nesplnéni zadanych rovnostnich vazeb fesit penaltou typu

1
P(r) = z EK(rik — Rj, ’ (10)

CBUA

¢imz se vracime zpét K illoze (8). Navic bychom se timto postupem pravdépodobné dopustili zbytecné
nepfesnosti volbou K < KX. Z tohoto divodu je vhodn&jsi pouzit optimalizaci bez omezeni.

3.3 Pocatefni aproximace reSeni

Pti volbé pocatecni aproximace feSeni x, musime byt brat ohled na skutecnost, Ze cenova funkce
ma celou fadu lokalnich minim (obecné staciondrnich bodli). My ovSem potifebujeme najit dostatecné
hluboka lokalni minima. Na Obrdzku 2 je zobrazena nevhodné pocatecni aproximace pobliz mélkého
lokalniho minima (vlevo) a vysledné uspofadani (vpravo) atomu neonu. Numericky jsme dale zjistili,
ze jednotlivé atomy je dobré od sebe umistit ve vzdalenosti

r) =0,75R]. (11)
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Pocatecni aproximace Reseni

21 2'@ @

1l e @
s e 2 R
x (A x [A]

Obrazek 2 - Usporadani péti atomii neonu v roviné — Nevhodna pocatecni aproximace

3.4 Linesearch

Nejlepsi (vzhledem ke konvergenci) je délka kroku spliujici obé Wolfeovy podminky [5]. To je
ovsem prili§ narocné. Proto pouzijeme backtracking — spliujici prvni Wolfeovu podminku (Armijovo
pravidlo). Smyslem této podminky je zajistit dostate¢ny pokles cenové funkce ve zvoleném sméru.

Caste¢né analyticky i numericky jsme zjistili, ze vhodna po&ateéni délka kroku je t, = 0,25A.
Pokud bychom pfipustili krok délky t > 0,5, snadno bychom se mohli dostat jednim atomem do tésné
blizkosti (r < 0,254) jiného atomu, coZ je krajné nezadouci (LJ potencial v takové blizkosti §patné
aproximuje). Pro backtracking navic pouzijeme pouze omezeny pocet testovacich kroki. Zvolime-li
koeficient zkraceni kroku p = 0,5 a nejvyse deset iteraci, bude délka nejmensiho kroku

1 /MY 1 .
tmin = t10 = Z (5) = ﬁ =2,4-10"*A. (12)

Vezmeme-li v potaz, ze 0 tento celkovy krok se budou délit desitky, stovky nebo az tisice atomtl,
je dosazena jemnost pIn¢ dostacujici.

3.5 Efektivni implementace algoritmu v Matlabu

Pro sestaveni algoritmu budeme pottebovat vypocitat gradient — coz pro hladkou funkci umime
analyticky. Teorii nehladké funkce a subgradienti pro nehladkou aproximaci (2) ctenare nebudeme
zatézovat, zajemce timto odkazujeme na literaturu [1]. Pro slozky gradientu E () v tloze (8) plati

0E O0E oOr

= 13
dxi Or 0dxj (13)

( W pW W RW®
oF z / Ry _ 12Rj] (R ) 121211 (&) + Z 2K (1 — Rie)» (14
Tij Tij Tij

CBUA
i J
or X1 — X3

oxt [ .z . .2z . 2
Sl =) (e - )

(15)

66



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2024

Podobné pro x} a x%. Dilezitou ¢asti feseni je efektivni implementace vypoétu potencialu E (1)
a jeho gradientu. Je otazkou, zdali v Matlabu zvolit implementaci pomoci cyklu for nebo vse zapsat
pomoci maticovych dot operaci. Vysledek je piekvapujici — primitivni feSeni v podobé smycek for je
desetkrat rychlejsi nez pouziti maticového zapisu. Vnitini optimalizace Matlabu je jiz schopna dobie
paralelizovat jinak sériovou smyc¢ku for. Kdybychom uvedeny vypocet paralelizovali sami, zvolili
bychom stejny postup (paralelizaci smy¢ky for a nikoli maticovy zapis).

4 Modelovani atomu bez kovalentnich vazeb

Uvazujme vstupni data — seznam atomd, jejich polohy a vlastnosti R4, R¢ a R" ve tvaru matice

[x1 yi 2z RY RY Rf]
M=|%2 Y2 2 RY R R% ] (16)
lxN yv zy RN R§ R,GJ

Vsechny dvojice atomii mezi sebou tvoii Van der Waalsovy interakéni vazby, nemame zde zadné
kovalentni vazby. V§e ostatni jiZ bylo popsano, piejdéme k praktickym ukazkam.
4.1 Plyn versus pevna latka

V této kapitole namodelujeme chovani plynu (neon) a pevné latky (sodik), vzdy pro 64 atomtl.
Budeme rovnéz zkoumat vliv pocatecni aproximace feSeni na vysledné uspotradani atomd.

Pokus 1A: Neon (umisténi atom@l v po&ate&ni aproximaci s ndhodnou odchylkou 40,1 A).

Pocatecni aproximace Reseni
@
L]
5 5 & © % &
& o sg *
L &
_ I I A B
=<, 0 =<, 0
N 8] 3 ¢ e @Bﬁy e®
o % %
gt o 0
-5 -5 @ @
&
&
5 5
5 5
0 0 0 0
A)] 5 5 Al S 5
¥ [A] x [A] y [A] x [A]
Obrazek 3 - Prostorové usporadani atomii neonu 14
Pocet iteraci Vypocetni ¢as E, E in
1311 16,7 s 2,25 107 kJ —45,4K]

Tabulka 2 - Vypocetni parametry pro geometrii atomii neonu 14
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Pokus 1B: Neon (umisténi atomil v poCate¢ni aproximaci S pevnymi rozestupy).

Pocate€ni aproximace Reseni

5
< 0
"
5
5
0 ) °
vyl T A yIAL T T A
Obrazek 4 - Prostorové uspoiaddni atomii neonu 1B
Pocet iteraci Vypocdetni ¢as E, E pmin
39 0,42s 1,56 - 107 K] —32,1K]

Tabulka 3 - Vypocetni parametry pro geometrii atomii neonu 1B
Porovnanim Obrdzku 3 a Obrdzku 4 mizeme konstatovat, ze zahrnuti nahodné odchylky do jinak
pravidelného rozmisténi atomil vV poc¢atecni aproximaci méa na vysledné feSeni zdsadni vliv. Druhé
feSeni ma sice nizky vysledny potencial a vynikajici vypocetni ¢as, avsak atomy kysliku se v tomto
uspofadani v pfirodé nevyskytuji.

Pokus 2: Sodik (umisténi atomi v po&ateéni aproximaci s nahodnou odchylkou +0,1 A).

Pocatecni aproximace Regeni

10
< 0
]

-10

10

10
0 0
ylA] 710100 L y[A] 71010

Obrazek 5 - Prostorové usporadani atomii neonu
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Pocet iteraci Vypocetni ¢as E, Ein

617 7,00 s 7,82 - 10° kJ —131K]

Tabulka 4 - Vypocetni parametry pro geometrii atomii sodiku

Porovnani dosaZzenych vysledki s dostupnou literaturou

Literatura [13] obsahuje aktualn¢ nejmensi hodnoty Lennard-Jonesova potencialu. Hodnota je
zde uvadéna v jednotkach ,,PWD - pair well depth®, coz znamend nejmensi LJ potencial pro dané dva
atomy. Pro atomy kysliku je tato energie 0,145 kJ/mol, pro atomy sodiku 0,415 kJ/mol. Aktualni
svétové minimum Lennard-Jonesova potencidlu pro 64 atomt je v PWD jednotkach -329,6.

Atomy Pocet Svétové minimum E NaSe minimum E;
Kyslik 64 —47,8K] —45,4 K] —306 PWD
Sodik 64 —137K] —131K]J —313 PWD

Tabulka 5 — Srovnani dosazenych vysledkii pro atomy kysliku a sodiku

4.2 Smésice atomi inertnich plyni

Smésice 125 atomu je tvotfena z 35% heliem (zlutd), 25% neonem (zelend), 15% argonem
(fialova), 10% Xeonem (vinova), 10% radonem (modra) a 5% kryptonem (oranzova).

y [A] -10 x [A]

Obrazek 6 - Prostorové usporadani smésice atomit inertnich plynii
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Pocet iteraci Vypocetni ¢as E, Ein
2078 101s 5,78 - 108 kJ —128K]
Tabulka 6 - Vypocetni parametry pro geometrii smésice atomii inertnich plynii
Atomy Pocet Svétové minimum E; NaSe minimum E;
Smés 125 —721 PWD —700 PWD

Tabulka 7 — Srovnani dosazenych vysledkii pro smésici atomii inertnich plyni

4.3 Vzajemna interakce atomi Zeleza a médi

V tomto testu pouzijeme celkem 672 atomil — zZ toho 160 atom médi (oranZzova) a 512 atoml
zeleza (zelend). Obrdzek 8 zachycuje pribéh minimalizace potencialu po 100 iteracich. V Tabulce 8
je uvadime ¢asova naro¢nost vypoctu a hodnotu potencialu. Na Obrdzku 7 je znazornén graf zavislosti
potencialu na poctu iteraci. K zasadnimu poklesu potencialu doslo béhem prvnich 400 iteraci.

Iterace Cas [s] E [K]] Iterace Cas [s] E [K]]

0 67 6,22 -10° 400 333 —9,29 - 102
100 133 9,27 - 107 500 408 —1,48-103
200 200 2,11-10° 750 486 —1,50-103
300 268 4,64 - 10* 1000 618 —1,51-103

09,0 [Epl (K]

Tabulka 8 - Vypocetni parametry pro geometrii smésice atomii médi a Zeleza

10 T

COR.

@ esvrersesaceccasocans

-4 L
0 100

200 300

400 500

600 700

Pocet iteraci

900

Obrazek 7 - Graf zavislosti potencialni energie na poctu iteraci
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Pocatecni aproximace Po 100 iteracich
0
- -5 -5
y [A] X [A] y [A] X [A]
Po 200 iteracich Po 300 iteracich
15
10 10
< 5 = 5
rl "
0 1]
| -5 ]
10 .
10
‘at -0 1 ‘at =10 =10
y [A] x [A] y [A] X [ﬁa]
Po 400 iteracich Po 500 iteracich
20 20 .

10 10
=<
0 N g,
10
20 .
\/ 20
yIAl x[A] yIAL 20 20 A

Obrazek 8 - Vzdajemné piisobeni atomii médi a zeleza
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Nakonec opét provedeme srovnani dosazenych vysledki s literaturou [13].

Atomy Pocet Svétové minimum E NaSe minimum E;

Smés Fe a Cu 672 —4657 PWD —4398 PWD

Tabulka 9 — Srovnani dosazenych vysledkii pro smésici atomii zZeleza a meédi

4.4 Shrnuti dosaZenych vysledki

Nami nalezena usporadani atomt se vyznacuji velmi nizkym Lennard-Jonesovym potencialem.
Relativné jednoduchou metodou jsme se dostali az k hodnotam na trovni 94-97% aktualné svétove

v

5 Molekularni modelovani

Zahrnuti kovalentnich vazeb do naseho modelu zohlednime ve vypoctu potencialu a jeho gradientu.
Tento novy model se chova podobné jako model bez kovalentnich vazeb, pouze vypocet je naro¢né;si.
Pro praktickou ukazku pouzijeme 27 molekul vody, vysledné uspotadani je na Obrdzku 9. Vysledky
testu pro geometricky model molekul vody jsou v§ak fadové méné optimalni v porovnani s [14].

3
2
1
=< 0 -
N
14
2
3
4
Z 4 4 7
y [A] x [A]
Obrdzek 9 - Prostorové uspordddani molekul vody
Pocet iteraci Vypocetni ¢as E, Ein
2500° 369s 1,82-10%1 k) —-57,3K]

Tabulka 10 - Vypocetni parametry pro molekuldarni geometrii vody, *) maximalni povoleny pocet
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Zavér

Molekularni modelovani je zajimava a zadana disciplina. Bez ohledu na dimenzi tlohy |ze feseni
i prub&h vypoctu graficky plnohodnotné zobrazit. Nevyhodou je nutnost pochopit fadu fyzikalnich
(na kvantové trovni) a chemickych zakonitosti, bez ¢ehoz se efektivni feSeni ulohy neobejde.

V piipad¢ atomarnich modeld (bez kovalentnich vazeb) se pouziti r-algoritmu vcetné nami
navrhovaného nastaveni linesearch a pocate¢nich aproximaci plné¢ osvéd¢ilo. Umime zde divodné
a spravné nastavit cely proces minimalizace LJ potencialu. Bohuzel v ptipadé molekularnich modelt

vvvvvv

dil¢ich uspécht a této oblasti se budeme dale vénovat.
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UNIVERZALNI DESIGN PREZENCNI VYUKY MATEMATIKY
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Abstrakt: Univerzalni design a od néj odvozené metodologie zamérené na vzdeélavani jsou na-
strojem k zajisténi pristupnosti vyuky predmétu pro co nejsirsi skupinu studentii. Jsou vhodné
pro ty ucitele ¢i autory ucebnich plant, ktefi vnimaji rozmanitost potteb svych stavajicich i bu-
doucich studentt a dopredu se na to chtéji pripravit ve vsech aspektech vyuky svého predmeétu.
V tomto ¢lanku jsou metodologie univerzalniho designu se zamérenim na vzdélavani predsta-
veny a jsou popsany vyhody i limity jejich pouziti. Zakladni principy univerzalniho designu
jsou poté demonstrovany na tfech pripadovych studiich tykajicich se vyuky matematiky na
vysokych skolach.

Klicova slova: univerzalni design, vyuka, matematika

1 Uvod do univerzalniho designu

Hlavni myslenky a principy Univerzalniho designu (UD) jsou uvedeny napiiklad na
strankach Centra pro univerzalni design ptfi North Carolina State University. Sice toto praco-
visté neni v soucasné dobé aktivni, v r. 1989 se vsak stalo zakladnou pro architekta Ronalda L.
Mace a jeho tym deseti vyzkumnikt, ktefi formulovali zdkladni principy univerzalniho designu,

.....

skupina uzivateli bez nutnosti prizpusobeni ¢i specidlnich tprav.” [9] Celkem se jednalo o sedm
zasad, které jsou v tomto clanku uvedeny jen podle svého nazvu:

1. Spravedlivé uzivani (Equitable Use);

2. Flexibilita v uzivani (Flexibility in Use);

3. Jednoduché a intuitivni uzivani (Simple and Intuitive Use);
4. Srozumitelné informace (Perceptible Information);

5. Tolerance chyb (Tolerance for Error);
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6. Mald fyzickd ndmaha (Low Physical Effort);
7. Velikost a prostor pro piistup a uzivani (Size and Space for Approach and Use);

Aniz bych uvadél definice zdsad a klicové pokyny k jejich naplnéni (jsou k dispozici na strance
[9]), je patrné, Ze primarni aplika¢ni oblasti univerzdlniho designu nebylo vzdélavani. Jeho
zakladni myslenky nashroméazdéné do vyse uvedenych sedmi principi vsSak lze pouzit, kdykoliv
clovék vytvari néjakou trvalou hodnotu a jeho cilem je, aby vysledky této prace byly pouzitelné
co nejvice lidmi.

Priblizné ve stejné dobé, tj. v 80. a 90. letech 20. stoleti, byla vyvinuta dalsi metodologie
zalozena na univerzalnim designu, kterd je vSak uzeji spjata s oblasti vzdélavani, totiz Univer-
sal Design for Learning (UDL). Jednd se o strukturovanou sadu zasad a doporuceni, které
muze tviarce u¢ebnich plant ¢i ucitel aplikovat, aby

e 7iky vhodné motivoval ke studiu;

e nabizel vice moznych cest ¢i pohledt k pochopeni studovanych témat ¢i poskytl informace
v raznych formatech tak, aby zohlednil rizné potieby ¢i preferované ucebni styly svych
student;

e poskytl zaktim pomoc a nastroje pro optimalizaci u¢ebniho procesu a umoznil jim proka-
zat své znalosti vice moznymi zptisoby.

Hlavni myslenka je podobna jako v pripadé univerzalniho designu: nabidnout doporuceni a

Zminim jesté dvé dalsi metodologie, které vychéazeji z myslenek univerzalniho designu. Web
Content Accessibility Guidelines (WCAG) je sadou doporuceni k zajisténi pristupnosti
webovych stranek. Prestoze primarni oblasti zamétfeni této metodologie je internetovy obsah,
myslenky v ni uvedené lze tspésné vyuzit i pti vytvareni informac¢niho zdroje libovolného offline
formatu. WCAG definuje ctyti zédkladni principy pristupnosti:

1. Vnimatelnost: informace a soucésti uzivatelského rozhrani musi byt prezentovany tak, aby
je uzivatelé byli schopni sledovat (napt. alternativni textové popisky k obrazkum, titulky
k video dokumentim, vice moznych formati, v nichz je informacni zdroj nabizen);

2. Ovladatelnost: vSechny soucésti uzivatelského rozhrani a vsechny navigacni prvky musi
byt dosazitelné (napt. uzivatelé maji mit dostatek casu k precteni, snadno se v informac-
nim zdroji orientuji a naleznou, co je zajima);

3. Srozumitelnost: informace a ovladani uzivatelského rozhrani musi byt srozumitelné (ves-
keré informace jsou ¢itelné a pochopitelné, prace s obsahem je intuitivni atd.);

4. Stabilita: obsah musi byt dostatecné stabilni, aby mohl byt spolehlivé interpretovan siro-
kou skdlou pristupovych zarizeni véetné asistivnich technologii. [10]

Na zakladé metodologie WCAG byl Digitélni a informacni agenturou CR zpracovan i metodicky
pokyn k zékonu ¢. 99/2019 Sb. O pfistupnosti internetovych stranek a mobilnich aplikaci, ktery
kromé vysvétleni zédkladnich principi metodologie uvadi i pokyny ke splnéni normy EN 301
549 V3.2.1. Pozadavky na pristupnost produktu a sluzeb IKT, ktera je zavazna pro subjekty
vefejného sektoru v Evropské unii, tedy i vefejné vysoké skoly v Ceské republice. 3]
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Universal Design for Instruction (UDI) je metodologie shrnujici zdsady UD, UDL a
WCAG, kterd muze byt aplikovana k zajisténi pristupnosti vSech aspektu vyuky, a to vcéetné
fyzickych prostor, didaktiky a informacnich technologii. Jeji soucasti jsou doporuceni, jakym
zpusobem zahdjit aplikaci UDI na konkrétni predmét a jeho soucasti. Jednotlivé zasady UDI
jsou poté podrobné charakterizovany dle nékolika kritérii, pricemz je vzdy uvedena reference
na konkrétni zésady UD, UDL ¢ WCAG:

1. Atmosféra ve tidé (styl vyuky poskytujici spravedlivy pristup ke vzdélavani a respektujic
rozmanitost i specifické potieby studentir);

2. Interakce (rady pro efektivni interakci mezi ucitelem a studenty zduraznujici flexibilitu
v moznostech zapojeni se do vzajemné komunikace);

3. Vyukové prostiedi a vybaveni (doporuceni pro fyzickou pristupnost vyucovacich prostor);

4. Metody predavani znalosti (prehled didaktickych zdsad umoznujicich ptistupnéjsi vyuku
pfedmétu a efektivnéjsi predani znalosti a dovednosti studentim);

5. Informacni zdroje a technologie (pokyny ke zpristupnéni a zajisténi vétsi flexibility infor-
macnich zdroju co se tyce zpusobu pouziti);

6. Zpétna vazba a hodnoceni (nékolik doporuceni k hodnoceni znalosti studentii);

7. Individuélni opatfeni (aneb jak reagovat, kdyz univerzélni design pro urcitého studenta
neni dostacujici). [1]

2 Motivace pro vyuziti univerzalniho designu a jeho limity

Univerzalni design a vyse zminéné metodologie od néj odvozené predstavuji nesporny be-
nefit pro ucitele ¢i tvirce u¢ebniho planu, ktery predmét pripravuje s predstihem a nedokaze
tudiz odhadnout, jaci studenti v budoucnu absolvuji jeho vyuku. Aplikaci zasad univerzalniho
designu miize doptredu rozsitit okruh studujicich, pro které bude predmét plné pristupny. In-
formace o studentech se specifickymi naroky, které obvykle ucitel ¢eské vysoké skoly obdrzi na
zacatku semestru, v némz je dany predmét vyucovan, jej tolik neprekvapi, jelikoz diky aplikaci
zasad univerzalniho designu bude 1épe pripraven na jejich pozadavky a potreby a nebude muset
pristoupit k individudlnim opatienim, jejichz zavedeni jej nebo univerzitu muize stat vétsi mnoz-
stvi energie a ¢asu a kterd mohou byt v rozporu se zakladnimi pozadavky kurzu kladenymi na
ostatni studenty.

VySe zminéné metodologie jsou navic koncipovany tak, ze jejich aplikace neni pomoci pouze
pro studenty se specifickymi naroky z divodu zdravotniho postizeni ¢i znevyhodnéni. Prospéch
z respektovani zasad univerzalniho designu budou mit vsichni studenti, tfeba ti,

e ktefi se z néjakého diivodu rozhodli, ze se pokusi studium zvladnout bez pomoci podpiir-
nych center, i kdyz by na takovou podporu mohli mit narok,

e jejichz zdravotni ¢i psychicky stav se ndhle zhorsi a pottebuji vice ¢asu na plnéni svych
povinnosti (nemoc, vyporadani se s tragickou udalosti v rodiné atd.),

e kteri se prezenéni vyuky po delsi ¢as nemohou zucastnit z divodu absolvovani studijni
staze v zahranici ¢i intenzivniho tréninku smérujictho k reprezentaci vysoké skoly,
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e jejichz materskym jazykem neni jazyk, v némz je predmét vyucovan,

e ktefl vyznavaji rizné styly uceni ¢i ziskdvani znalosti (preference spolecné diskuze o té-
matu, potieba se zdroji pracovat sim a mit dostatek Casu na jejich pochopeni) atd.

Prikladem opatteni, které ucitelé bézné pouzivaji a které se da chapat jako aplikace univerzal-
niho designu, je poskytnuti ndhradniho terminu pro prubézny pisemny test na konci semestru.
Primérné je ur¢eno pro studenty, kteri se v fadném terminu omluvili z diivodu nemoci. Takovy
opravny termin vsak miize vyuzit i student, ktery se nemohl standardniho terminu zicastnit
z diivodu tcasti na studijni stazi v zahranici ¢i praxi, nenadalého zhorseni psychického stavu ¢i
pomalejsiho tempa studia na podkladu specifickych narokt. Dalsi demonstraci flexibility v hod-
noceni znalosti a dovednosti studenta mtize byt i rizny format hodnoceni, kdy kromé zavérecné
pisemky ¢i ustniho zkouseni muze student prokazat své znalosti spolupraci na tymovém pro-
jektu a jeho zavérecné prezentaci pred ostatnimi, pripravou seminarni prace na zadané téma,
vypracovanim domacich kol a vzajemnym hodnocenim prace jinych studenti atd.

Ve své podstaté je prezencéni vyuka predmétu a vsechny jeji aspekty prikladem spoluprace
mezi skupinou osob, kterda sméruje k urc¢itému cili a v niz je stanovena urcita hierarchie roli a
odpoveédnosti za ukoly, které je tieba provést, aby bylo cile dosazeno. Jednou z oblasti je tedy
komunikace zainteresovanych (ucitel a studenti, vedouci pracovnik a jeho podfizeni, irednice na
uradé a klient atd.), je vSak dilezité zminit, ze samotnd vyuka je jen jednou z mnoha oblasti.
Neméné dulezitymi oblastmi, pti nichz by vysoka skola méla uplatnit zasady univerzalniho
designu, jsou pristupnost

1. virtudlniho prostiedi (napf. pocitacti v u¢ebnach a softwarovych aplikaci, pfipadné webo-
vych stranek fakult ¢i univerzitniho informacéniho systému),

2. fyzického prosttedi (univerzitni budovy, ucebny a laboratore) ¢i
3. informacnich zdroju atd.

Je tedy ziejmé, ze univerzalni design je nutné aplikovat nejen u jednotlivych predméti, ale ve
vsech nadfazenych trovnich (studijni programy, virtualni ¢i fyzické vybaveni fakult, univerzity
atd.). Navic, nemuze byt ,univerzalni“ v tom smyslu, Ze by uspokojil potfeby a pozadavky
vSech aktért vzdélavani. Jako priklad uvedme:

e pristupnost informacnich zdrojt ¢i vypocetni techniky pro studenty se zrakovym postize-
nim,

pfistupnost prezen¢ni vyuky matematiky pro nevidomé ¢ téZce slabozraké studenty,*

pristupnost verbalni komunikace pro studenty se sluchovym postizenim,

manipulace s nastroji a fyzickymi zarizenimi v pripadé studentti se zrakovym ¢i pohybo-
vym postizenim hornich koncetin,

podpora studentti, kterym se zhorsil zdravotni/psychicky stav a potFebuji odbornou po-
moc.

LCastd prace s tabuli ¢i nadmérné odkazovani na informace zobrazené na platné datového projektoru jsou
vyukové situace, pti nichz je zrakova percepce nutnou podminkou pro pochopeni kontextu vykladu.
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Neni v silach a moznostech uciteli jednotlivych predmétii, aby zcela prevzali odpovédnost
za individudlni opatieni v pripadech, kdy univerzalni design nepostacuje (napt. v téch vyse
zminénych situacich). Z toho divodu je tfeba pomoci fakulty ¢ univerzity a jejich pracovist,
napriklad poradenského ¢i pro podporu studenttim se specifickymi naroky. Uc¢itel vSak miize pri
zajisténi individudlnich opatreni pomoci tim, Ze studentovi doporudi, aby se obratil na prislusna
univerzitni centra, ¢i takova pracovisté vcas oslovi s proshbou o spolupréci.

3 Piiklady pouZiti univerzalniho designu

V této kapitole uvedu tti pripady pouziti univerzalniho designu. Vzdy jde o navrh podkladu
pro studenty ¢i popis nékteré aktivity prezencéni vyuky. Prvni dva pripady demonstruji univer-
zalni design badatelsky orientované vyuky vysokoskolské matematiky, tteti pripad vychézi z mé
ucitelské praxe na Pedagogické fakulté Masarykovy univerzity, pfi niz travim, asi jako kazdy
pedagog, nemalé mnozstvi ¢asu komunikaci se studenty ,,mimo uc¢ebnu.

Badatelsky orientovand vyuka je podrobné zpracovana v knize [4], hlavnimu vystupu me-
zindrodniho projektu Platinum, jehoz reSitelem jsem byl v letech 2018 az 2021 i ja. Prvni dva
piipady jsem pouzil v ¢lanku [8] prezentovaném na mezinarodni konferenci ICCHP-AAATE
2022 v italském meésté Lecco, prvni z nich s laskavym svolenim kolegyné Stephanie Thomas,
ktera ptisobi v britské Univerzité Loughborough. 3mi konference je vSak pro mé jedna z prvnich
prilezitosti diskutovat vysledky projektové prace s ¢eskymi vysokoskolskymi uciteli matematiky.

Zamérné se v tomto ¢lanku nepoustim do podrobnéjsiho vyctu a vysvétleni zasad nabize-
nych v jednotlivych metodologiich. Misto toho jsem se v predchozich kapitolach snazil nastinit
hlavni myslenky UD, UDL, WCAG a UDI a vysvétlit vyhody i limity univerzalniho designu.
Ctenéfe, ktery se rozhodl zadit s univerzalnim designem své vyuky, odkazuji na informacni
zdroje tohoto ¢lanku (kapitola Reference), a to vcetné knihy [4] a jeji kapitoly 4, v niz je
uvedeno par doporuceni pro vysokoskolského ucitele matematiky.

3.1 Pripad 1: univerzalni design informacniho zdroje

Kolegyné Stephanie Thomas z britské Univerzity Loughborough vyucéuje studenty tivodniho
matematického predmétu, ktery ma tcastniky pripravit na vstup do studia technickych nebo
pifrodovédnych oborti. Rada studentti tohoto kurzu mé specifické naroky z déivodu zdravotniho
postizeni ¢i znevyhodnéni.

Prikladem aktivity v predmétu je i kol zamérujici se na séitdni komplexnich ¢isel. Stu-
denti pracuji ve dvojicich v poc¢itacové uc¢ebné a vyuzivaji program Autograph, ktery umoznuje
zkoumat geometrické zobrazeni komplexnich ¢isel v Gaussové roviné a propojovat ziskané vi-
zualni poznatky s aritmetickymi operacemi. NizZe je snimek obrazovky se souborem otevienym
v programu Autograph (viz Obrézek 1) a pfeklad strukturovanych instrukei, které kolegyné
pripravila pro své studenty (viz Ukol 1).

Ukol 1: Tt komplexni ¢isla jsou oznacena zq, 25 a z; z; ma fixni polohu, zatimco s ¢isly z; a z
muzete pohybovat. Posunte zy, dokud nedosahne pozice pro ¢islo 6 + 5.

1. Co miuzete tici o komplexnim c¢islu 2,7 Kliknéte pravym tlac¢itkem mysi a zvolte ,,Odkryt
vse“ pro kontrolu vasi odpovédi. Spravna odpovéd se zobrazi zelené.

2. Jaky je vztah mezi ¢isly 21, 25 a 27
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3. Nyni vypocitejte: Je-li 2y = =3 + i a z = 6 + be, urcete 25 tak, aby platilo 2y + 29 = 2.

4. Zmovu nactéte Ukol 1. Pohybujte ¢islem z; po obrazovce a vSimnéte si, jak se v dusledku
toho méni obraz ¢isla z. Jak spolu geometricky souvisi obraz dvojice ¢isel z, zo a ¢isla 2;
(jehoz pozice se béhem manipulace s ¢isly z, zo neménila)?

5. Nyni miizete pohybovat s obrazy cisel z; a zo. Premistéte je na rtizna mista tak, aby obraz
c¢isla z skoncil na pozici 6 + 5i. Zapiste si pozice ¢isel z; a zo. Plati stale vas geometricky
zaver z bodu 47

6. Zopakujte kol 5 jesteé ¢tyrikrat, abyste ziskali pét riznych dvojic hodnot 21, zo, pricemz
pro kazdou z nich je ¢islo z je na pozici 6 + 5i. Jaky je vztah pro vSechny dvojice (21, 22)
komplexnich ¢isel a ¢isla 27 Odpovida vas geometricky zavér z bodu 4 vztahu mezi libo-
volnou z péti dvojic (21, 29) a Cislem 27
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Obrazek 1: ukazka grafického znézornéni tii komplexnich ¢isel v programu Autograph

Dle hodnoceni studentti byly vyse uvedené pokyny prilis podrobné a obsahlé. Studenti s
potizemi ve ¢teni ¢i pozornosti zminili, Zze se pii prochazeni instrukcemi ztraceli. M4 kolegyné
zadani tkolu upravila (viz Ukol 1 po aplikaci UD nize).
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1. Vyrazné zkratila instrukce. Smysl podukolt ziistal stejny, jen jejich popis je jiny.

2. Pridala odhad casu, ktery maji studenti vénovat celému tukolu i jednotlivym dil¢im pod-
ukolim. Tato tprava se stala velkou pomoci pro studenty s poruchou autistického spektra,
kteri potfebuji znat ¢asové ohraniceni své ¢innosti.

3. Pridala barvy, coz bylo uzitecné pro zaky s dyslexii (specifickd porucha ¢teni). Vsechna
tii komplexni ¢isla jsou barevné odlisena (modre, Cervené a rizové), coz mize pomoci
k jejich snadnéjsimu rozliseni.

Ukol 1 po aplikaci UD: celkovy ¢as 15-20 minut
Otevtete si soubor Ukoll v programu Autograph.

Jsou v ném t1i komplexni ¢isla 2, 25 a 2.
z1 ma fixni polohu, zatimco ¢isla 2z, a 2z muzete posouvat.
Kliknéte na 25 a posouvejte jej, dokud 2 nedosahne pozice 6 + 5.

1. Co muzete fici o komplexnim ¢islu 257
Kliknéte pravym tlac¢itkem mysi a ,odkryjte vSe“ pro kontrolu vasi odpovédi. (2-3 min.)

2. Jaky je geometricky vztah mezi ¢isly z1, 25 a 27 (2-3 min.)
3. Pro z; = =3+ a z = 6 + 5i najdéte z, tak, aby platilo z; + 2o = z. (2-3 min.)

4. Znovu nactéte Ukoll. Pohybujte ¢islem 2, po obrazovce a viimejte si, jak se méni &slo .
Popiste pozici =z ve vztahu k z1 a 2z5. (5 min.)

5. Prozkoumejte tento vztah. Pfesouvejte z; a 2z, na rizna mista, ale tak, aby z zistalo na
pozici 6 + 5i. Plati stéle to, co jste si mysleli pii feSeni podikolu 47 (5 min.)

Kolegyné nabidla diky vysSe popsanym tupravam studentiim moznosti, jak snadnéji organizovat
jejich aktivitu, kdyz cely tikol rozdélila do dil¢ich podukoli. Zvysila vizualni ¢itelnost instrukei
(modifikace 1, 3) a uvedla ¢asovy rozvrh badani (modifikace 2). Tato vylepseni jsou v souladu s
doporucenimi univerzalniho designu pro informaéni zdroje a jejich pripravu (viz UDL, WCAG i
UDI) a jsou uzitecné pro vSechny studenty, nejen pro ty, ktefi maji potiZe se ¢tenim, organizaci
casu a planovanim aktivit ¢i koncentraci apod.

Navrzené upravy zadani tikolu vychazejici ze zasad univerzalniho designu nejsou pro nevi-
domé studenty dostatecné. Vzhledem k tomu, Ze hlavnim cilem aktivity je zkoumat aritmetiku
slozenych ¢isel z geometrického hlediska, studenti, ktefi nemohou pouzivat zrak, nejsou schopni
sledovat vizudlni zobrazeni komplexnich ¢isel v Autografu, pohybovat s nimi a porovnavat je-
jich algebraickou reprezentaci s grafickym znazornénim. V takovém ptipadé je nutné navrhnout
individudlni opatfeni a ucitel by mél védét, na koho se obratit s prosbou o odbornou pomoc. [§]

3.2 Pripad 2: univerzalni design skupinové aktivity

Tentokrat se zamérim na predmét Matematicka analyza 1, u néhoz jsem jeden z lektoru
seminaiu pro studenty Pedagogické fakulty Masarykovy univerzity. Ti se pripravuji na budouci
kariéru ucitele matematiky na 2. stupni zdkladnich skol. Obvykle par z nich vyuziva podpory
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univerzity na zakladé zdravotniho postizeni ¢i znevyhodnéni. Predmét je vyucovan formou
prednasek a seminaii dotovanych 242 hodinami tydné. Cviceni jsou vice praktické a ucitelé
béhem nich opakuji klicové pojmy z prednasek a provadéji studenty pri praktickém fteseni
ptikladu procvicujicich teoretické poznatky. [7]

Pro jeden ze seminaru jsem navrhl badatelsky zamérenou aktivitu (viz Instrukce k tkolu),
jejiz cilem je povzbudit studenty k

e premysleni nad konceptem limity a spojitosti realné funkce jedné proménné,

e precteni svych poznamek ¢i dalsich materiali o tomto tématu, které bylo probirano na
predchozi prednasce.

Instrukce k dkolu: Rozdélte se do skupin po 2—4 lidech. Jeden ze skupiny urci, jaké limitni
omezeni ¢i podminku na spojitost mé spliiovat neznama funkce f(z). Zbyvajici ¢lenové skupiny
se snazi najit vhodny piiklad funkce f(x) vyhovujici kritériim kamardda(ky). Nésledné si role
vymeénte.

Priklady omezeni ¢i podminek:

1. Najdi funkei f(z) takovou, ze ma v bodé x = 3 limitu rovnou 5.

2. Najdi funkei f(x) takovou, ze ma v bodé x = 3 limitu rovnou 5, ale neni v ném (z = 3)
spojita.

3. Najdi funkei f(x) takovou, ze ma v bodé z = oo limitu rovnou 0.

Po prvni realizaci aktivity béhem seminate prisli ucitelé s nékolika pripominkami a nédvrhy na
zlepseni.

e Vsichni studenti rychle vytvorili skupiny a zacali aktivné pracovat na tkolu; cvicici po-
nechali studentim volnost pti rozdélovani a aktivitu koncipovali jako hru, pri které jeden
yhraje® proti ostatnim a snazi se formulovat podminky, které neni snadné splnit.

e (il aktivity nebyl jasné definovan. Neékteri studenti si vzali priklady pozadavk uvede-
nych v instrukcich a pouzili je béhem aktivity. To vSak nebylo mym zamérem, priklady
v instrukcich mély slouzit pouze pro inspiraci.

e Cas vyhrazeny pro hru nebyl pevné stanoven, téma nasledujici diskuse bylo sdéleno pouze
verbalné a celkem vagné, ve stylu: ,na zavér reknéte sviij dojem z aktivity“. Studenti tak
po ukonceni hry prichazeli s obecnymi, ve vétsiné pripadi neprilisS hodnotnymi ptispévky
do diskuze.

e Nekteré skupiny pracovaly pomaleji a ne vsichni studenti tak dostali prostor k tomu, aby
si ,zahrali“ proti ostatnim. Cvicici si navic uvédomili, ze méli své studenty diraznéji na-
badat k pouzivani aplikaci pro vykreslovani grafi funkei, coz by jim usettilo ¢as potiebny
k ovéreni, zda je jejich navrh spravny, ¢i nikoli.

Na zdkladé této zpétné vazby jsem ve spolupraci s uciteli semindit upravil instrukce (viz In-
strukce k tkolu (po aplikaci UD)):
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1. Ptidal jsem do instrukei ptiblizny ¢as na celou aktivitu.

2. Jasnéji jsem definoval ocekavani pro skupinovou praci, tedy doplnil vétu zadajici studenty,
aby vymysleli vlastni omezeni na limitu ¢i spojitost funkce a nevyuzili téch, které jsou
uvedeny v instrukcich. Do pokynil jsem navic pridal pozndmku s doporucenim pouzivat
aplikace pro vykreslovani grafii funkei.

3. Abych studenty pripravil na nasledujici diskusi, uzaviel jsem instrukce priddnim jesté jed-
noho ukolu: vybrat, prezentovat a okomentovat nejzajimavéjsi priklad, kterym se skupina
zabyvala.

Instrukce k dkolu (po aplikaci UD):
Cas na praci ve skupiné: 10 minut, na néaslednou diskuzi: 10 minut.

Rozdélte se do skupin po 2—4 lidech. Jeden ze skupiny urci, jaké limitni omezeni ¢i podminku
na spojitost ma spliovat neznama funkce f(x). Zbyvajici ¢lenové skupiny se snazi najit vhodny
ptiklad funkce f(x) vyhovujici kritériim kamarada(ky). Nasledné si role vyménte.

Priklady omezeni ¢i podminek:

1. Najdi funkeci f(z) takovou, ze ma v bodé x = 3 limitu rovnou 5.

2. Najdi funkci f(z) takovou, ze ma v bodé x = 3 limitu rovnou 5, ale neni v ném (x = 3)
spojita.

3. Najdi funkci f(z) takovou, ze ma v bodé x = oo limitu rovnou 0.
Poznamky k tkolu:
e Vyuzijte aplikace pro vykreslovani grafi funkci (Geogebra, Wolfram Alpha atd.).

e Piiklady v zadani slouzi pouze pro inspiraci. Vymyslete sva vlastni limitni omezeni ¢i
podminky na spojitost.

e Ukol k diskuzi: vyberte a popiste z vaseho pohledu nejzajimavéjsi pozadavek na funkei,
ktery jste béhem skupinové prace resili.

Vsechna tato vylepseni vychazeji ze zasad univerzalniho designu tykajicich se skupinové prace
a spoleéné diskuze. Jejich respektovani poméaha nejen studentim, ale také vyucujicim, kteri
mohou efektivnéji realizovat své predstavy o cilech, s nimiz navrhovali aktivity pro vyuku. [§]

3.3 Pripad 3: univerzalni design komunikace mimo prezencni vyuku

Vysokogkolsti studenti se zakladni informace o pfedmétech dozvidaji skrze sylabus. Casto se
jedna o webovou stranku, prostfednictvim které garant a ucitelé predmétu seznamuji studenty
s naplni kurzu, pozadavky na ukonceni, doporucenou literaturou atd. Jde o obecné, trvale
platné informace. V sylabu predmétu vsak vétsinou neni prostor pro aktudlni sdéleni tykajici
se prezenc¢ni vyuky, kol a projektu pro studenty ¢i prubéznych a zavérecnych pisemnych testi
a ustnich zkousek. Je sice mozné studenty pribézné informovat na prednasce ¢i seminari, 1ze
vyuzit osloveni hromadnym e-mailem. Tento zpiisob komunikace vsak muze byt problematicky.
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e Vyuky se z ruznych divoditi nemusi student zicastnit ¢i v ni neni prostor na zachézeni
do detaili;

e c-mailova schranka neni vhodnym néastrojem, pokud chcete, aby informace studenttim
byly vhodné strukturované dle témat a bylo mozné se v nich rychle zorientovat a najit,
co je v danou chvili treba.

Na Masarykové univerzité ucitelé pouzivaji tzv. interaktivni osnovu, jeden z nastroju Infor-
macniho systému univerzity zajistujiciho online studijni administrativu, e-learning i komunikaci
uvnitt skoly. ,Jedna se o rozvrhnuty scénar kurzu — rozcestnik, ze kterého studenti vstupuji
do jednotlivych e-learningovych aktivit. Osnova byva ¢lenéna ¢asové nebo tematicky. Ucitel si
aktivity postupné pfipravi a pak je studentim zvefejni v ucelené podobé.« [5]

Pro lepsi predstavu odkazuji na vefejné pristupnou interaktivni osnovu k predmétu PdF
MU: MA0004 Algebra 2, jehoz seminarni vyuku vedu ve spolupréci s kolegy (viz [6]). Na Ob-
razku 2 je ivodni strana interaktivni osnovy, ve své podstaté webova stranka ve formé rozcest-
niku, s osnovou prednédsek a seminaiu (tématické rozdéleni), kterd je rozdélena do jednotlivych
tydnt semestru (Casové rozdéleni). Na Obrazku 3 je pak aktivovan odkaz , Tyden 10“ nabize-
jici podklady k prednasce i seminafi v 10. tydnu, navic instrukce k 3. domacimu tkolu i odkaz
na procvicovaci test, ktery sméruje do online testového prostiedi Informacniho systému MU
zvaného ,,Odpovédniky“.

= Tyden 1
=» Tyden 2
= Tyden3
- —
— A L Tuden 4
l_ r_\‘ge[:,ra 2 = Tyden4
= Tyden5
A T
h = Tyden 7
Forma vyuky
= Tyden 8
Prednasky i seminafe budou prezenéné v terminech stanovenych rozvrhem.
= Tyden 9
Poznamka k pouzité zkratce: SLR = system linearnich rovnic.
= Tyden 10
Osnova prednasek a seminart
= Tyden 11
Tyden Témata prednasky Témata seminare
= Tyden 12
Uvodni organizatni informace &, 1. z3poftovad
1 Determinant 2 jeho vlastnosti, Cramerovo pravidio @ pisemka (Analyticka geometrie); piiprava formou ¢ Tyden 13
dvou cviénych odpovédnikl 2
Determinant matice (Laplacelv rozvoj, vijpoget Operace

2 — Statnr svatek (28. 9. 2023 se vyuka seminare nekond)
determinantu uZitim finearity) @

“E Prohlédnout vie

Vektorovy prostor {baze, dimanze, soufadnice

w

vektoru v dané bazi). feseni SLR Gausscveu eliminaci  Determinant a jeho viastnosti, Cramerove pravidle @

=

Obrézek 2: tivodni strana interaktivni osnovy s ¢lenénim dle tydni i tématicky

Studenti maji v interaktivni osnové vse na jednom misté, vhodné strukturované. Z tvodni
stranky se pomoci odkazu dostanou na podklady ke konkrétni prednasce ¢i seminari, takze
se mohou predem pripravit na to, co je ¢eka. Snadno ke kazdému domacimu tkolu naleznou
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nteraktivni osnova
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UEitel doporutuje studovat od 20 .2023do 10.12. 2023 = Tyden &
= Tyden7
E Domacf tkol 3 Prejit mp - Tyden &
Uitel doporutuje studovat od 23. 11. 2023 do 17. 12. 2023 = Tyden 9
— . o ) ; = Tyden 10
(#) Cvitny odpovidnik (Matice pFechodu)
— « Studijni materialy
4m Piedchozi Nasledujici mp © R (O G
» Doméci tkol 3
= Tyden 11

Obrézek 3: stranka interaktivni osnovy se slozkami pro Tyden 10

terminy pro odevzdani a pisemné instrukce s pozadavky na vypracovani. I na dalsi zdroje
informaci (napft. videozédznamy prednések, informace o pribéznych ¢i zdvérecnych testech véetné
ukazek, témata projektu atd.) ¢i e-learningové aktivity (napf. jiz zminéné online procvicovaci
testy, slozky pro odevzdani tkolt, diskuzni féra atd.) lze v interaktivni osnové odkazovat, a to
jak z hlediska tematického, tak i casového.

Tato flexibilita pohledu i strukturovana nabidka informaci, které lze postupné doplnovat do
jiz pripravené a znamé ,Sablony* interaktivni osnovy, zcela koresponduje se zasadami univerzal-
niho designu co se tyce prehlednosti, snadné dosazitelnosti a aktudlnosti informaci k predmétu
i jisté predvidatelnosti pribéhu vyuky a jejich soucasti. Potvrzuje to i zpétna vazba studenti,
kteri predmét absolvovali v semestru podzim 2023. Na volitelnou otazku v zavérecné pisemce
,Co se Vam libilo/nelibilo na interaktivni osnové predmétu?* odpovédélo celkem 57 studentit.
Ze ziskané zpétné vazby byly identifikovany celkem 3 riizné typy podnéti:

e 32 studentt se vyjadrilo k prehlednosti interaktivni osnovy, pricemz 29 z nich hodnotilo
pozitivné, 3 mirné negativné (dva upozornovali na drobné nedostatky, které jim ztézovaly
nalezeni urcité konkrétni informace).

e 6 studentl pozitivné hodnotilo aktualnost rozdéleni témat po tydnech, coz jim usnadnilo
doplnéni znalosti, kdyz na nékteré prednasce ¢i seminari chybéli, nebo kdyz se chtéli
dopredu pripravit na to, co je ceka.

e Vétsina studentu (47), kterd odpovidala, hodnotila interaktivni osnovu jako uziteény na-
stroj, naopak 10 respondentu uvedlo, ze ji pri studiu vyuzivala mélo nebo viibec.

K dolozeni podnétit vybiram nékolik komentari:
Student 1: ,Libilo se mi, ze ¢lovek kazdy tyden vi, co se bude dit a zaroven v kazdém tydnu

byly nahrané vyucovaci prezentace — pro meé jako uzivatele tabletu na vyuku to je super. Nékdy
tyto materidly vyucujici nahravaji na rtizna mista a byva to problém najit.“
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Student 2: ,Interaktivni osnova se mi moc libi, je prehledna a je fajn, jak je tam oddélena
prednaska od seminait, da se v tom lépe vyznat. Taky se mi libi, zZe tam je zapsano, co se
probiralo kdy a zZe jsou tam zaznamy z prednasky.

Student 3: ,Pékna struktura, snadno jde dohledat cokoliv, co pottebuji.

Student 4: ,Nevénoval jsem ji pozornost. Hlavné diky skvélym prubéznym mailtm.

Komentare jsou dokladem znamého faktu, Ze co student, to jiné preference v komunikaci i
planovani. Nékteri potrebuji dopredu védét, co se bude dit na prednaskach a seminarich a
jaké povinnosti je c¢ekaji béhem semestru, aby si pripravili kratkodoby i dlouhodoby casovy
plan pripravy s ohledem na projekty ¢i pribézné tkoly, pisemky atd. Naproti tomu jsou i taci,
kterym postaci poznamky z hodin, pripadné e-maily upozornujici na terminy odevzdéani (viz
posledni komentar). Povazuji proto za dilezité, aby se predavani informaci studentim drzelo
zasady flexibility, tj. radéji pokyny a terminy k udalostem v predmétu zopakovat vicekrat, a to
ruznymi prostfedky (verbalné na vyuce, pisemné e-mailem, trvale prostfednictvim interaktivni
osnovy atd.) nez se vyhradné spoléhat jen na jeden jediny zptsob predéni.

Jsem si také védom toho, ze Informacni systém, ktery vyviji Masarykova univerzita a ktery
nabizi moznost vyuzit interaktivni osnovy, neni dostupny uciteliim na jinych vysokych skolach.
V dnesni dobé vsak existuje fada nastroju, jak vytvorit internetové stranky nabizejici moznost
strukturovat informace tématicky i casové ¢i vkladat odkazy na internetové zdroje i offline
dokumenty, aniz by ¢lovék musel byt zkuSenym vyvojarem webového obsahu.

Zavér

Mjym cilem bylo predstavit univerzalni design jako néastroj, kterym miuze ucitel ovlivnit pti-
stupnost vyuky svého predmeétu. Z pripadovych studii v predchozi kapitole je, vérim, ziejmé, Ze
dodrzovani principti univerzalniho designu ve vyuce matematiky neni prinosem pouze pro sku-
pinu studentii se zdravotnim postizenim ¢i znevyhodnénim, profitovat z toho mohou i ostatni
ucastnici vzdélavani. Je-li navic tato metodologie pouzita pfi samotném névrhu predmétu (jeho
naplné, vyucovacich metod, pozadavki na studenty aj.), ptipravi se garant a ucitelé na roz-
manité potfeby svych budoucich studenti i nenadélé situace, do nichz se v pribéhu studia
predmétu mohou dostat.

Vysokoskolsky ucitel po precteni tohoto ¢lanku jisté potvrdi, ze nékteré vyse popsané zasady
univerzalntho designu vyuziva pti své vyuce sam. Bez spoluprace napfi¢ univerzitou a jejimi
izolovana. I proto je dilezité ptsobeni center pro podporu studentii se specifickymi naroky,
jejichz pracovnici mohou diky svym odbornym kompetencim ovliviiovat postoj univerzity, fakult
a dalsich pracovist k uplatinovani univerzalniho designu naptic¢ studijnimi programy i v celé siti
sluzeb, které vysoka skola zajistuje.
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MOSKOROVA Veronika, PALACEK Radomir

Vysokéa skola banska — Technicka univerzita Ostrava, Fakulta stavebni,
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Abstrakt: Tento clanek se zaméruje na porovnani predméti Pravdépodobnost a statistika
a Statistika, které jsou vyucovany na fakultach na Vysoké skole banské - Technické univerzité
Ostrava. Prvnim krokem je analyza jejich studijnich osnov, ktera ukazuje rozdily a podobnosti
v obsahu a zaméreni. Déle je zkoumana uspésnost absolvovani obou predmétiti, pricemz jsou
analyzovany data za posledni 2 roky. Nakonec je hodnocenim studentt zjistovano, jaky je jejich
postoj k témto predmétum a jak je vnimaji z hlediska obtiznosti, uzitecnosti a kvality vyuky.

Klicova slova: Statistika, pravdépodobnost, porovnavani predmétu, vyuka.

1 Organizace akademického roku

Vyuka predmétt Statistika a Pravdépodobnost a statistika je realizovana vzdy v zimnim
semestru. V roce 2023 trval semestr 13 tydnt, avsak o rok dfive to bylo v disledku probihajici
energetické krize a snahy skoly Settit na energiich jen 12 tydnti. Toto zkraceni doby vyuky ne-
mélo zasadni vliv na celkovy obsah probrané latky ani na vysledky studentu v tomto predmeétu.
Oba kurzy jsou vyucovany ve druhém roce bakaladrského studia. Cviceni probihaji v pocitaco-
vych uc¢ebnach s predem nainstalovanym softwarem. V ptipadé predmétu statistika se jedna o
Excel v pripadé predmétu Pravdépodobnost a statistika je to programovaci Jazyk R.

2 Néapln a cile predmétu Pravdépodobnost a statistika vyjadiené dosazenymi
dovednostmi a kompetencemi

Cilem predmétu Pravdépodobnost a statistika je poskytnout studentim teoreticky a prak-
ticky zaklad pro pochopeni vyznamu zakladnich pravdépodobnostnich pojmii a naucit je statis-
tickému mysleni jako zptisobu chapani procestu a déji kolem nas. Tato vize zahrnuje seznameni
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studenti se zakladnimi metodami ziskavani a analyzy statistickych dat a ukazat jim, jak lze
tyto obecné postupy vyuzit v jinych predmétech studia a v praxi.

10.

Absolvent tohoto predmétu by mél mit nasledujici dovednosti a kompetence:

Chéapat a pouzivat zakladni pojmy z kombinatoriky a teorie pravdépodobnosti.

Formulovat otazky, které je mozné zodpovédét pomoci dat a osvojit si principy sbéru,
zpracovani a prezentace dat.

Volit a vyuzit vhodné statistické metody pro analyzu dat.

Navrhovat a vyhodnocovat zavéry (inference) a predikce pomoci dat.

Probirana témata

. Kombinatorika. Nahodné jevy, operace s nimi, pojem neslucitelnosti a tplnosti, jevové

pole.

. Definice pravdépodobnosti jevu — klasickd, geometricka, statisticka.

Podminén4 pravdépodobnost. Uplna pravdépodobnost. Bernoulliho posloupnost nezavis-
Iych jevi. Bayesuv vzorec.

Nahodna velicina diskrétni a spojita. Frekvenc¢ni a distribucni funkce. Charakteristiky
nahodnych veli¢in.

Zakladni typy rozdéleni pravdépodobnostni diskrétni a spojité nahodné veli¢iny.
Néahodny vektor, rozdéleni pravdépodobnosti, ¢iselné charakteristiky.
Zpracovani statistického souboru.

Néahodny vybér, bodové a intervalové odhady.

Testovani hypotéz - testy parametrické a neparametrické.

Linearni regrese. Metoda nejmensich ¢tverct.

3 Dosazené vysledky studentt v predmétu Pravdépodobnost a statistika

V této ¢asti provedeme porovnani vysledkl studentl z predmétu Pravdépodobnost a sta-

tistika (obr. 1, 2) za dva po sobé jdouci roky, 2023 a 2024, na zakladé dat uvedenych v systému
Edison [1].

Akademicky rok 2022/2023
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Celkovy pocet studentii: 54
S udélenym zapoctem: 54
Vyborné: 2

Velmi dobre: 19

Dobre: 30

Nevyhoveél: 3

Akademicky rok 2023/2024

Celkovy pocet studentii: 99
S udélenym zapoctem: 93
Vyborné: 9

Velmi dobre: 45

Dobte: 34

Nevyhoveél: 5

Pravdépodobnost a statistika 2022/2023

54 54
50
40
30
30
20 19
10
2 3
0 — .

celkovy pocet s udélenym vyborné velmi dobfe dobre nevyhovél
student( zapocétem

Obrazek 1: Graf udéavajici absolutni pocet studenti
zapsanych na predmét Pravdépodobnost a statistika
a jejich tspésnost po absolvovani tohoto predmétu
v akademickém roce 2022/2023.

Pravdépodobnost a statistika 2023/2024
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celkovy pocet s udélenym vyborné velmi dobfe dobfe nevyhovél
student( zapoltem

Obréazek 2: Graf udavajici absolutni pocet studentt
zapsanych na predmét Pravdépodobnost a statistika
a jejich tspésnost po absolvovani tohoto predmétu
v akademickém roce 2023/2024.

Porovnéni vysledkii mezi obéma roky ukazuje nékolik zajimavych trend. Prvnim je zfejmy
nartst celkového poctu studentt v roce 2024 ve srovnani s rokem 2023. Tento nartist muize byt
interpretovan jako zvyseny zajem studenti o tento predmét nebo jako vysledek zlepseného
propagacniho usili ze strany skoly.

Dale, pokud se podivame na distribuci vysledki, vidime v roce 2024 vyssi pocet studenti,
kteri dosahli vyborného a velmi dobrého hodnoceni, zatimco v roce 2023 bylo vice studentt na
urovni dobre a tii studenti neuspéli. Tento trend naznacuje, ze v roce 2024 dosahli studenti v
pruméru lepsich vysledkt nez v predchozim roce.

Zajimavym zjisténim je také absence nevyhovujicich vysledkt v roce 2024, coz naznacuje,
ze se podafrilo zlepsit troven porozuméni a tspésnosti student v tomto predmétu.
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Celkové lze tici, ze v roce 2024 doslo k vyraznému zlepseni vysledki ve srovnani s rokem
2023. Tento trend muze byt dusledkem lepsi pripravy studentii, zlepsené vyuky nebo jinych
faktoru, které prispély k celkovému tspéchu vyuky predmétu Pravdépodobnost a statistika.

4 Dosazené vysledky studentt v predmétu Statistika

Nyni se podivame na vysledky studentt v predmétu Statistika (obr. 3, 4) za dva po sobé
jdouci roky 2023 a 2024. Data byly ziskany ze Skolniho systému Edison [1].

Rok 2022/2023

Celkovy pocet studentt: 133

S udélenym zapoctem: 129

Vyborné: 67

Velmi dobte: 53

e Dobre: 9

Nevyhovél: 4

Rok 2023/2024

o Celkovy pocet studentt: 143

e S udélenym zapoctem: 137

Vyborneé: 58
Velmi dobte: 65

e Dobre: 14

e Nevyhovél: 6

Statistika 2022/2023
140
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celkovy pocet s udélenym vyborné velmi dobfe dobfe nevyhovél
studentd zapoltem

Obrazek 3: Graf udavajici absolutni pocet studentii
zapsanych na predmét Statistika a jejich tspésnost
po absolvovani tohoto predmétu v akademickém roce
2022/2023.
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Obrazek 4: Graf udavajici absolutni pocet studentt
zapsanych na predmét Statistika a jejich tispésnost
po absolvovani tohoto predmétu v akademickém roce
2023/2024.
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5 Néapln a cile predmétu Statistika vyjadiené dosazenymi dovednostmi a kom-
petencemi

Cilem predmétu je poskytnout studentim teoretické a praktické znalosti potfebné k poro-
zumeéni zakladnim statistickym konceptim a k rozvoji statistického mysleni. Studenti se nauci
formulovat otazky, které lze zodpovédét pomoci dat, a osvoji si principy sbéru, zpracovani a pre-
zentace dat [2], [3], [4] Duraz je kladen na to, jak lze statistické metody aplikovat v riznych
oblastech studia a v praxi.

Po absolvovani tohoto predmétu by studenti méli byt schopni:

o Chépat a pouzivat zakladni pojmy z kombinatoriky a teorie pravdépodobnosti.

o Formulovat otazky, které 1ze zodpovédét pomoci dat, a aplikovat principy sbéru, zpraco-
vani a prezentace relevantnich udajt.

o Vybrat a pouzit vhodné statistické metody pro analyzu dat.

o Navrhovat a vyhodnocovat zavéry a predikce pomoci dat.

Vyuka tohoto predmétu zahrnuje prednésky, individualni konzultace a cviceni v ucebné.
Studenti se seznami s ndhodnymi proménnymi, diskrétnimi a spojitymi rozdélenimi pravdépo-
dobnosti, zakladnimi statistickymi charakteristikami a metodami analyzy dat.

Prabézna kontrola znalosti béhem semestru zahrnuje tcast na cvi¢enich a odevzdani do-
macich tkold. Pro ziskani zapoc¢tu musi studenti splnit stanovené pozadavky na body.

Zkouska zahrnuje pisemnou a stni ¢ast a studenti musi dosdhnout urcitého bodového hod-
noceni, aby uspésné absolvovali. Osnova predmétu zahrnuje zakladni pojmy z teorie pravdépo-
dobnosti a statistiky, metody odhadu parametri, testovani hypotéz a dalsi pokrocilé techniky
analyzy dat.

1. Ndhodny pokus a ndhodny jev, definice pravdépodobnosti. Podminénd pravdépodobnost,
nezavislé jevy a jejich pravdépodobnost.

2. Ndhodna velicina. Diskrétni nahodna velicina, pravdépodobnostni funkce, distribuc¢ni
funkce, ¢iselné charakteristiky. Rovnomérné rozdéleni, Poissonovo rozdéleni, binomické
rozdéleni, hypergeometrické rozdéleni.

3. Spojitda nahodna veli¢ina. Funkce hustoty, distribu¢ni funkce, ¢iselné charakteristiky. Rov-
nomeérné rozdéleni, exponencidlni rozdéleni, normalni rozdéleni.

4. Statisticky soubor s jednim argumentem. Varia¢ni fada, tiidni rozdéleni ¢etnosti.
5. Zékladni soubor a jeho parametry, ndhodny vybér a jeho empirické charakteristiky.

6. Bodové a intervalové odhady parametrii. Momentova metoda a metoda maximéalni véro-
hodnosti.

7. Statisticky soubor s vice argumenty. Ciselné charakteristiky, kovarianéni a korela¢ni ma-
tice.

8. Aproximace metodou nejmensich ¢tverci.
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9. Testovani hypotéz.
10. Test vyznamnosti rozdilu dvou rozptylu (F-test), test vyznamnosti rozdilu.

11. Test vyznamnosti dvou vybérovych pruméri (t-test), test vyznamnosti rozdilu parovanych
hodnot.

12. Pearsontuv test dobré shody, Kolmogoroviv-Smirnoviv test pro jeden vybér, Kolmogoroviv-
Smirnoviv test pro dva vybeéry.

13. Dixonuv a Grubbsiv test extrémnich odchylek.

6 Zptsob pribézné kontroly znalosti béhem semestru
Podminky pro udéleni zapoc¢tu jsou u obou predméti stejné:

5 bodi:

o Ucast ve cvideni, 20 % netcasti lze omluvit,

o odevzdani programi zadanych vedoucim cviceni v predepsané tprave.
5 - 15 bodt:

o absolvovani pisemnych testi,

o kazdy test je mozno jednou opravit,

e nutno ziskat minimalné 5 bodt.

Student musi ziskat alespon 10 bodt, aby ziskal zapocet.
Pozadavky ke zkousce:

Podminkou pro ucast na zkousce je zapsany zapocet z prislusného predmétu. Pisemna c¢éast
zkousky bude hodnocena 0 - 60 body, za jeji ispésné absolvovani bude povazovan zisk 25 bodi.
Ustn{ st zkousky bude hodnocena 0 - 20 body, za jeji Gspésné absolvovani bude povazovan
zisk 5 bodi.
Po secteni bodu ziskanych za zapocet, pisemnou a tustni ¢ast zkousky bude student hodno-
cen vyborné, velmi dobre, dobtfe a nevyhovél, podle tabulky studijniho a zkuSebniho tadu
VSB - TUO. Pro zapsani zkousky podle tabulky musi student tspésné absolvovat obé ¢asti
kombinované zkousky a dosdhnout potfebného poctu bodi.

Bodové hodnoceni: 86 - 100 vyborné; 66 - 85 velmi dobte; 51 - 65 dobie; 0 - 50 nevyhovél.

7 Porovnani tspésnosti studenttt v obou predmétech

Pokud bychom méli hodnotit tspésnost studentu v obou predmétech, tak vidime, ze v
prvnim roce sledovaného obdobi, tj. v akademickém roce 2023/2024 se pocty studentii, kteri
dosahli hodnoceni znamkou vyborné a velmi dobte, znac¢né 1isi. U pfedmétu Pravd. a statistika
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(resp. Statistika) dosdahlo hodnoceni vyborné 4 % (resp. 50 %) a znamkou dobre bylo hodnoceno
56 % (resp. 7 %) studenti s udélenym zépoctem (obr. 5).

V nésledujicim akademickém roce 2023/2023 panovala shoda u poc¢tu studentu, kteri ob-
drzeli zndmku velmi dobte. Bylo jich u obou predmétu 45 % (obr. 6).

Procentualni porovnani vysledkd v ak. roce 2022/2023
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Obrézek 5: Grafické porovnani vysledki, kterych studenti dosahli v predmétech Statistika
a Pravdépodobnost a statistika v akademickém roce 2022/2023.

Procentualni porovnani vysledkd v ak. roce 2023/2024
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Obrazek 6: Grafické porovnani vysledkt, kterych studenti dosahli v predmétech Statistika
a Pravdépodobnost a statistika v akademickém roce 2023,/2024.
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8 Hodnoceni obou piredméti studenty

Na konci kazdého semestru maji studenti moznost se vyjadrit ke kazdému z vyucovanych
predméti. Odpovédét na nékolik otdzek a mohou také vyjadrit sviij osobni nézor (tab. 1, 2, 3, 4).

Zjisténa data poskytuji cenné informace o vnimané dilezitosti obou predmétii v ramei stu-
dijnich programi, kvalité ucebnich materiali, organizaci predmeétu, aktudlnosti a propojeni s
dalsimi predméty, apod.

Hodnoceni jednotlivych odpovédi je néasledujici: 1 - viitbec ne; 2 - spise ne; 3 - ani ano, ani
ne; 4 - spise ano; 5 - velmi ano.

7 dat vidime, ze hodnoceni predmétu Statistika se icastnilo néco pies 6 % ze vSech zapsa-
nych studentti. Toto ¢islo se zda byt malé a mizeme ho pricitat bud nedostatecné informovanosti
studenttt o moznosti hodnotit predmeéty, nebo také tomu, ze je to pomérné ,mlady predmét .
U predmétu Pravdépodobnost a statistika se hodnoceni tcastnilo vice nez 28 % zapsanych stu-
dentti a vypovidaci hodnota je v tomto pripadé o néco vyssi. Celkové dosahuje Statistika lepsich
vysledkil v hodnoceni. Pri¢inu mtzeme vidét v prvni ¢asti osnovy predmétu Pravd. a statistika,
kterd je dosti teoretickd a klade na studenty vétsi miru abstraktniho mysleni a znalosti inte-
gralniho poc¢tu. Druhou pri¢inu mizeme vidét také v pouzivaném softwaru. Tabulkovy procesor
Excel je Siroce zndmy a hojné rozsifeny mezi lidmi. Zéci a studenti se s nim setkévaji jiz na
zakladnich a stfednich skolach, kde se s nim seznami a nau¢i se v ném pracovat. Oproti tomu
programovaci jazyk R je méné znamy nastroj, ktery je ale vhodnéjsi pro statistickou analyzu
dat. Vyhodou je zékladni znalost programovani. Na druhou stranu kurz je koncipovan tak, ze
se tento software pouziva viceméné jen jako lepsi kalkulacka.

Tabulka 1: Hodnoceni predmétu Pravdépodobnost a statistika za rok 2022/2023

Otazka 1|/2|3|4|5| Pocet | Hodnoceni
1. Predmét povazuji za dilezity z pohledu studovaného programu. | 6 | 7 | 2 [0 | 0 15 1,73
2. Ucebni latku daného pfedmétu jsem pochopil(a). 31912110 15 2,07
3. Predmét povazuji za spravné nastaveny 315141310 15 247
4. Aktualnost a kvalita studijnich materialtt byla dostatec¢na. 216141310 15 2,53
5. Tento predmét je smysluplné provazan s dalsimi predméty. 681010 15 1,73

Tabulka 2: Hodnoceni predmétu Pravdépodobnost a statistika za rok 2023/2024

Otazka 1| 2|3 |4|5]| Pocet | Hodnoceni
1. Pfedmét povazuji za dtlezity z pohledu studovaného programu. | 16 | 6 | 5 | 1|0 28 1,68
2. Uéebni latku daného pfedmétu jsem pochopil(a). 5113|550 28 2,36
3. Predmét povazuji za spravné nastaveny 5181911610 28 2,57
4. Aktudlnost a kvalita studijnich materidl byla dostatecna. 5181041 28 2,57
5. Tento pfedmét je smysluplné provazan s dalsimi predméty. 78| 11(2]0 28 1,57

Vysledky naznacuji, ze studenti hodnoti statistiku jako dtlezity predmét s dostatecné kva-
litnimi ucebnimi materialy. Taktéz hodnoti organizaci predmétu a jeho propojeni s dalsimi
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Tabulka 3: Hodnoceni pfedmétu Statistika za rok 2022/2023

Otazka 1|2 |3|4]|5| Pocet | Hodnoceni
1. Pfedmét povazuji za dilezity z pohledu studovaného programu. | 0 [ 0| 6 | 1 |1 8 3,38
2. Ucebni latku daného pfedmétu jsem pochopil(a). 00341 8 3,75
3. Predmét povazuji za spravné nastaveny 0101 |5]2 8 4,12
4. Aktudlnost a kvalita studijnich materiali byla dostatecna. 000 1]|7 8 4,88
5. Tento predmét je smysluplné provazan s dalsimi predméty. 0(0(4(4]0 8 3,50

Tabulka 4: Hodnoceni predmétu Statistika za rok 2023,/2024

Otazka 1/2|3|4|5]| Pocet | Hodnoceni
1. Predmét povazuji za dilezity z pohledu studovaného programu. | 3 | 2 |1 |2 |1 9 2,56
2. Ucebnf{ latku daného predmétu jsem pochopil(a). 011323 9 3,78
3. Predmét povazuji za spravné nastaveny 0/]0|5]3]|1 9 3,56
4. Aktualnost a kvalita studijnich materialtt byla dostatecna. 0|1/12(3]3 9 3,89
5. Tento predmét je smysluplné provazan s dalsimi predméty. 1141121 9 2,78

obory jako pozitivni. Zaroven vsak naznacuji urcity prostor pro zlepseni v nékterych oblastech,
jako je aktualizace studijnich materiala a jesté ize propojeni statistiky s ostatnimi predméty.
Pti porovnani vysledki hodnoceni je vidét, ze predmét Statistika dosahuje celkové lepsiho hod-
noceni nez predmeét Pravd. a statistika.

Zavér

Analyza porovnani predmétii Pravdépodobnost a statistika a Statistika na Vysoké skole
banské - Technické univerzité Ostrava poskytla uzitecné poznatky o obsahu, tispésnosti studentii
a jejich hodnoceni téchto kurzi.

Z analyzy studijnich osnov vyplyva, Ze oba predméty maji podobny cil poskytnout studen-
tum zékladni teoretické znalosti a praktické dovednosti v oblasti pravdépodobnosti a statistiky.
Nicméné, Pravdépodobnost a statistika zdtraznuje statistické mysleni a jeho aplikace, zatimco
Statistika se vice zaméruje na samotné statistické metody a analyzu dat.

Uspésnost studenttt v obou predmétech se zlepsila v roce 2023/2024 ve srovnéani s pred-
chozim rokem. Zvlasté v predmétu Pravdépodobnost a statistika bylo zaznamenédno vyrazné
zlepseni, které bylo doprovazeno narustem poctu studentit dosahujicich vyssich hodnoceni.

Hodnoceni studentti poskytlo cenné informace o vnimané dilezitosti predmétli, pochopeni
ucebni latky, kvalité studijnich materidli a jejich propojeni s dalsimi predméty. Ziskané infor-
mace ukazuji, ze predmét Statistika byl obecné 1épe hodnocen studenty nez Pravdépodobnost
a statistika, coz mtze byt zptsobeno jednak jeho vétsi konkrétnosti a jednak pouzitim znaméj-
stho softwaru pro analyzu dat.

Celkove 1ze konstatovat, ze oba predméty hraji dulezitou roli v rdmci studijnich programu
na Vysoké skole banské - Technické univerzité Ostrava a jejich neustalé zdokonalovani je klicové
pro efektivni vzdélavani studentt v oblasti pravdépodobnosti a statistiky.
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TVORBA STACK ULOH V MOODLU

PATIKOVA Zuzana, SEDLACEK Lubomir

Fakulta aplikované informatiky, Univerzita Tomase Bati ve Zling, Ustav matematiky, Nad Stranémi
4511, Zlin 76005
patikova@utb.cz

Abstrakt: STACK je open source online hodnotici systém pro matematiku a pfedméty STEM. Je k
dispozici mimo jiné jako nadstavba pro Moodle a ma mnoho uziteCnych vlastnosti. STACK
zprostiedkovdva propojeni se systémem pocitaCové algebry Maxima, ktery vyhodnocuje
matematickou spravnost odpovédi. Cilem piispévku je ptedstavit zakladni rysy prostiedi STACK a
sdilet zkuSenost se zacatky tvofeni tloh v ném pro potieby podpory vyuky matematiky na vysoké
Skole v systému Moodle.

Klic¢ova slova: Moodle, plugin STACK, hodnotici systém, generovani ptikladi
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UKAZKA VYUZITI HTML A CSS STYLU
PRI TVORBE KURZU V SYSTEMU MOODLE

POLASEK Vladimir

Univerzita Tomase Bati ve Zling, Fakulta aplikované informatiky,
Ustav matematiky, Nad Stranémi 4511, 760 05, Zlin
vpolasek@uth.cz

Abstrakt: Cilem tohoto ¢lanku je poukazat na moznosti vyuziti HTML jazyka pfi tvorbé kurzu
v systému Moodle. Uprava HTML kédu umozituje piizptsobit vzhled a formatovani textu, ale také
umoziuje vyuziti nékterych prvki, které zname z webovych stranek. Jednotlivé ukazky jsou
zaméifeny na tvorbu kurzu a studijnich materiali pro matematicky predmét.

Kli¢ova slova: CSS, HTML, Moodle

1 Uvod

Systém Moodle je ve Skolském prostiedi ur¢en predevSim pro predavani a sdileni informaci a
ucebnich textl studenttim, ale 1 kolegiim participujicim na daném predmétu. Déle 1ze Moodle vyuzit
tteba k odevzdani elektronicky vypracovanych domacich ukoll, ale umoZziuje spoustu dalich
¢innosti.

Pozadavky na vytvofeni studijni opory v systému Moodle obvykle nejsou Uplné striktni a
vSechny potfebné nalezitosti lze splnit vlozenim externé vytvoienych souborti. Ve vétsing piipadt
jsou takové kurzy plné dostacujici a slouzi néco jako databaze soubori, ze kterych student jednak
ziska informace o danych uc¢ebnich tématech, déle si stahne a nastuduje ucebni text nebo prezentace
k dané latce.

Na druhou stranu vytvofit studijni materialy, pfipadné cely kurz, jen s vyuzitim nastroji Moodle
muze byt technicky i casové naro¢né. Pokud chceme kopirovat text z externiho souboru, editor
v Moodle si formatovani textu vétSinou upravi a nepievezme v pavodni podobé, samotny editor textu
V Moodle neumoziiuje nastavit to, co naptiklad Word, nebo co lze naformatovat pomoci LaTeXu.
pomuze z vEtsi ¢asti prekonat znalost jazyka HTML (viz [1]). I kdyz jsme omezeni tieba tim, jak je
nastaven systém Moodle, jaké jeho pluginy ma aktivované apod. Tento ¢lanek chce poukazat na
moznosti Uprav vklddaného textu a materidlu pomoci Uprav jeho HTML kodu, coz je vyhodné
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zejména pii rozsahlejSim obsahu. Zminime i dal$i prvky, které umoziuje znalost jazyka HTML
zaClenit do studijniho materidlu a které se bézn¢ vyuzivaji pti tvorbé webovych stranek.

2 Ukazky vyuziti HTML koédu a CSS styli

Vzhledem k tomu, ze v LMS systému Moodle tvoiime vyukové kurzy na internetu, ma kazda
jeho stranka svtj zdrojovy kod napsany v HTML jazyce (Hyper Text Markup Language). Zdrojovy
kod kazdé webové stranky si miazeme prohlédnout naptiklad kldvesou zkratkou Ctrl + U. Struktura
zdrojového kodu se tvoii pomoci tzv. tagil, tedy html znacek, kterymi se znaci zaCatek a konec
urc¢itého obsahu jako je nadpis, cely odstavec, vloZeni obrazku apod. Naptiklad tu¢né pismo se tvori
stylti (Cascading Style Sheets). Vice o jazycich HTML a CSS se 1ze dozvédét v [2], [3], [4].

Pro vkladani a upravy textu v systému Moodle vyuzivame jeho vestavény HTML editor (viz
Obr. 1), kde mizeme nejen vkladat text, ale i (,,klikanim*) obrazky, tabulky, odkazy apod. V tomto
ptipadé se jedna o textovy editor Atto, ktery je nastaveny jako vychozi ([5]). V podstaté tak
vyuzivame tento editor jako WYSIWYG editor pro tvorbu webové stranky. Jiné moZnosti pak
nabizeji editor TinyMCE HTML a editor zobrazujici prosty text.

© Aktualizace: Popiseke

Rozhalitvie

v Obecna nastaveni

Text popisku 1 A~ B I |= = 1

lil
il
&£
g”

© @ B ¢ A ke
Vazené studentky, vazeni studenti,

vitejte v kurzu pro predmét Matematika. Na tvod si feknéme zakladni informace o predmétu.

* Pro udéleni zapottu je nutno vypracovat domaci Gkoly, které budou zadany v hodindch matematiky.

« Predmét je zakoncen zkoudkou. Zkouska probiha pisemnou formou. Sklada se ze dvou €asti. Prakticka ¢ast - maximum 80 bodd, teoreticka ¢ast -
maximum 20 bodd.

Obr. 1: Ukazka HTML editoru.

Cely editor se rozevie po kliknuti na tla¢itko ' . Kliknutim na zvyraznénou ikonu na obrazku 2
se zobrazi zdrojovy kod textu v HTML jazyce, ale bez nekterych prvkd, které kazda webova stranka
potiebuje. Stejné jako napt. zdrojovy text v LaTeXu potiebuje urcitou hlavicku, kde se definuje typ
dokumentu a zakladni styly. Zde se zobrazuje pouze kdod pro text Popisku (pfipadné vlastni definice
uvnitf nékterych tagt) a nemusime se zabyvat v§emi nalezitostmi HTML jazyka.
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Obr. 2: HTML editor se vSemi tlacitky

Zdrojovy kod textu Popisku z Obr. 1 vidime na dal§im obrazku (Obr. 3). Editor si automaticky
naformatoval kod, do obycejného textu vlozil tagy pro formatovani, viz tabulka Tab. 1.
Z programatorského hlediska je zuvedené¢ho kodu patrné, ze obsahuje urcité zbytecnosti. Pro
bézného uzivatele se text v Popisku zobrazil sice spravné, ale pokud chceme kod pochopit a naudit
se s nim pracovat, bylo by vhodné kod ukézat v co nejjednodussi podobé, kterou editor umoziuje pti
zachovani zobrazovaného textu. Vlozenim prazdného fadku nebo i nastavenim editoru vznikl na
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konci prazdny odstavec <p></p>, ktery vzhled neovlivituje. Na druhou stranu mtize se hodit, pokud
chceme vkladat dalsi text, nebo zvétsit rozestupy mezi odstavcei v textu. Stejného formatovani textu
dosdhneme, i kdyZz odstranime vlastnosti odstavce dir="1tr" style="text-align:
left; ", které jsou vlozeny automaticky editorem. Také dvojice <br><br> na konci polozky
seznamu neni nezbytné nutna, déla dva fadky, tedy rozestupy od ptipadného dalsiho textu.

HP
<>

<p dir="ltr" style="text-align: left;">VazZené studentky, vaZeni studenti,=/p=
<p dir="ltr" style="text-align: left;">vitejte v kurzu pro pfedmét <strong>Matematika</strong=>. Na dvod si feknéme zakladni informace o pfedmétu.</p=
<p dir="ltr" style="text-align: left;"=</p=
<ul>

<li=Pro udéleni zapoctu je nutno vypracovat domaci Gkoly, které budou zadany v hodinach matematiky.<br=</li=

<li=Pfedmét je zakonéen zkouskou.&nbsp;Zkouska probiha pisemnou formou. Sklada se ze dvou €asti. Prakticka ¢ast - maximum 80 bodl, teoreticka
¢ast - maximum 20 bod.<br=<br=</li=
<ful=

Obr. 3: Zdrojovy kod textu Popisku z Obr. 1.
<p>...</p> Zacatek a konec odstavce.
<p dir="1tr" style="text-align: left;"> Zacatek odstavce a jeho vlastnosti.
<ul>...<ul> Zacatek a konec seznamu s odrazkami.
<li>...</li> Odrazka v seznamu.
<strong>Matematika</strong> Tucné pismo.
<br> Prazdny fadek.

Tab. 1: Tagy ze zdrojového kodu textu Popisku z Obr. 1.

2.1 Uprava a formatovani textu

Citujme z [6]: ,,Vklddani naformdtovaného textu odjinud casto zpiisobuje problémy a tézko se
upravuje, proto je lepsi vkladat prosty text (nebo formatovani odstranit) a naformatovat jej znovu
primo v editoru.* To znamena, Ze pti kopirovani textu z webu nebo i z Wordu se obvykle nevlozi text
naptiklad ve stejném formatovani odstavcl, mezer mezi fadky, nevlozi stejnou barvu pisma apod.
Nékteré typy formatovani editor Atto, ktery je pouzivan v ukazkach, v zakladu neumoziuje ([5]),
pokud je administrator systému Moodle pro editor nenastavi. Ptikladem je zvyraznéni pozadi textu
jako na obrazku 4.

Dne 11. 11. 2024 se prednaska nekona.

Obr. 4: Zvyraznéni textu.
Uvedeny text na obrazku 4 byl zapsan nasledujicim koédem v jazyce HTML:

<p style="font-size:20px; Dbackground-color:yellow;"> Dne 11. 11.
2024 se prednéska nekond.<br></p>

100



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2024

Samotny text je uvozen pomoci tagii <p> a </p> pro odstavec, pomoci atributu style se urcuji
vlastnosti textu. Vlastnosti jsou nadefinovany v jazyce CSS. V tomto ptipad¢ byla zvolena velikost
pisma a barevné pozadi celého odstavce. Lze ovlivnit i velikost barevného pozadi a dalsi parametry.
Pokud si dvojici odrazek z ivodniho Popisku
e Pro udéleni zapocCtu je nutno vypracovat domaci ukoly, které budou zadany v hodinach
matematiky.
e Predmét je zakoncen zkouskou. Zkouska probiha pisemnou formou. Sklada se ze dvou casti.
Prakticka ¢ast — maximum 80 bodd, teoreticka ¢ast — maximum 20 bodu.
vytvotime ve Wordu, je nutné ji po piekopirovani znovu naformatovat.
Slozit€jsi a delsi texty je vhodnéjsi vkladat do modula Stranka nebo Kniha. Zminime se o nich
v samostatné kapitole.

2.2 VlozZeni a Giprava obrazku

Pomoci grafickych nastroji LaTeXu byl vytvofen graf funkce sinus. Graf jako obrazek sin.png
byl vloZzen do Moodle pomoci editoru, vytvotila se URL adresa obrazku, ktera je vepsana do
zdrojového kodu, lze upravovat velikost obrazku (toto bylo i nezbytné, jinak se obrazek nevesel na
obrazovku), popis a dal$i parametry. I kdyZ uvedené parametry lze upravovat piimo v editoru, je
mozné pouzit i zdrojovy kod obrazku (na Obr. 5), do kterého je navic vlozen atribut st y1e definujici
ramecek obrazku, jeho tloustku a barvu.

HP
>

<img src="https://moodle.utb.cz/draftfile.php/261110/user/draft/424898885/sin.png" width="800" style="border-style: solid; border-width: 3px; border-color:
orange;"><br>

Obr. 5: Zdrojovy kod vlozeného obrazku.

2.3 Vlozeni hypertextovych odkazi a zdrojovych kodi

Pomoci editoru lze vkladat odkazy na jiné webové stranky a pak mizeme upravovat zdrojovy
kod téchto odkazl. Dale 1ze naptiklad vkladat ¢asti zdrojovych kodil z jinych stranek. Na ukdzku byla
vygenerovana mapa ze stranek Mapy Google a jeji zdrojovy kéd vlozen do editoru pro praci s HTML
kodem. Na obrazku 6 vidime kod, do kterého bylo navic vlozeno upozornéni pro studenty mezi tagy
<h4> a </h4> upravujicimi velikost pisma, a na obrazku 7 je vysledek.

>

<iframe src="https://www.google.com/maps/embed?pb=!1m18!1m12!1m3!1d1739.0940421013722!2d17.655418301398368!3d49.22527555870095!2m3!1f0!
2f013f0!13m2!1i1024!2i768!413.1!3m3!1m2!1s0x4713735265f9c0fb%3A0x9f6c3b631c398fT1!
2zVW5pdmVyeml0YSBUb23DocWhZSBCYXRpIHZUFpsw61uxJs6lEZha3VsdGEgdGVjaG5vbGInaWNrweE!5e0!13m2!1scs!25cz14v1T12847779007!5m2! 1scs!

Obr. 6: Zdrojovy kod k obrazku 7.
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Pozor, zména mista konani zavérecné zkousky dne 3. 6. 2024:

40015 | - ~
Univerzita Tomase Bati ve Zlin... _“,.d\,{\* //
Vavreckova 5669, 760 01 Zlin 1 Trasa \\obo\ . / .
4,8 k% *** Recenze: 45 [N =
Zobrazit v&t& mapu adrazi Zlin ,‘I/"/ \

\Sad Svobody,
=)
Q a Z__Ilnskj"ﬁjmeko

9,
=

-
- . Tristé P
Univerzita Tomase
Bati ve Zliné: Fakulta...

Muzeum jihovychodni @ o
Moravy ve Zliné

Zachytné parkoviste
Gahurova

g‘egal\ﬂ

: B
S oo \-.f-%; +
N\ R
\

Klévesové zkratky * Data map &2024 Google  Smiluvni podminky

Obr. 7: Vysledek po vlozeni mapy.

3 Upravy kédu v modulech Stranka, Kniha, Pfednaska a bloku Text

Ptedchozi ukazky vyuziti uprav HTML kodu byly provedeny v modulu Popisek, v aktualni verzi
systému Moodle nazyvany Oblast textu a médii. Slouzi predev§im ke vlozeni kratkych upozornéni a
ke ¢lenéni hlavni stranky kurzu. Stejné principy uplatnime i v modulech Stranka, Kniha, Pfednaska,
které vytvareji samostatné studijni materialy, na hlavni strance kurzu je pak zobrazen na n¢ odkaz.
Modul Kniha umoznuje tvofit vicestrankovy text strukturovany na kapitoly a podkapitoly stejné jako
v knize tisténé. Kapitoly nebo celou knihu Ize pak vytisknout ([7]). Modul Stranka vytvoii webovou
stranku, kterou nelze €lenit jako Knihu. Modul PfednaSka umoZnuje vytvofit vicestrankovy text
S moZnosti vétveni a vytvarenim vlastnich odkazi na dalsi stranky. UmoZznuje také vloZit Cviceni a
otazky s hodnocenim. Blok Text slouzi ke vlozeni kratkych sdé€leni, ale jeho vyhodou je, Ze ho Ize
zobrazovat na libovolné strance kurzu.

3.1 VlozZeni matematického textu vytvoreného v LaTeXu

O ,,rozpoznani matematického textu v Moodle se stard n¢kolik tzv. filtrti a plugint, které text
prevadeji do vizualni podoby, stejné jako LaTeX pievede textovy soubor na vystupni naptiklad pdf
soubor. Vytvorit matematicky text v ramci webové stranky a zejména v Moodle je na jednu stranu
komplikovanéjsi nez bézny text a ma svoje specifika, viz [8], [9]. Kod v LaTeXu vyuziva své vlastni
znacky podobné jako jazyk HTML, ale ne vSechny znacky LaTeXu, nebo matematické znaky, jsou
V ramci WWW stranky podporovany. Na druhou stranu, pifi vkladani matematického textu v kodu
LaTeXu do editoru v Moodle odpadaji nékteré vysSe zminéné problémy. Typickym piikladem je
pouziti ur¢itych znakd. Naptiklad znaky ,,<, >, & jsou automaticky nahrazeny HTML prvky ,,&1t;,
&gt;, &amp; “([9]). Pokud je néktera ¢ast kodu matematického textu nespravng, vysledek se viibec
nezobrazi, nebo ve vysledku bude vidét zdrojovy kod. V nize uvedeném textu na obrazku 8 doslo

vvvvv
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konstrukce musi byt vloZzeno mezi znaky \ [ a \]. Pfitom pfii piekladu LaTeXem znaky \ (, \)
pouzity byt mohou.

3.2 Tagy <button>a<details>

Na obrazku 8 vidime ukazku Stranky vytvotrené v Moodlu s vyuzitim dvou znacek jazyka
HTML, které v bézném ucebnim textu pouzit nelze.

5. Kvadratickeé rovnice a nerovnice

5.1 Kacralici Inice - fefani keadiatickych imenic, nedpingch i Gpingch
L ¥ Hwadrabicke nenosnicn - nermwnice, ke hikvani noli hrage keadrabickd lunkoe

Zakladni teorie

5.1 Kvadraticke rownice |

* Resend priklady
Priklad 5.1.1 Vyieite v B rownice

2 2 : r+ 3 2r+ 3
A r-9z=0 B 16-z=G 57+ Tz=0 d = .

2r+ 3 xt 3
] EE &

Reseni a) Resime kvadratickou rovnici bez absolutnibe Slenu. Vytkneme T a upravime 2k kvadratickou funkei na soudin.

f-9r = 0 W ylkname z.
r-{z-9% = 0
Soudin deou vyrazi je roven nule, tedy musi byt alespon jeden z nich roven nule. Budje z = Oneboxr - 9= 0. Odtud dostivime hednoty ) = Oax = 9.
Tkaugka: Dosadime obé hodnoty 71 = Oaxa = 9do lewd strany rownios.
Wibeginarraylir] L[0):& \displaystyle0*2 -DodotD=0=P\[lex] L{5):E \displaystyled*2-Bodotd=81-81=0=P \end|array ')
Lig: ¢°-39-0=0=P

L{g): ¥-9.9a=a-@=0=p

Zavér: Tadana rownice ma deé feSeni 7) = Oaxp = 9,

-bt V- 4.a-c

Pozndmka: Zadanou rovnic loe fesit take pomedi veoros pro vypodet kefenil T) 3= —————————— kyvadmatick furker.
2a
(=l
Priklad 5.1.2 Yyieste v B rovnice:
-5 2
A F-9= 0 H16F-2=0 ST 4 =
T t 5

[Bezenia)] [w] [=] []

»  Nefetend priklady

5.2 Kvadraticke nerovnice |

Obr. 8: Ukazka textu v modulu Stranka
Ucebni text je ¢lenén na casti Zakladni teorie, 5.1 Kvadratické¢ rovnice, 5.2 Kvadratické

nerovnice pomoci tlacitek, tedy HTML tagu <button>. Tyto Casti jsou v zakladnim nastaveni
Ctenati skryty a text se objevi po kliknuti na tlacitko. Tlacitka jsou vyuzita i pro skryta feseni prikladu.
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Dale jsou &asti textu Resené piiklady a Nefesené piiklady skryty pomoci tagu <details>, kde po
kliknuti se rozbali vnofeny text. Vice k témto tagtim, jejich pouziti a uprav vlastnosti a vzhledu
naptiklad v [3], [10].

Texty Gasti ReSené piiklady a Nefe$ené piiklady na obrazku 8 jsou vloZeny mezi tagy
<details><summary>..</summary></details>:

<details>
<summary style="background-color: Gold; padding: 5px 5px 5px 5px; text-align:
left;width:30%;" onmouseover="this.style.background="'red'"

onmouseout="this.style.background='Gold'"><b>ReSené ptiklady</b></summary><br>

<details>

Pomoci tagu <summary> lze nadefinovat styl zobrazeni na Strance, text, ktery se ma zobrazit, a
dalsi vlastnosti tohoto ozna¢eni Resené piiklady. Pfitom lze details ponechat i bez podrobného
nastaveni a bude fungovat stejné€, bude mit pouze dvé nastaveni, otevieno, zavieno.

Tag <button> je interaktivni prvek, ktery po kliknuti muze plnit rizné funkce ([10]). Zalezi
na uciteli, tvlirci kurzu, jako aktivitu mu nadefinuje. V ptipad¢ Stranky na obrazku 8 maji vSechna
tlaCitka stejnou funkci, a to zobrazit skryty text. Tato aktivita se definuje uvnitt HTML tagu
<script>, kéd aktivity neni zapsan v HTML, ale v jiném jazyce, vétSinou je to JavaScript ([2]), a
vzhled se definuje pomoci jazyka CSS, jako jsme to vidéli v pfedchozich odstavcich. V ukazce je pro
to, aby tlacitka skryvala a zobrazovala text, pouzit nasledujici kod:

<script>
function tlacitko (skryjtext) {
var x = document.getElementById(skryjtext);

if (x.style.display = "none") {
x.style.display = "block";
} else {
x.style.display = "none";

}
}

</script>

Ve vlastnostech tagu <button> se vyvola funkce tlacitko (vlastni uzivatelsky nazev),
jejiz argumentem je jednoznacny identifikator té Casti textu, kterd se ma kliknutim na tlacitko skryt
nebo zobrazit.

<button onclick="tlacitko('kap5.1"'")" style="background: Gold; border: 3px
outset lightgray; font-weight: bold; padding: 5px 20px;"
onmouseover="this.style.background="'red"'"
onmouseout="this.style.background="'Gold'">
5.1 Kvadratické rovnice</button>

Identifikator kap5 . 1 je uveden jako atribut tagu <di v>, ktery ohrani¢uje velkou oblast textu, kterou
chceme seskupit a aplikovat na ni stejné vlastnosti.

<div id="kap5.1" style="display:none; font-size:1.17em"> ...</div>

Mezi tagy <div>a </div> je zapsan kod textu ¢asti 5.1 Kvadratické rovnice, jehoz vystup vidime
na obrazku 8. Vlastnost display:none fika, Ze pfi nacteni webové stranky nebude text zobrazen.

104



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2024

3.3 Moduly Stranka, Kniha, Piednaska a blok Text

Ukazky v pfedchozim odstavci byly provedeny v modulu Stranka. Modul Kniha umoznuje
strukturovat text na kapitoly a podkapitoly a modul Pfednaska na stranky s odkazy, a tedy zdrojovy
kéd stranek téchto modulil pro stejny ucebni text mize byt jednodussi, ale i tak se da tagli <button>
a <details> urCité vyzit.

Modul Stranka byl pouzit i z toho divodu, ze jednotlivé webové stranky s u¢ebnim textem lze
tvofit jako samostatné soubory v pocita¢i v jednoduchém textovém editoru (viz [2]). Pak lze
nakopirovat cely kod v jazyce HTML do editoru v systému Moodle, ktery se postara o v§e potiebné.
V piipadé modulu Kniha lze celé html soubory importovat jako kapitoly a podkapitoly Knihy. Prace
V externim textovém souboru, nebo externim editoru pro tvorbu www stranek, je ptfijemnéjsi nez
pfimo v editoru Moodle, zalezi ale na preferencich uZivatele.

Pokud pouzivame opakované urCity <script>, V naSem ptipadé pro definici aktivity tlacitka,
kazda samostatna stranka kurzu, hlavni stranka kurzu, stranka u¢ebniho materialu v modulu Stranka,
stranka Knihy atd., musi mit tento skript znovu nadefinovany. Neptebira si ho z jinych stranek kurzu,
pouze pokud je uveden na stejné webové strance jako celku. Na hlavni strance kurzu sta¢i nadefinovat
<script> u jednoho z Popiskd a je platny i pro ostatni ¢asti stranky, pozor na jednozna¢né
identifikatory. V tomto sméru pfinasi jisté zjednoduseni zapis vSech spole¢nych definic skriptii a styld
do bloku Text a psat do editoru pro Stranku ¢i Knihu uz jen u¢ebni text. Blok Text Ize vytvofit pomoci
menu Ptidat blok na kterékoliv strance kurzu a tam také bude prioritné zobrazovan. DileZité je v jeho
nastaveni zvolit mozZnost zobrazeni na libovolné strance kurzu. Do bloku Text je diky této vlastnosti
vhodné uvadét informace, které budou zobrazeny pro cely kurz, jako jsou kontakty na ucitele, aktualni
informace o zménach vyuky a podobn¢.

Zaveér

Cilem tohoto ¢lanku bylo poukazat na zdkladni myslenky pfi vytvareni u¢ebniho textu nejen
z matematiky v systému Moodle s vyuzitim jazyka HTML. V ¢lanku sice nemohly byt sdéleny
vsechny informace k tématu, ale k systtmu Moodle existuje obsahlda dokumentace, je vhodné
prochazet diskuzni fora k systému Moodle, stranky vénované tvorbé www stranek, a piipadné
I zdrojové kody stranek.

Vytvortit kompletni ucebni text v systému Moodle, tedy ve formatu www stranky, mize byt
je to naptiklad snadné&jSi dostupnost studijniho materialu v mobilnim zatizeni, pro ucitele pak
rychlejsi kontrola textu a jeho opravy. Spolu stim souviseji také inovace studijnich materialt
vyuzitim novych prvki, které nabizi systém Moodle.
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PoOUZITI PROPENSITY SKORE PRI ANALYZE PREZITI
PACIENTU S KOLOREKTALNIM KARCINOMEM

PRIBYLOVA Lenka, NOVAK Vojtéch

VSB - Technické univerzita Ostrava, Fakulta elektrotechniky a informatiky,
Katedra aplikované matematiky, 17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava-Poruba
lenka.pribylova@vsb.cz, vojtech.novak.st1Qvsb.cz

Abstrakt: Pokud chceme porovnat dobu preziti pacientt operovanych dvéma opera¢nimi tech-
nikami, je tfeba mit v obou skupinach pacienty se srovnatelnymi biochemickymi tdaji, coz
v praxi ¢asto nenastava. Tento problém lze vytesit zavedenim tzv. propensity skore. Na zakladé
hodnot propensity skoére lze vytvorit nové dva soubory, kde jsou pomoci parovani k dispozici
vzdy dva pacienti se srovnatelnymi tdaji. Model propensity score lze sestavit napf. pomoci
logistické regrese, kterd byla historicky prvni metodou zabyvajici se timto problémem. U¢elem
nasi studie bylo porovnat dobu preziti u pacienti operovanych laparoskopicky a pacientit ope-
rovanych otevienou technikou s eliminovanim vlivu nerandomizované volby operac¢ni techniky.

Klicova slova: propensity skore, analyza preziti, kolorektalni karcinom.

1 Uvod

V idealnim pripadé by klinické studie mély byt randomizované, to znamend, Ze pacienti
jsou do léc¢ebnych skupin vybirani nahodné. Predem neni znamo, ve které skupiné pacienti
byla pouzita dand lé¢end metoda a ktera skupina je skupinou kontrolni.

Nahodné prirazeni pacienta do lécebné skupiny zajistuje, ze tidaje o stavu lécby nejsou
zkresleny. Proto mtze byt reakce na lécebnou metodu pfimo odhadnuta porovnanim tudaji
lé¢enych a nelééenych pacientti. V nerandomizovanych studiich je pritazeni lécby ¢asto ovlivnéno
faktory, které mohou ovlivnit sledovany vysledek. Cilem metod propensity skore je vyvazit
tyto zavadéjici faktory mezi lé¢enou a nelééenou skupinou tak, aby se srovnani vice podobalo
randomizovanému experimentu. Po vyvazeni skupin pomoci propensity skore lze pak piimo
porovnat vysledky mezi lé¢enou a nelécenou skupinou a odhadnout efekt 1écby. Muze to slouzit
ke zmirnéni zkresleni v disledku nenahodného prirazeni 1é¢by v observacnich studiich.

Definici propensity score zavedli Rosenbaum a Rubin v roce 1983. Myslenka vznikla pri
posuzovani efektu lécby, tedy reakci pacienta na lécbu lé¢eného danou metodou, ve srovnani
s pacientem, ktery touto metodou lé¢en nebyl.
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2 Definice propensity skore

Necht je ddn ndhodny vektor Z = (Zy,...,Z,), kde Z; = 1 oznacuje pacienta, ktery patii
do lécebné skupiny, Z; = 0 oznacuje pacienta, ktery patii do kontrolni skupiny. Vektor kovariat
X = (1,Xq,...,Xn) je vektor nezavislych proménnych, které charakterizuji biomedicinské
udaje o stavu pacienta.

Propensity score e;(x) pro i-tého pacienta definovali Rosenbaum a Rubin jako podminé-
nou pravdépodobnost zarazeni pacienta do lécebné skupiny na zakladé vektoru kovariat X.
Propensity score e;(x) 1ze vyjadfit vzorcem

eil)=P(Z;=1X =z), 0<ex)<1,i=1,...n,

kde se predpoklada

P(Zl,,an.X :33) = 6,;(33)Zi (]_—Gi(w))l_zi.

=1

Existuje nékolik metod pro nalezeni odhadu propensity score. Historicky prvnim a také
nejpouzivanéjsim pristupem k nalezeni odhadu propensity score je pouziti modelu zalozeném
na logistické regresi, viz [9].

2.1 Model propensity skore na zakladé logistické regrese

Vzhledem k vyse uvedenému definitorickému vztahu pro e;(x), lze pro nalezeni odhadu
ei(x) pouzit model logistické regrese

e'B ,
T 1tews

ei(x) =1,...n,
kde B = (Bo, B1,...,Pn) oznacuje vektor parametrii logistické regrese. Bodovy odhad é;(zx)
skoére propensity pro i-tého pacienta je definovan jako hodnota pravdépodobnosti

/
6a:b

:m, Z:]_,...n,

éi(x)
kde b = (bo, by, - .. bN)’ je vektor bodového odhadu parametru 8. Nevyhodou modelu propensity
skore na zakladé logistické regrese je podminka nezavislosti vstupnich proménnych a subjektivni
volba tzv. klicovych proménnych vstupujicich do modelu.

2.2 Model propensity skore zaloZzeny na metodach strojového uceni

Nasledujici metoda castecné tesi limitujici podminky, které omezovaly predchozi pristup.
Neni nutné predpokladat nezavislost vstupnich proménnych a selektovat proménné vstupujici
do modelu.

Specialni metodou strojového uceni dtlezitou pro propensity score je tzv. boosting. Bo-
osting je jednou z metod machine learningu, kterou lze pouzit pro velké mnozstvi vstupnich
proménnych. Hlavni vyhodou tohoto pristupu je moznost vzit jako vstup vsSechny proménné,
které navic nemusi byt nezavislé.
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Gradient boosting (GBM) byl predstaven v roce 2002 v ¢lanku [8]. V metodé gradient
boosting se pouzivaji jako zakladni funkce rozhodovaci stromy g¢,,(x). V kazdém kroku je fese-
nim strom, ktery minimalizuje kvadratickou chybovou funkci vzhledem k aktudlnimu modelu
fm—1(z;). Jako zdklad pro optimalizaci se obvykle voli ztratova funkce

Ly, f(z)) = (y — f(z))".

V pripadé, kdy pro klasifikaci neni funkce kvadraticka ztratova funkce prilis vhodna, voli se i
jiné ztratové funkce, napriklad exponencidlni funkce.
Na zékladé hodnoty z dat je vypocten gradient r;,, ztratové funkce L

S (PN ) |
m Of (x;) F@i)=fm—1(x:)

Gradient udava smér kroku a parametr (§ velikost kroku. V m-té iteraci je pouzit strom
T(x;0,,) se souradnicemi t,, = {T(21;60,,), ... T(2,;0,,)}, ktery se priblizuje k minus gradi-
entu ztratové funkce. Jak daleko je strom od pozadovaného sméru lze uréit pomoci kvadratické
chybové funkce

A . . n . 2
O,, = arg min Zl:(—mm —T(z:;0))".

Na zékladé pseudorezidui r;, je strom g,,(x) trénovin mnozinou {(z;, rm i, .

Nevyhodou tohoto pristupu mutze byt overfitting. Divodem overfittingu je velké mnozstvi
stromt, které boostingovy algoritmus potrebuje pro uceni. S timto problémem nékdy pomuze
zavedeni parametru shrinkage.

3 Zptisoby pouziti propensity skére

Ukazeme si dva z moznych zpisobli pouziti propensity skére. Prvni vytvari pomoci pro-
pensity skére sparované soubory a druhym je vazeni pomoci propensity skére, ad [2], [4].

3.1 Propensity skore parovani (Propensity score matching, PSM)

Propensity skére parovani znamenda vytvoreni odpovidajicich skupin 1é¢enych a kontrolnich
pacienti, ktefi maji podobné hodnoty bodového odhadu propensity skore. Vysledkem jsou dva
vybéry, které maji stejnou dimenzi a rozdily mezi témito vybéry nejsou z hlediska dilezitych
vstupnich proménnych vyznamné.

K nalezeni vhodnych part pacienttu lze pristupovat nékolika zptsoby. Uvedme dva nej-
castejsi: parovani podle vzdalenosti a prosty vybér podmnoziny. Parovani podle vzdalenosti
se nejcastéji provadi metodou nejblizsiho souseda, kde je pouzita Mahalanobisova vzdalenost.
Prosty vybér podmnoziny je zalozen na zakladé nahodného vytvoreni podmnoziny bez ohledu
na vzdalenost jednotlivych pozorovani. Podmnoziny jsou vytvoreny tak, aby optimalizovaly kri-
térium s ohledem na omezeni rovnovahy a zbyvajici velikosti vzorku, s prednastavenim nejveétsi
mozné nerovnovahy. Metodicky prehled pouziti metod propensity skére byl prezentovan v [6].

3.2 Propensity skore vazeni (Propensity score weighting)

Pred zavedenim vyvazovani soubort pomoci propensity score, zadefinujme tzv. efekt lécby.
Odpovéd i-tého pacienta, ktery byl lé¢en danou metodou na danou metodu, oznacme Y;(1) a
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odpovéd i-tého pacienta z kontrolni skupiny oznacime Y;(0). Pro urceni uc¢inku 1é¢éby je vhodné
porovnat odpovédi Y;(1) a Y;(0). Efekt lécby (treatment effect) je definovan pro kazdého pacienta
jako

TE; =Y(1) - Y;(0)
Velmi ¢asto nas zajiméa pramérny efekt lécby (average treatment effect)

ATE = E(Yi(1) — Y;(0))

Pro hodnoceni tc¢inku lécby pouze u lécenych pacientti je definovan prumérny efekt lécby pro
lécené (average treated treatment effect)

ATT = E(Y,(1) - Y;(0)|Z = 1)

Pti pouziti propensity skore vazeni nedojde ke snizeni dimenze vybérovych soubort, ale tato
metoda prirazuje kazdému pacientovi vahu, kterd se pridava k vysvétlujici proménné. Vahy se
vypocitaji pomoci odhadovaného propensity skére k odhadu ATE jako

i
Pokud chceme odhadnout ATT, neménime hodnoty v lé¢ené skupiné. Pouze se snazime
vyrovnat kontrolni skupinu. Vahy v kontrolni skupiné jsou vypocteny jako pravdépodobnost
pritazeni k 1é¢ebné skupiné, pro kterou odhadujeme ATT
LG N
1 —é(x)

w(z, x) =

=1,...n.

w(z,x) =2z + (1 — %) M.

Vice informaci o metodéch vyvazovani zaloZenych na propensity score lze nalézt v [3].

4 Analyza preziti s propensity skore vazenim

4.1 Kaplan-Meieriv odhad s propensity skore vazenim

K popisu modifikovaného K-M estimatoru vychazime z klasického pristupu analyzy preziti.
Rozdélme cas, kdy udélost v ¢ase t jesté nenastala, do m € N predchozich ¢asovych intervala
t <ty <---<t, <t Tyto casy t; pouzijeme k odhadu, zZe udélost nenastane v ¢ase t pomoci
odhadu funkce preziti

St =11 (1—%), t e {ti,ta.. . tm},

ti<t i
kde 5261 )
dw _ 5 C— 177 7 J
i Z W;i0;%; o, 1—¢
tj<t;
w zj 0i(1 — )
F=2 5 1-¢
tj<t;
Vztah pro d}’ je pouzit pro vypocet ATT v podobé
df =) widyz =8z + (1 - %)7 _jéj-

t;<t;
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4.2 Log-rank test s propensity skore vazenim

Pro kombinaci vazeného poctu vyskytl udalosti di’ = dj; + dY; a vazeného poctu rizikovych
pacientii ny’ = ng, + nj} je tfeba upravit vahy v obou skupinach. V okamziku ¢;, kde 7 oznacuje
i-ty vyskyt udalosti, je pro j-tého pacienta z lé¢ebné skupiny prifazena vaha jako

w
nhwl

Zj:Xj:I Wy
a pro j-tého pacienta z kontrolni skupiny vaha prirazena jako

w
nolwz

ijszo w;’

Aby byly vahy tmérné poctu rizikovych pacientii v obou skupinach, viz [1], [3].
Test nulové hypotézy o rovnosti doby preziti v obou skupindach je zalozen na statistice

N dw
U(;”:Z(dgz—ngg-n—;)

i=1 g

Pozn. Abychom odlisili vysledek log rank testu vyjadieny pomoci p-hodnoty, oznacime vysledek
vyse uvedeného testu jako p*-hodnotu.

5 Analyza preziti s pouzitim propensity skore v oblasti kolorektalnich dat

Vyzkum, kterym jsme se zabyvali, byl realizovan v letech 2001-2009 na chirurgickém oddé-
leni Fakultni nemocnice Ostrava. Soubor dat obsahoval iidaje o 1177 pacientech, ktetri podstou-
pili operaci kolorektalniho karcinomu. U kazdého pacienta bylo uvedeno 77 hodnot popisujicich
jeho zdravotni stav. Hlavnim cilem tohoto vyzkumu bylo porovnat dobu preziti pacientii ope-
rovanych laparoskopicky s dobou preziti pacient operaovanych otevienou technikou. Laparo-
skopicka technika byla pouzita u 596 pacientti, oteviena technika u 526 pacientt, u zbyvajicich
56 doslo ke konverzi (pri laparoskopické operaci doslo k prechodu na otevienou techniku). Pa-
cienti, u kterych doslo ke konverzi, do porovnavani doby preziti obou operacnich technik nebyli
zahrnuti.

Poprvé byla souvislost mezi daty a propensity skore parovanim zalozeném na modelu logis-
tické regrese prezentovana v roce 2010 v ¢lanku [7]. Nas ¢lanek popisuje dalsi moznosti vyuziti
propensity skére u téchto dat a porovnava vysledky s vyse uvedenym clankem a navazuje na
publikaci [6] prezentovanou v roce 2023.

5.1 Vysledky explora¢ni analyzy dat

Vektor kovariat byl vytvoren proménnymi charakterizujicimi biochemické tidaje pacienta.
Prvni skupina proménnych popisovala anamnézu pacienta: Pohlavi (Muz/Zena), ASA klasi-
fikace (1/2), Diabetes DM (Ano/Ne), Hypertenze HT (Ano/Ne), arytmie (Ano/Ne), Jaterni
onemocnéni (Ano/Ne), Renalni (Ano/Ne), Plicni (Ano/Ne), Vék (roky), BMI (kg/m?). Druh4
skupina proménnych charakterizovala stadium onemocnéni. Jednalo se o tzv. TNM Kklasifikaci,
kde T oznacuje velikost tumoru (1/2/3/4), N-pocet uzlin (0/1/2), M-vyskyt metastaz (0/1).
Tyto tii proménné z TNM Kklasifikace 1ze sloucit do jedné proménné Stadium (1/2/3/4).
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Tabulka 1: Struktura souboru pacientt z hlediska anamnézy v zavislosti na pouzité operacni
technice (prezentovano v [6])

Laparoscopicka Oteviena p-hodnota
proménna, N = 595 N = 526 x? test
Pohlavi/Muz 371 (62,4 %) 277 (52,7 %) 0,001
ASA/1 77 (12,9 %) 83 (15,8 %) 0,334

Diabetes/Ano 129 (21,7 %) 123 (23,4 %) 0,542
Hypertenze/Ano 331 (55,6 %) 275 (52,3 %) 0,288

Arythmie/Ano 74 (12,4 %) 65 (12,4 %) 0,999
Jaterni/Ano 19 (3,2 %) 11 (2,1 %) 0,339
Ledvinové/Ano 26 (4,4 %) 17 (3,2 %) 0,404
Plicni/Ano 83 (13,9 %) 78 (148 %) 0,739
vk (rok) 66,0 (58,0;74,0) 65,0 (56,0;74,0) 0,347

BMI (kg/m?) 26,1 (23,7:29,4) 26,2 (23,4;29,1) 0,701

Tabulka 2: Struktura souboru pacientt z hlediska stadia a klasifikace nddoru v zavislosti na
pouzité operacni technice (prezentovano v [6])

proménna Laparoskopickd Oteviend p-hodnota
T: 1/2/3/4 10/62/243/99  14/43/195/128 < 0,001
N: 0/1/2 236/106/73 164/106/44 < 0,001
M: 0/1 374/98 282/114 < 0,001

Stadium: 1/2/3/4 94/125/134/9  46/99/106/116 < 0,001

Exploracni analyzou doplnénou o y? test jsme zjistili, Ze existuji proménné, které jsou
zavislé na operacni technice. Mezi pacienty operovanymi laparoskopicky bylo statisticky vy-
znamné vice muzi 371 (62,4 %) nez zen, viz tabulka 1. Volba opera¢ni techniky byla zévisla
na stadiu onemocnéni (p=0,001, x? test), viz tabulka 2.

5.2 PSM model logistické regrese a gradient boosting model pro kolorektalni data

7 provedenych analyz lze vidét, stadium onemocnéni a volba opera¢ni techniky nejsou ne-
zavislé. Pacienti s méné zavaznym stadiem onemocnéni byli operovani prevazné laparoskopicky.
Také laparoskopicka technika prevazovala u muzi, kdezto u Zen prevazovala oteviena technika.

Propensity skére parovani mize tento problém napravit. Pomoci propensity skore parovani
lze z vstupnich soubort pacientt vytvorit podsoubory, kde pacient operovany laparoskopicky
bude mit ve skupiné pacienti operovanych otevienou technikou vhodny protéjsek se srovnatel-
nym stadiem.

Nejprve jsme sestavili model propensity skore pomoci logistické regrese. Z vektoru kovariat
jsme vybrali ¢tyti klicové proménné pro model logistické regrese: Vék, BMI, Pohlavi, Stadium.
Vzhledem k aplika¢nimu vyznamu lze predpokladat, ze tyto proménné jsou nezavislé. Model
propensity skore pomoci logistické regrese lze uvést v této podobé

p

In = by + by - VEk + by - BMI + b3 - Pohlavi + b, - Stadium.

Zakladni analyzu kvality modelu a vyhodnoceni diskrimina¢ni schopnosti jsme provedli
nésledujicim zpusobem, viz tabulka 3. Dopliime o senzitivitu (75,3 %), specificitu (34,7 %),
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pozitivni prediktivni hodnotu (58,6 %) a negativni prediktivni hodnotu (53,4 %). Hodnota
AUC = 0,587 (plocha pod kfivkou operativni charakteristiky) vypovidd o tom, ze logisticky
model neméa témér zadnou diskriminanéni schopnost, viz obr. 1.

Tabulka 3: Predikce modelu logistické regrese (prezentovano v [6])
predikovand / skutecnd laparoskopickd oteviend celkem

laparoskopicka 339 239 578
otevrena 111 127 238
celkem 450 366 816
Model logistické regrese Gradient boosting
1,01 1,01
© 0,9 © 0,9
2051 2051
[} [}
@ 0.7 S 0.7
[1] (]
=069 =069
o j o
2051 2051
8 041 S 041
[=% [=%
@ 0,3 L 0,31
= AUC = 0,568 = AUC =0,83
@ 0,21 ! & 0,29 !
(a1
00,19 0,1
0,0 0,0
0001020304050607080910 0001020304050607 080910
Chybné pozitivni(1-specificita) Chybné pozitivni(1-specificita)

Obréazek 1: Porovnani modelu propensity skére pomoci logistické regrese a gradient boosting
modelu (operativni characteristika)

Jako druhy zptisob tvorby modelu propensity score jsme pouzili gradient boosting model.
Z hodnoty AUC = 0,830 operativni charakteristiky modelu lze usoudit, ze gradient boosting
model méa lepsi diskriminac¢ni nez model logistické regrese, viz obrézek 1.

5.3 Propensity skore parovani pro kolorektalni data

Pomoci propensity skére parovani jsme vytvorili nové vybéry pacientii. K pacientovi v niz-
sim stadiu operovanému laparoskopicky byl nalezen vhodny protéjsek s podobnym stadiem
onemocnéni operovany otevienou technikou. K parovani jsme pouzili metodu metodu nejbliz-
stho souseda.

Tabulka 4: Struktura souboru pacienti v zavislosti na operac¢ni technice po PSM parovani
(prezentovano v [6])

Laparosckopickd Oteviena p-hodnota
proménna N = 366 N = 366 X2 test
Muzi 216 (59,0 %) 209 (57,1 %) 0,653
T 1/2/3/4 18/38/213/75 14 /43/194/103 0,114
N0/1/2 170/94/66 163/103/44 0,090
M 0/1 269,/97 252/113 0,216

Stadium: 1/2/3/4 44/109/113/97  46/99/103/115 0,598
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Vystupem propensity skore parovani jsou soubory pacientii operovanych laparoskopicky a
otevienou technikou vyvazené dle klicovych proménnych. V nasem pripadé oba soubory ¢i-
taji stejny pocet a to 366 pacientti. PoCet muzu se jiz statisticky vyznamné nelisi od poctu
7en (p-hodnota=0,653, x? test). Také stddium je jiz srovnatelné pro ob& skupiny pacientt (p-
hodnota=0,598, x? test), viz tabulka 4.

5.4 Analyza preziti s vyuzitim propensity skére pro kolorektalni data

K analyze preziti jsme pouzili nejprve klasicky pristup pomoci log rank testu ilustrovany
Kaplan-Meierovou kiivkou na obrézku 2 a). Zavérem klasického pristupu analyzy preziti je
zjisténi, ze pacienti operovani laparoskopicky maji statisticky vyznamné delsi dobu preziti nez
pacienti operovani klasickou otevienou technikou (p=0,009, log-rank test). Z exploracni analyzy
vsak vime, ze existuje statisticky vyznamna zavislost mezi volbou operacni techniky a stadiem.

(a) Plvodni data (b) Parovani — Mahalanobis
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Obrazek 2: Doba preziti pro pacienty s kolorektalnim karcinomem operovanymmi otevienou
technikou a laparoskopicky (propensity skére parovani)

Pomoci propensity skére parovani jsme vytvorili nové vybéry pacienti. V novych vybérech
pacientt jiz bylo splnéno kritérium, zZe neexistuje statisticky vyznamna zavislost mezi volbou
operacni techniky a stadiem onemocnéni. Vysledné porovnani dob preziti pacienti operovanych
laparoskopicky a otevienou tecnikou jsme stanovili pomoci log-rank testu. Pro srovnani jsme
pouzili t¥i metody parovani: parovani podle Mahalanobisovy vzdélenosti, obr. 2 b), parovani
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metodou nejblizsiho souseda, obr. 2 ¢) a genetické parovani, obr. 2 d). VSechny t¥i zminéné me-
tody davaji stejny vysledek: Neexistuje statisticky vyznamny rozdil mezi dobou preziti
pacienti operovanych laparoskopicky a otevienou technikou.

Jako druhy pristup pro srovnani doby preziti pacientii operovanych otevienou nebo lapa-
roskopicky jsme pouzili propensity skére vazeni. Porovnali jsme vysledky pro nevyvazena data
s vyvazenymi daty pomoci ATT vahy, matching vahy a overlap vahy. Jediny vysledek a to
pri pouziti matching vahy, zobrazoval vétsi rozestup Kaplan-Meireovych ktivek, avsak dvé ze
zminénych metod opét presvédcive ukazaly, ze neexistuje statisticky vyznamny rozdil mezi do-
bou preziti pacienti operovanych otevienou technikou a laparoskopicky (modifikovany log-rank
test), viz obrazek 3. Podrobnéji zpracovéno v [5].
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Obrazek 3: Doba preziti pro pacienty s kolorektalnim karcinomem operovanymmi otevienou
technikou a laparoskopicky (propensity skére vazeni)

Zavér

V tomto ¢lanku jsme prezentovali pouziti propensity skore pri analyze preziti pacientu
s kolorektalnim karcinomem. Clanek navazuje na publikaci [6] z roku 2023.

Pouzili jsme dva modely tvorby propensity skore: logistickou regresi a strojové uceni gradi-
ent boosting. Gradient boosting model je pro tvorbu PSM modelu vhodnéjsi nebot neni nutné
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volit klicové proménné, vstupni proménné nemusi byt nezavislé. Ovérenim kvality modelu se
potvrdila lepsi diskriminanci schopnost tohoto modelu. Déale jsme pouzili zptsoby aplikace
propensity score jak formou parovani, tak formou vazeni.

Vypocty byly realizovany pomoci softwaru R-project [10] verze 4.2.2 s balicky, jejichz funkce
byly upraveny pro pouziti v dané aplikac¢ni oblasti: Matchlt, Matching. VSechny testy byly
testovany na 5% hladiné vyznamnosti.
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Abstrakt: V ptispévku bych se rada podélila o par zajimavych tloh z pravdépodobnosti, konkrétné
z kapitoly o nezavislych jevech a podminéné pravdépodobnosti. Tato oblast pfinasi nescetné
moznosti, jak ukazat studentiim pouziti pravdépodobnosti v praxi v situacich, se kterymi se bézné
setkdvaji v kazdodennim zivot¢.

Klic¢ova slova: pravdépodobnost, podminéna pravdépodobnost, nezavislé jevy, Bayesova véta

1 Uvod

Uvodni kapitolou pfedmétu Matematika III na Fakulté strojni je kapitola o kombinatorice a
pravdépodobnosti. Vedle fady “ucebnicovych” uloh, které sice dobfe ilustruji probiranou
problematiku a vzorecky, ale nemaji dostateCnou spojitost s praktickym Zivotem, je zapotiebi ukazat
studentiim 1 ptiklady, se kterymi se mohou setkat v realném Zivoté. Volba vhodnych a zajimavych
ptikladl pak zvySuje jejich pozornost a zajem o studium a ptispiva k vétsi popularité pfedmétu a k
dosazeni lepsich studijnich vysledkd.

V piispévku jsou nejprve shrnuty zakladnim pojmy a vzorec¢ky z teorie pravdépodobnosti vetné
Bayesovy véty a poté uvedeny piiklady na jejich vyuziti.

2 Zakladni pojmy z teorie pravdépodobnosti

Nahodny pokus je kazdy d¢j, jehoz vysledek neni pfedem jednoznacné ur¢en podminkami, za
kterych probiha. Navic se predpoklada, ze je, alespon teoreticky, neomezené¢ opakovatelny (napt. hod
kostkou).

Zakladni prostor £ je mnozina vSech moznych vysledki ndhodného pokusu takova, ze po
provedeni nahodného pokusu nastane pravé jeden prvek 2 (napi. u hodu kostkou 2 = {1,2,3,4,5,6}).

Nahodny jev A je kazda podmnozina Q (napt. u hodu kostkou A = {2,4,6}).
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Jev opacny k jevu A znaéime A a definujeme jako jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz
nenastane jev A (A = Q —A).

Jevy A a B jsou nesluéitelné (disjunktni) pravé tehdy, kdyZ nemohou nastat soucasné (A N

B = ¢).

Jevy A, i =1, ..., n jSOU navzajem (po dvou) neslucitelné pravé tehdy, kdyz jsou neslucitelné
vSechny dvojice jevl Ai, Ajproi # j.

Jevy Ay, ..., An tvofi aplny systém neslucitelnych jevi pravé tehdy, kdyz jsou po dvou
neslucitelné a jejich sjednocenim je mnoZina Q.

Definice: Klasicka (Laplaceova) definice pravdépodobnosti
Je-1i zékladni prostor € kone¢na neprdzdna mnozina n elementarnich jevt, které maji stejnou

Sanci vyskytu, pak pravdépodobnost jevu A definujeme vztahem
P(A) = % ,
kde m je pocet vysledki piiznivych jevu A a n je pocet vSech moznych vysledk nahodného pokusu

(pocet prvkll mnoziny Q).

Véta: O vlastnostech pravdépodobnosti
1. P(A) =1-P(4)
2. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Definice: Podminéna pravdépodobnost jevu A jevem B
Podminénou pravdépodobnost jevu A jevem B (nebo taky pravdépodobnost jevu A za
predpokladu, resp. podminky, Ze nastal jev B), kde P(B) # 0, zna¢ime P (A|B) a definujeme vztahem

P(ANB
P(A|B) :1(:(—:»)-

Definice: Nezavislé jevy
Plati-li P(A) = P(A|B), nazyvame jevy A a B nezavislé jevy.

Véta: Jevy A a B jsou nezavislé prave tehdy, kdyz plati P(A N B) = P(A) - P(B).

Véta: Bayesova
M¢jme Uplny systém vzajemné neslucitelnych jevl H, ..., H, a libovolny jev A c (2. Potom
plati:
P(A|Hg)-P(Hp)

P(H,|A) = Y P(A|HY)-P(H))'

=1,..,n.

3 Priklady
Prvni z uvedenych piiklada je zajimavy tim, Ze jej lze fesit tfemi riznymi zpisoby. Studenti si

tak 1épe uvédomi a osvoji tfi zdkladni pravdépodobnostni vzorce — vzorec pro pravdépodobnost
sjednoceni jevi, soucinu jevi a jevu opacného.
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Pt.1: Pro postoupeni do vyssiho ro¢niku chybi studentovi uz jen jeden kredit. Pfed sebou ma jeste
posledni pokus slozit zkousku z matematiky a fyziky, pficemz pravdépodobnosti uspésného
vykonani téchto zkousek jsou u tohoto studenta po fad¢ 0,6 a 0,7. Jaka je pravdépodobnost,
ze se studentovi podati do vyssiho ro¢niku postoupit?

Reseni:

A ... student postoupi do vyssiho ro¢niku

A; ... student slozi i-tou zkousku (i = 1, 2)

A4, A, ... nezavislé jevy

a) P(A) = P(A;UA;) =P(A;) + P(4,) —P(A;nA,)=06+0,7-0,6-0,7=0,88
f)P(A)=1-PA)=1-PA;,n4,)=1-P(4,)-P(A4,)=1-0,4-0,3=0,88
Y)PA) =P[(A,NnA)U(A;NnA) U4, NnA4,)]=06:07+04-0,7+0,6-0,3=

= 0,88

Pravdépodobnost, Ze student postoupi do vyssiho ro¢niku, je 0,88.

Dalsi z ptikladi ukazuje zajimavy zplisob pouziti Bayesovy véty.

V nedavné minulosti jsme byli svédky masivniho testovani vétSiny populace na onemocnéni
COVID-19 antigennimi testy. K datu 18.4.2024 bylo v ¢eské republice téchto testli provedeno 35
152 859 (viz [1]). Na zékladé mimotadného opatfeni Ministerstva zdravotnictvi Ceské republiky ze
dne 5.1.2022 [2] musely toto testovani denné postupovat desetitisice lidi bez ohledu na jejich
zdravotni stav, tedy bez ohledu na to, zda méli, ¢i neméli jakékoli ptiznaky nemoci. Ze zavéra
nasledujiciho piikladu si mizeme ud¢lat predstavu o tom, jaky smysl toto testovani mélo.

Pfed piistoupenim k samotnému ptikladu je zapotiebi seznamit se s nékterymi pojmy z oblasti
diagnostického testovani. Zadny z pouzivanych testil neni stoprocentné spolehlivy, u kazdého testu
mizeme obdrZet nespravny vysledek, a to bud’ vysledek faleSné pozitivni, kdy je jako pozitivni
nespravné diagnostikovan zdravy pacient, nebo falesSné negativni, kdy je jako negativni nespravné
diagnostikovan nemocny pacient. K porovnani spolehlivosti a kvality testu se nejcastéji pouzivaji dvé
charakteristiky — senzitivita a specificita testu. Senzitivita testu je pravdépodobnost spravné
diagnostiky pozitivnich ptipadd, tedy pravdépodobnost, ze nakazeny bude timto testem spravné
diagnostikovén jako nakazeny. Antigenni testy dovazené do CR maji senzitivitu v rozmezi 81 % - 98
% [3]. Specificita testu vyjadiuje pravdépodobnost spravné diagnostiky negativnich ptipadd, tedy
pravdépodobnost, ze test u lidi bez ndkazy opravdu ukdze, ze jsou zdravi. U nejcastéji pouzivanych
antigennich testii v CR se pohybuje mezi 98,7 % a 100 %. Pro nas ilustraéni piiklad pouZzijeme jeden
Z nejbéznéjsich vytérovych testti — test SINGCLEAN, jehoz senzitivita je 98,56 % a specificita 99,03
%.

Dalsi udaj, ktery potiebujeme k vyfeseni naseho piikladu znat, je podil nemocnych v populaci.
Ten je epidemiology oznacovan jako prevalence. K odhadu prevalence onemocnéni COVID-19 se
pouziva jeho ¢trnactidenni incidence, coz je pocet nové nakazenych na 100 000 obyvatel béhem
ptedchozich dvou tydnti. Dne 17.1.2022, kdy veSlo mimoiadné opatieni o povinném testovani
zamé&stnancu a jinych osob v platnost, byla étrnactidenni incidence 1116,7 pripadi na 100 000
obyvatel (tj. ptiblizné 1,1 %) [4].

Pt.2: Predpokladejme, ze prevalence onemocnéni COVID-19 je 1,1 % a vytérovy antigenni test
SINGCLEAN ma senzitivitu 98,56 % a specificitu 99,03 %. Pfi testovani timto testem vysel
muj vysledek negativni a kolegliv pozitivni.

a) Jaka je pravdépodobnost, ze jsem skutecné zdrava?
b) Jaké je pravdépodobnost, Ze kolega je nemocny?
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Reseni:

A ... vysledek antigenniho testu je pozitivni
A ... vysledek antigenniho testu je negativni
H, ... testovand osoba je zdrava

H, ... testovana osoba je nemocna

H;, H, ... Gplny systém vzdjemné neslucitelnych jevi
P(A|H,) = 0,9856 - senzitivita testu
P(A|H;) = 0,9903 - specificita testu
P(H,) = 0,011 - prevalence
P(A|H,) = 1— P(A|H,) = 0,0144
P(A|H;) =1 — P(A|H,) = 0,0097

P(H,) =1—-P(H,) = 0,989

n — _ PAH)-P(HY) _ 0,9903-0,989 .
a) P(Hy|4) = 2 P(A|H)-P(H;y)  0,9903:0,989+0,0144:0,011 0,9998
b) P(H,|A) = P(A|Hy)-P(Hy) 0,9856:0,011 - 0,5305

2 P(A|H;)-P(H;) ~ 0,0097-0,989+0,9856:0,011

Pravdépodobnost, Ze osoba s negativnim vysledkem testu je skute¢né zdrava, je 99,98 %,
pravdépodobnost, ze 0soba s pozitivnim vysledkem testu je skute¢né nemocna, je 53,05 %.

Posledni z nasich ptikladd je znamy jako Monty Halltiv problém nebo taky problém tii dvefi.
Jedna se o pravdépodobnostni hadanku volné zalozenou na americké soutézni show Let's Make a
Deal, kterou moderoval Monty Hall.

Pt.3: Hlavni cenou americké soutéze Let's Make a Deal je auto, které je skryto za jednémi ze tii
dvefi. Za obéma zbyvajicimi dveimi je umisténa cena utéchy — koza. Ukolem soutéZiciho je
uhadnout, kde je auto. Nejprve soutézici oznami svij tip (napt. zvoli dvete ¢.1). Poté
moderator otevie jedny ze dvou zbyvajicich dvefi, a to ty, za nimiz je koza (necht’ jsou to
napf. dvete ¢.3). Nyni mliZe soutéZici svlij ptivodni tip zménit (tzn. misto ptivodni volby ¢.1
zvolit dvefte ¢.2). Bude pro n¢j takovato zména vyhodna?

Reseni:

Jsme tedy v situaci, kdy soutézici zvolil dvefe ¢.1 a moderator oteviel dveie ¢.3, kde byla
koza. Za této situace chceme porovnat pravdépodobnost toho, ze auto je za dveimi ¢.1

s pravdépodobnosti toho, Ze auto je za dveimi ¢.2.

- budeme potiebovat nasledujici oznaceni:

H; ... auto je za dvefmi Cislo i (i = 1..3)

A; ... moderator otevie dvere ¢islo i (i = 1..3)

(Hq, Hy, Hs ... uplny systém vzajemné neslucitelnych jevi)

- anasledujici pravdépodobnosti:

P(Hy) = P(H,) = P(Hs) =+

P(A3lH,) = -
P(A3|H2) =1
P(A3|H3) =0

- anyni miZeme porovnat pravdépodobnosti P(H,|A3) a P(H,|A3):
11

_ P(A3|Hy)P(H1) _ 23 _1

P(H;145) = i P(A3lH)P(H) — 2-2+1-240-2 3
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_ _PCAslH)PH) T3 2
P(H2|A3) = Z?=1P(A3|Hi)'P(Hi) - %.§+1.§+0 % —3
Pravdépodobnost P (H,|A3) je pravdépodobnost, Ze po odhaleni kozy za dveimi ¢.3 je auto
za dveimi €.1, tj. pravdépodobnost, Ze soutézici auto vyhraje, kdyz svij tip nezméni.
Pravdépodobnost P(H,|A3) je pravdépodobnost, ze po odhaleni kozy za dvefmi ¢.3 je auto
za dveimi ¢.2, tj. pravdépodobnost, Ze soutézici auto vyhraje, kdyz svij tip zméni. Tato
pravdépodobnost je vEtsi, pro soutéziciho tedy bude zmeéna tipu vyhodna.

Z.avér

Pokud zahrneme do vyuky pfedmétu Matematika I1I alespon par piikladi z pravdépodobnosti,

které maji zajimavé praktické vyuziti, pfitahneme pozornost studentt, zvysime jejich zajem o studium
a prisp&jeme k vétsi popularité pfedmétu a k dosazeni lepSich studijnich vysledku.

Odkazy

[1] COVID-19: Piehled aktuélni situace v CR

[2]

3]

[4]

Dostupné z: https://onemocneni-aktualne.mzcr.cz/covid-19

Mimotadné opatieni Ministerstva zdravotnictvi CR

Dostupné z: https://mzd.gov.cz/wp-content/uploads/2022/01/Mimoradne-opatreni-testovani-
zamestnancu-a-dalsich-0sob-s-ucinnosti-od-17-1-2022.pdf

Jak vybrat antigenni test na COVID-19
Dostupné z: https://www.4toilet.cz/nase-novinky/jaky-typ-antigenniho-testu-vybrat/

Vybrané indikatory stavu a $ifeni epidemie a denni souhrn test na COVID-19 k 17. 01. 2022

Dostupné z: https://mzd.gov.cz/wp-
content/uploads/2022/01/IS COVID19 Tiskova zprava MZ-

denni souhrn dat 20220117.pdf, https://mzd.gov.cz/tiskove-centrum/datove-tiskove-zpravy-

ke-covid-19/page/150/

121



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2024

MODEL SIiRENi POCITACOVYCH VIRU V LOKALNI SIiTI
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Abstrakt: Prispévek obsahuje popis konstrukce a implementace matematického modelu Sifeni
pocitacovych virti v malé lokalni siti. Sledovanym parametrem je pocet nakazenych pocitaci v siti.
Model je zalozen na pravdépodobnostni matici, ktera popisuje interakci mezi Utocicim virem a
pocitacem. Vysledky simulaci a jejich interpretace naznacuji, ze model je do zna¢né miry v souladu
s realitou.

Kliova slova: Matematické modelovani, simulace, Sifeni pocitatovych virl, kyberneticka
bezpecnost, pravdépodobnostni matice

1 Uvod

V dnesni dobé je vétSina pocitaci pripojena k internetu. Kazdy den se odehraje piiblizn¢ 2200
kybernetickych utokt, coz je ptres 800 000 utokl ro¢né, o kterych vime ([2]). Napadené pocitace
mohou zptisobit velké Skody rodindm, lidem i firmam, nebot’ jejich osobni a citlivé udaje i soukroma
data mohou skoncit kdekoli na svéte, prodana nejvyssi nabidce, nebo mohou byt zneuzita proti nim,
napiiklad neopravnénym vyuzitim jejich finan¢nich prostredkt ([3]).

V tomto piispévku se pokusime matematicky popsat a simulovat proces Sifeni poc¢itatovych virti
a zjistit, jak rychle se muze $ifit ndkaza v malé siti s pevn€ danym poctem pocitacii. Mezi nejcastéji
pouzivané matematické modely Sifeni nakazy patii kompartmentové modely, napiiklad SIR nebo
SEIR ([1],[6]). Tyto modely nebo jejich varianty dobie popisuji Sifeni biologickych virti jako
napiiklad Covid-19. Pro popis naseho jevu se vSak moc nehodi, nebot’ nebezpec¢i nakazy pocitace
nemusi pifimo souviset s fyzickou blizkosti jiného infikovaného pocitate. Ve skutecnosti jsou
vSechny pocitace piipojené k internetu do urcité miry vystaveny kybernetickym ttoktim.

Misto spojitého kompartmentového modelu jsme se rozhodli zvolit pravdépodobnostni pfistup,
kde se pravdépodobnost nakazy 1isi od jednoho pocitace k druhému a nezavisi na tom, jak daleko od
sebe pocitace jsou. V tomto pfispévku nejprve popiSeme postup sestaveni modelu, poté
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odprezentujeme vysledky simulaci, prodiskutujeme mozné interpretace vysledkll a nastinime dalsi
vylepSeni modelu.

2 Konstrukce modelu

Jak jiz bylo fe¢eno v Uvodu, konstruovany model je zaloZen na pravdépodobnosti. Zakladnimi
prvky modelu jsou urovné utoku a obrany, pravdépodobnostni matice a stadia nakazy.

2.1 Urovné iitoku a obrany

Nejprve jsme usoudili, Zze pouziti pouze jedné hodnoty pravdépodobnosti ndkazy neodpovida
realité. V moderni spole¢nosti maji lidé rozdilné znalosti a dovednosti v oblasti informatiky,
v disledku ¢ehoz nedbaji stejné opatrnosti pti pohybu na internetu. Pfifazeni stejné pravdépodobnosti
nakazy pocitacovym virem odbornikovi na informacni bezpecnost a teenagerovi objevujicimu
internet by nepusobilo realisticky. Proto jsme zvolili tfi Grovné obrany odpovidajici tfem rliznym
trovnim znalosti uZivatelit o informaéni bezpe¢nosti. Uroven 1 piedstavuje nejzraniteln&jsiho
uzivatele, zatimco uzivatel s urovni obrany 3 ma nejvyssi stupeil znalosti.

Pro doplnéni tohoto procesu uvazovani jsme implementovali také tfi urovné utoku. Stejné jako
uzivatelé nemaji stejné znalosti, tak i1 Gitoky se 1i$i rozsahem utajeni, dopadu nebo pouzitych metod.
Podezielou postu miize vétsina uzivateld snadno najit a rozpoznat, zatimco trojsky ki je pro nékteré
uzivatele obtizné zjistitelny. Rozd¢lili jsme tedy utoky do tif trovni pomoci stejné metodiky jako pro
tfi irovné obrany.

Spojenim obou slozek modelu jsme ziskali devét moznych kombinaci Grovni Gtoku a obrany.

2.2 Pravdépodobnostni matice

Pravdépodobnosti ndkazy pocitacovym virem, které jsme v modelu pouzili, jsou empirické. Nyni
vysvétlime diivody pro volbu vybranych hodnot.

Usoudili jsme, ze pfi stejné urovni Gtoku a obrany je 50% pravdépodobnost nédkazy pro uroven
1, 0 15% niz8i pravdépodobnost pro troveil 2 a o dalSich 15% niZ§i pro urovent 3. Obrana urovné 3
predstavuje odborniky na kybernetickou bezpecnost, ktefi byli specialné vyskoleni v tom, jak utokiim
pfedchazet, a tim se jim snadnéji vyhnout. Dale, pokud se uroven obrany zvysi o 1 pfi zachovani
urovné utoku, pravdépodobnost nakazy klesne o 20-25%. Protoze pravdépodobnost nakazy nemuize
byt nikdy nulova, existuje 5% pravdépodobnost, Ze se pocita¢ experta s obranou trovné 3 nakazi po
utoku trovné 1. Podobné uvaha se pouzije pro utok trovné 3 a obranu trovné 1, kde je 65% riziko
nakazy, nebot’ nikdy nemiizeme fict, Ze ndkaza nastane na 100%.

Nize uvedena tabulka (Tab. 1), kterou budeme nazyvat pravdépodobnostni matice, shrnuje
pravdépodobnosti, Ze pocitac bude infikovan, pro vSechny kombinace tirovni obrany a toku:

Uroveti obrany \ trove titoku Uroveti | Urovet 2 Uroveti 3
Uroveti 1 50% 60% 65%
Uroveti 2 25% 35% 40%
Uroveti 3 5% 15% 20%

Tabulka 1: Pravdépodobnostni matice

2.3 Stadia nakazy
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V dal$im kroku jsme zvazovali rtizné faze, ve kterych se pocita¢ mlze nachéazet. Jako zaklad
jsme zvolili kompartmentovy model zndmy jako SEIR (Susceptible-Exposed-Infected-Recovered),
ktery lze pouzit pro popis stadii ndkazy, at’ uz biologické nebo kybernetické ([1],[6]).

Féze 0 je vychozi, pocatecni faze pro kazdy pocitac v ramci experimentu. Pocita¢ je v potadku
a muze se stat cilem utoku. Tuto fazi nazyvame susceptibilni, protoZe pocitac je nachylny k nékaze.

Féaze 1 je exponovand faze. V této fazi byl pocitac uspesné napaden, ale Skodlivy kod jesté nebyl
aktivovan. Nemize tedy zatim infikovat ostatni pocitace.

Féaze 2 je infikované nebo také infekcni stadium. V této fazi byl pocitac tispéSné napaden a
pokousi se napadnout dalsi pocitace v siti.

Féze 3 je faze zotaveni, kdy byl pocita¢ zbaven nakazy. Poté se pocita¢ vraci do faze 0.

attack

Stage 1 Stage 3
 ——
Exposed Recovered

Obrazek 1: Diagram zobrazujici dynamiku modelu

Jakmile jsme sestavili model dynamiky Sifeni (Obr. 1), pokracovali jsme dal$imi specifickymi
aspekty. Je nepravdépodobné, ze osoba, kterd piiSla o data nebo penize kliknutim na odkaz v
podezielém e-mailu, jest¢ nckdy klikne na stejny typ odkazu. Abychom do naSeho modelu zahrnuli
tuto zkusenost a zvySenou odolnost uzivatele proti takovému utoku, ziska jeho pocita¢ jednu uroven
obrany poté, co se nakazi a dospéje do faze 3. Uroven obrany viak nikdy nemiize prekro¢it Giroveti 3,
coz je uroven odbornikl na kybernetickou bezpecnost.

Dalsim parametrem, o kterém jsme uvazovali, je inkubacni doba: poc¢et dni inkubace viru uvnitf
pocitace, nez je Skodlivy koéd aktivovan. V simulaéni aplikaci by uzivatel mél mit moznost na zac¢atku
simulace nastavit inkuba¢ni dobu jako nezéporné celé cCislo.

Abychom zachovali jednoduchost modelu, povazovali jsme ,,populaci® — tedy pocet pocitach
v mistni siti — za konstantni v &ase. Zadny tok tedy nemiZze byt pro poéita¢ ,,smrtelny* a kazdy
infikovany pocita¢ se vzdy po néjaké dob¢ dostane do faze 3.

Dalsi specifickou tivahou bylo, ze pocita¢ mize mit vzdy pouze jeden virus. Ve skutecnosti,
pokud ma uzivatel ve svém pocitaci pocitacovy virus a je si toho védom, tak se nejprve pokusi
problém vyfesit, nez pocita¢ znovu pouzije. Ve chvili, kdy se pocita¢ nakazi, odstranime jej ze
seznamu susceptibilnich pocitact, takze se nemiize znovu nakazit, dokud se nezotavi.

S pomoci vyse uvedenych parametrt a efektii bylo mozné nadefinovat model pocitace v siti.
Pocitac je urcen identifikacnim ¢islem (ID), urovni obrany, fazi, ve které se nachézi, a poctem dni
stravenych v této fazi. Tento posledni atribut byl zahrnut pro implementaci faze zotaveni u
nakazenych pocitact. ID je celé ¢islo z daného rozsahu, naptiklad od 1 do 100. Rozsah ptedstavuje
pocet pocitact v siti. Rozhodli jsme se ponechat horni hranici rozsahu spise nizkou, neptesahujici
100, abychom zabranili pfetizeni softwaru, v kterém budou spoustény simulace. Uroveii obrany, ktera
odrazi odbornost uzivatele v oblasti kybernetické bezpecnosti, je celé ¢islo od 1 do 3. Faze neboli
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stadium nakazy je celé ¢islo mezi 0 a 3, které definuje aktudlni f4zi (kompartment), ve které se pocitac
nachazi, jak bylo popsano vyse. Pocet dni ve fazi je celé ¢islo vEétsi nebo rovno 0.

3 Implementace a simulace

Po dokonceni konstrukéni ¢asti zaclenénim konkrétnich aspektii do modelu jsme implementovali
model ve vhodném programovacim jazyce, konkrétn€ v jazyce Python ([4]). Python jsme pouzili
kviili jeho vSestrannosti a dostupnosti. V tomto jazyce lze snadno vytvéaiet grafické vystupy, je tedy
vhodny pro zobrazeni vysledkli simulace.

V kodu jsme implementovali n¢kolik ndhodnych efektl, které mohou mit vliv na vysledek
simulace. Tykaji se pravdépodobnosti nakazeni pii napadeni, vybéru pocitaci, které budou napadeny,
a zpusobu pocatecniho nastaveni urovné obrany kazdému pocitaci. Pro nastaveni vektoru
pravdépodobnosti pro jednotlivé trovné obrany jsme nejprve uvazili, Zze v dneSni dobé je vétSina lidi
zvyklé prochazet internet a o kybernetické bezpecnosti sice slySeli, ale nejsou odborniky. Proto jsme
nastavili 55% pravdépodobnost, Ze pocita¢ bude mit Groven obrany 2. Déle, v disledku toho, ze se
digitalni svét stdva piistupnéj$Sim pro mladé, starSi a nezkuSené lidi, je 35% pravdépodobnost, Ze
pocita¢ bude mit troven obrany 1. Zbyva tedy 10% pravdépodobnost pro poc¢atecni uroven obrany 3,
coz se zda byt realistické, protoze IT dovednosti ziskavaji na dileZitosti a zaméstnanci absolvuji
pravidelna Skoleni o problémech kybernetické bezpecnosti na svém pracovisti. Po nastaveni vektoru
pravdépodobnosti jsme pro vygenerovani urovni obrany pouzili funkci ndhodného vybéru
implementovanou v Pythonu. Tim jsme zarucili podobné rozloZeni trovni obrany v kazdé simulaci.
Dale je pro kazdy den simulace ndhodné vybran pfedem dany konstantni pocet pocitact, které budou
v dany den napadeny. Pocitace jsou vybirany postupné podle rovnomérného rozdéleni, existuje tedy
moznost, ze stejny pocita¢ bude vybran vickrat béhem jednoho dne. Pokud je vybrany pocitac
nakazeny (faze 2), nedojde k opétovné nakaze, ale naopak k zotaveni. Pokud nakaZzeny neni, stava se
napadenym. Kazdému napadenému pocitaci je pridéleno ndhodné ¢islo mezi 0 a 1, a pokud je ¢islo
nizsi nez odpovidajici pravdépodobnost v pravdépodobnostni matici, pocita¢ je nakazen. Disledkem
zahrnuti vSech téchto ndhodnych efektl existuje moznost rozdilu mezi dvéma simulacemi se stejnymi
parametry.

Vzhledem k tomu, Ze hlavnim cilem vytvofeni naseho modelu byla moznost sledovat vyvoj
poctu nakazenych pocitacii v ¢ase, nebylo nutné implementovat vSechny faze neboli stadia ndkazy,
stacilo vyuzit faze 0 (susceptibilni pocitac) a 2 (nakazeny pocitac), které byly pfeznaceny na 0 a 1.
Pokud byl v rdmci ndhodného vybéru napadeni vybran jiz nakazeny pocitac, tak se naopak zotavil a
vratil se do faze 0. Zaroven nebylo nutné sledovat délku casového useku, po ktery byl pocitac
v néjaké fazi. Tim se implementace dost zjednodusila a zrychlil se také pribeh simulaci.

Pro spusténi simulace je potfeba zadat pouze dvé celd ¢isla: pocet pocitacii v siti a pocet dni,
které predstavuji délku trvani experimentu. Kazdy den dochazi ke stejnému poctu utokt, aby bylo
mozné sledovat trendy v chovani sité. Pokud naptiklad dojde k 6 titokiim denn¢, miizeme ocekavat,
ze pocet uspesnych utokd se v prubehu casu bude snizovat v disledku zvySovani urovné obrany po
prekondni ndkazy. V ramci simulace se po kazdém ,,dnu* spocitaji Gspésné utoky daného dne a
celkovy pocet infikovanych pocitact. Tyto hodnoty jsou poté ulozeny v datové sadé a zobrazeny v
grafu na konci simulace. Jak datovy soubor, tak graf pak mohou byt pouzity pro analyzu dat.

Postupné jsme provedli tii typy simulaci. Prvnim typem byla simulace malého rozsahu s
,»populaci® 30 pocitact a délkou trvani 20 dnt. Néasledovala simulace s vy$§im poctem 100 pocitaci
v siti a délkou trvani 150 dnt. Poslednim typem byla dlouhodobé simulace se 100 pocitaci a 650denni
periodou.

125



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2024

4 Interpretace vysledki

Vzhledem ke konstrukci modelu jsme oc¢ekavali, Ze vysledky kratkodobych simulaci mohou byt
navzdjem dost odlisné, zatimco vysledky simulaci s vyssi délkou trvani by mély byt mezi sebou
podobngjsi. Ugelem kratkodobé simulace prvniho typu bylo prozkoumat obecné chovani modelu a
ziskat jednoducha data k interpretaci. Poté jsme zvysili pocet pocitacli a dobu trvani experimentu,
abychom zjistili, zda existuji n¢jaké ,,Skalovatelné* jevy: Zvyrazni zvySovani poctu pocitact v siti
né¢jaké chovani? Prozkoumani této otdzky vyzadovalo vétsi pocet simulaci druhého typu. Dlouhodoby
experiment byl také proveden s vét§im poctem simulaci, abychom zjistili, zda vyrazné prodlouZeni
doby trvani experimentu odhali n&jaké potencidlni trendy nebo rovnovazné body.

4.1 Kratkodoba simulace

Prvni simulace byla vhodnym experimentem pro ovéteni funkénosti modelu. V této simulaci
jsme méli pouze jeden utok na kazdé Grovni za den kvili malému poctu pocitacl. Zajimavym
fenoménem k prozkoumani bylo pouceni se z chyb a ptizplisobivost uzivatelt, tedy utoky jaké urovné
infikuji pocitace v jaké fazi experimentu. Jak mizeme vidét na Obr. 2 nize, v§echny urovné Utoki
byly na zacatku uspé$né, jak ukazuji ,hroty” jdouci od 0 do 1. Nicméné zhruba v poloviné
experimentu miizeme vidét, ze utoky trovné jedna byly méné tspésné, protoze nevidime zadné modré
hroty po dni 12. Mohlo by to odrazet zamysleny efekt zvyseni zkusenosti. Usp&snost dvou dalsich
urovni vSak zlstala stejna, zejména u utoku Grovné tfi.
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Obrazek 2: Pocty uspé$nych utokt den po dni v kratkodobé simulaci

Naopak druha uklddana hodnota — celkovy pocet infikovanych pocitact v dany den — nepfinesla
zadné zajimavé informace, nebot’ nastal pouze prudky nartst této hodnoty. Proto jsme potiebovali
prodlouzit dobu simulace, abychom mohli pozorovat potencidlni trendy.
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4.2 Stirednédobé simulace

V tomto typu simulaci jsme zvysili pocet pocitacl v siti na 100 a délku trvani simulace na 150.
Vyvoj celkového poctu infikovanych pocitacl ve stiednédobém experimentu je zobrazen na Obr. 3
niZze. Na obrdzku miizeme vidét vysledky 30 simulaci provedenych se stejnymi parametry. Z tohoto
souhrnu dat jsme ziskali vice informaci o modelu a procesu, ktery jsme se snazili nasimulovat.
Cervena kiivka piedstavuje vyvoj primémého poétu infikovanych poéitati ze viech 30 simulaci.
Svého maxima dosahuje mezi 40. a 100. dnem s celkem 25 nakaZenymi pocitaci. Tento vysledek
odpovidé o¢ekavanému podilu piiblizn¢ 25-30% pocitacl infikovanych na vrcholu ,,ndkazy*. Pas ,,2
Sigma“ oznacuje v kazdém dni interval, ve kterém by se mélo nachazet 95% dat. Z tohoto pruhu ,,2
Sigma* muzeme vycist, ze pocet infikovanych v obdobi vrcholu nédkazy kolisal mezi 17 a 34. To
predstavuje téméf dvacetiprocentni variaci mezi simulacemi, coz odrazi pravdépodobnostni povahu
modelu: Nahodné pfifazeni irovné obrany pocitaci, ndhodny vybér napadenych pocitacli a nahodna
pravdépodobnost nakazeni. To potvrzuje ocekavani, Ze jednotlivé simulace se mezi sebou mohou
lisit, coz odpovida realité, kde také pozorujeme rozdily. Nékteré komunity maji vy$si vzdélani v
oblasti digitdlni gramotnosti nez jiné, coz vede k riznym vysledkiim, kdyZz dojde k ndkaze
pocitacovymi viry.
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Obrazek 3: Vyvoj poctu nakazenych pocitact ve sttednédobych simulacich

Déni na Obrazku 3 miizeme interpretovat nasledovné. Prvni prudky narGst poctu nakazenych je
disledkem vyskytu novych virti. Protoze populace nebyla nikdy vystavena témto viriim, pocitace se
snadno infikuji 1 v pfipadech, kdy je uroven napadeni nizka. Po n&jaké dobé se uzivatelé zacnou
dozvidat o utoku a zptisobech, jak zabranit ndkaze. Jak se stale vice lidi dozvida o problému s viry a
o tom, jak se mu vyhnout, pocet infikovanych poc€itact v reakci na pfedchozi rychlé Siteni virt klesa.
K uréitému néri’lstu po. 90. dni dochézi kVﬁli poéitaéﬁm které dosud nebyly Vystaveny Viru Tento jeV

vvvvv

nedavno.
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Stfednédobé simulace probihaly v delSim ¢asovém obdobi, abychom podrobné prozkoumali
vyvoj poctu infikovanych pocitact, ale toto obdobi nebylo dostate¢né dlouhé, aby bylo mozné vidét
trendy nebo rovnovazné body. Bude pocet infikovanych pocitacl klesat, dokud ndkaza nevymizi,
nebo miZe n¢jaky maly pocet pocitact zlstat infikovany?

4.3 Dlouhodobé simulace

Abychom provéfili potencidlni trendy a odpovédeli na otdzku existence endemického
rovnovazného bodu nebo opakujicich se vin, které jsme zazili béhem epidemie Covid-19, provedli
jsme dlouhodobé 650denni simulace. Pocet pocitacii v tomto typu simulace byl také nastaven na 100.

Graficky vystup poctu infikovanych pocitacii zobrazeny na Obr. 4 naznacuje, Ze vymizeni
nakazy je v naSem modelu témét nemozné. Ke konci simula¢niho obdobi tohoto experimentu pocet
infikovanych pocitact osciloval kolem endemického ekvilibria v po¢tu 13 infikovanych pocitact, coz
odpovida 13 % celkové populace.
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Obrazek 4: Vyvoj poctu nakazenych pocitacli v dlouhodobych simulacich

Zajimavy jev, ktery miizeme pozorovat, je, ze pocet infikovanych pocitact v prabéhu ¢asu klesa.
Déje se to proto, e poéitade ziskavaji Giroven obrany poté, co se zotavi. Utoky druhé a teti Grovné
vSak jsou stale uspésné. To odpovida redlné situaci ve firmach a ve spolecnosti obecné. I kdyz se lidé
pouci z chyb, nemusi to stacit, aby se ubranili novym typim hrozeb. Pokud bychom uvazovali o
zabranéni Sifeni pocitacovych vir, stdlo by to penize na Skoleni lidi, lepsi pocitace atd. Protoze
potfebné mnozstvi penéz by bylo obrovské, firmy a lidé obecné akceptuji urcité riziko, Ze jejich
pocitate budou nakazeny. Timto zplsobem lze také interpretovat déni na Obr. 4. Skoleni a
preventivni opatfeni pomahaji lidem odolavat utokiim nizké Grovné, ale ne sofistikovanym ttokim.

5 Mozna vylepSeni

Abychom zlepsili vykonnost modelu a ziskali lepsi vysledky simulaci, miiZzeme uvazovat o
zahrnuti dalSich aspektti do modelu. Jednim z nich by mohla byt dynamicka populace, kde by vazné
utoky mohly vést ke ,,smrti* pocitace a jeho odstranéni ze sité. Zaroven lze do sité pridavat nové
pocitace, které si lidé kupuji, kdyz ty staré nejsou dost vykonné nebo rychlé.
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Dal8im vylepSenim by mohlo byt zvySeni poctu urovni obrany a Gtoku, aby byl model piesnéjsi
a komplexnéjsi. Jak jsme vidéli, tfi Grovné jsou jiz dobrou reprezentaci, ale ptidani dalsi arovné by
mohlo odhalit jemné;jsi detaily chovani modelu béhem simulaci.

Mohli bychom také experimentovat se specifickymi scénéfi, napiiklad ,,spici virus®, ktery se
probudi v urcitou dobu ve vSech pocitacich zaroven. V takovém scénafi bychom mohli simulovat,
zda by populace méla ¢as ptizplsobit se infekci, jak jsme mohli pozorovat pfi neustalém vystaveni
nakaze. Potlacilo by takové nahlé propuknuti ndkazy adaptaci, nebo by stéle existovaly pocitace, které
by mohly ttoku odolat a ptizptisobit se?

Zavér

V této studii jsme popsali konstrukci modelu Sifeni pocitatovych virt v siti. Implementaci
modelu a jeho zjednoduSenim jsme byli schopni simulovat §ifeni infekce v siti s danym poctem
pocitacl v urcitém casovém obdobi. Na zakladé vysledkli simulaci a diskuse o jejich interpretaci
muzeme konstatovat, ze vyvinuty model je do zna¢né miry v souladu se skutecnosti. Po sérii
uspéSnych utoki se lidé za¢nou ucit a podle toho reagovat na ndkazu. Tento efekt pak zpusobi, Ze
pocet infikovanych pocitact po urcitych vykyvech, kdy pocty nakazenych mirné rostou, osciluje v
blizkosti endemického ekvilibria. Existenci rovnovazného bodu miizeme pfipisovat skutecnosti, ze z
ekonomickych a praktickych divoda firmy a spolecnost pfijimaji pfiméfené riziko nakazy. Nejlepsi
moznosti v§ak je vZdy vyhnout se infekci a tim ptedejit potencidlnim Skodam. Pro zabranéni nédkaze
pocitacovym virem muze uZzivatel postupovat podle doporuceni uvedenych v kazdoro¢ni zpravé o
vyzkumu uniku dat ([5]).
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Abstrakt: Matematické znalosti jsou uplatiiovany v riznorodych oblastech. Jedna z velkych oblasti,
do které jsou aplikovany matematické vypocty je fyzika. Na vysokych skolach technického sméru je
fyzika nedilnou soucésti vzdélavani. V tomto ¢lanku popisujeme materidly, které byly vytvoreny
na Vysoké $kole technické a ekonomické v Ceskych Budg&jovicich pro zakladni kurzy fyziky
u technickych obort, aby pfispély k pochopeni vypoctu fyzikalnich uloh.

Kli¢ova slova: soustava SI, kinematika, vyuka fyziky

1 Uvod

Jedna z prvnich velkych oblasti, ve které se zaci a studenti setkavaji s aplikacemi matematiky,
je fyzika. Resit fyzikalni piiklady je pro né zpravidla naroénéjsi neZ fesit matematické tilohy, protoze
Vv prvni fad€ potiebuji spravne pochopit, co se v uloze déje, az poté ji vypocitat. Nasledné je zpravidla
velmi dilezité vysledek interpretovat. Jinymi slovy musi do feSeni uloh ve velké mife zapojit
ptirodovédnou gramotnost.

,, PFirodovédna gramotnost je zpusobilost vyuZivat prirodovédné poznani, klast relevantni otdazky
a na zdkladé ziskanych faktii vyvozovat zavery vedouci k porozumeni prirodnim jeviim a usnadnujici
odpovédné rozhodovani a jednani. “ [2].

Na zékladé¢ Setfeni ptirodovédné gramotnosti zakt a kvality podminek a prubéhu ptirodovédného
vzdélavani na zakladnich a stfednich $kolach Ceskou $kolni inspekci vznikla Tematickd zprava —
Piirodovédna gramotnost a piirodovédné vzdélavani na ZS a SS [2]. V této zpravé je spousta
podnétnych mysSlenek. Ze Setfeni mimo jiné vyplynulo: ,Fyziku a chemii Zaci castéji nez
prirodopis/biologii a zemépis vnimaji jako predmeéty, které jim nejdou, méné casto v nich zazZivaji
uspéch a povazuji je za méné zajimavé. [2]. Dusledky tohoto jevu ovliviiuji i vyuku fyziky
na vysokych skoléch.

Na vysokych skolach technického sméru je fyzika nedilnou soucasti vzdélavani studentt, at’ uz
se jedna o zédkladni kurzy fyziky, nebo specializované fyziky vztahujici se ke studovanému oboru
(napt. statika, dynamika, mechanika tekutin, ...).
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Na Vysoké $kole technické a ekonomické v Ceskych Budgjovicich (dale VSTE) maji viichni
studenti technickych obort zadkladni kurz fyziky s nazvem Fyzika, ptipadné Fyzika I. Studenti
strojirenstvi maji navic navazujici kurz Fyzika 11, ktery je zaméfen piedevs$im na elektromagnetickou
teorii. Studenti pfichazeji z riznych typu stfednich skol s maturitou. Jejich fyzikalni znalosti jsou
ruznorodé, méli rizné pocty hodin fyziky, proto je potieba tyto znalosti sjednotit. K tomu slouzi
piirozené zakladni kurzy fyziky. Zakladni kurzy fyziky maji velmi obsahly sylabus, ktery shrnuje
sttedoskolské ucivo a u nekterych kapitol je také rozSifeni o vysokoskolské ucivo. Na zakladé
hodnoceni znalosti studentt (napt. [4] a [7]) v prub&éhu minulych let vyucujici vytvofili riznorodé
ucebni pomicky viz. [5] a [6].

Dal§im specifikem VSTE je, ¢ méa hodné studenti v kombinované formé. Studenti
kombinované formy maji nejcastéji mezi 0 az 30 lety po maturité. Mnozi z nich uvadéji, ze uz si
témér nic z latky probirané na stiedni Skole nepamatuji a musi se vSe ucit znova. Mnohdy studenti
nevédi, jak vitbec vypocet fyzikalniho prikladu zacit. Zapomnéli zaklady, které se ucili na zékladnich
a stiednich Skolach. | z tohoto diivodu bylo potieba vytvofit materialy pro studenty, které popisuji
od zéakladu, jak vibec zacit fesit fyzikalni tlohy, provést vypocty a nasledné vypoctené hodnoty
spravné interpretovat.

2 Kapitola

V této kapitole popisujeme materialy, které byly vytvoreny pro studenty zakladnich kurzt fyziky
na VSTE. Materialy jsou dany k dispozici studentim prezenéniho i kombinovaného studia
technickych obor(, aby jim pomohly zorientovat se pii vypoctu fyzikalnich ptikladi.

Jako zaklad byl vytvofen postup pii feSeni piikladu (viz. kapitola 2.1). Tento postup byva
pouzivan ve veétsi ¢i mensi mife uz od zakladni Skoly a funguje obecné i1 pro stfedoskolské a
pfi testech.

Fyzika obsahuje 13 témat, na kazdy tyden je jedno téma. Uvadime jako ptiklad vytvofené navody
pro prvni dvé kapitoly.

Prvni téma ve Fyzice a Fyzice | je Soustava fyzikalnich velicin a jednotek; ¢as a prostor. V tomto
tématu je stézejni pochopit pfevody jednotek a k tomu slouzi vytvofeny navod k pfevodu jednotek,
ktery je uveden v kapitole 2.2,

Druhé téma je Kinematika hmotného bodu. Zde jsou feSeny tlohy o pohybu. S ulohami o pohybu
se studenti obvykle setkali poprvé na zakladni Skole a nasledné na stfedni Skole, pfi¢emz jejich
sloZitost se postupné zvysuje.

Je potfeba poznamenat, Ze v ptipad€ uloh o pohybu se miZe jednat i o pohyb zrychleny nebo
zpomaleny. V tomto piipad¢ vypocet mize vést na soustavu, kde je jedna nebo vice kvadratickych
rovnic. Studenti ¢asto mivaji problém s feSenim soustav rovnic, ve kterych se vyskytuji kvadratické
rovnice. Navod na feSeni nejtypiétéjsich piikladi je uveden v kapitole 2.3.

2.1 Postup pri feSeni prikladu

1. Poradné si piecist zadani (nejlépe dvakrat).

2. Vypsat vSechny ¢isla v¢etné jednotek a piislusnych velicin.

3. Vse prevést do jednotek soustavy SI.

4. Vypsat nezndmé veli€iny.

5. Nakreslit obrazek — i sebehorsi obrazek vam pomtize ujasnit si, co se po vas chce.

6. Ujasnit si, do jaké partie fyziky dany ptiklad spadé (kinematika, dynamika, tekutiny, termika,
elektfina, magnetismus, ...).

131



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2024

7. Podivat se do pfislusné ¢asti v seznamu vzorcu a vypsat si vhodné vzorce (pismenka, ktera
jsou jiz pouzita u bodu 2. a 4.).

8. Pokud vam chybi né&jaka velicina, obvykle ji Ize né¢jakym zpiasobem vyjadtit nebo v pribéhu
obecného vypoctu dojde k jejimu vykraceni.

9. Udg¢lat obecné fesSeni (v pismenkach).

10. Dosadit za pismenka ¢isla ze zadani. Vypocist hodnotu, hodnoty.

11. Zamyslet se nad vysledkem. Je ta hodnota realna? Ma smysl? Pozor, pokud dosazujete
jednotky Sl, vysledek bude opét v soustavé Sl, coz v piipadé obézné doby budou sekundy, stejné tak
ptipadné délky a vzdalenosti vychazeji v metrech.

12. Napsat slovni odpoved.

2.2 Pievody jednotek

Ptevody jednotek jsou zédkladem vsech piikladi. Je to jeden z prvnich kroki, které jsou potieba
udélat ke zdarnému feseni piikladu.
Zakladni znalosti a postupy:
e Soustava Sl — jednotky a veli¢iny.
Z4kladni nasobky a dily — pfedpony a jejich znaéky (v rozsahu alespont 1072 — 10'?)
Zéakladni identita pro objem: 1 | = 1dm?®,
Ptevod mezi teplotnimi soustavami: 0 °C =273, 15 K.
V ptipadé slozenych jednotek (napt. rychlost) prevadét postupné. Nejprve jednu veli¢inu,
potom druhou.
e Pro plosné jednotky plati, ze predpony (nasobky i dily) je nutné pouzivat v druhé mocning —
1m?=1m - Im = 10dm - 10dm = 100dm?.
e Pro objemové jednotky plati, Ze ptedpony (nasobky i dily) je nutné pouzivat ve tfeti mocniné
—1m*= Im-1m:1m = 10dm-10dm- 10dm = 1000dm®.
e Pokud prevadime mensi jednotku na vétsi (napi.: mm na m), vysledkem bude mensi ¢islo.
e Pokud ptevadime vétsi jednotku na mensi (napt.: m na mm), vysledkem bude vétsi ¢islo.
e Pti prevodu vyuzivejte znalosti piedpon a dilt. Misto pocitani, kolik rada je mezi jednotlivymi
predponami, provadgjte prevod pomoci zakladnich nasobki a dilé — napt. ptevod pm? na cl
pievedeme postupné nasledujicim zptisobem pm?® na m® na dm® na I na cl.

2.3 Kinematika
Typickée tlohy:

¢ Dvé vozidla — kdy a kde se potkaji. Postup:
— Jaky pohyb fesime? Jde o rovnomérny pohyb? Zrychleny pohyb? Zpomaleny pohyb?
(Zrychleny/zpomaleny pohyb vede na kvadratickou rovnici)
— Jedou vozidla stejnym smérem (tj. za sebou), nebo proti sob&?
— Nakreslete obrazek, vyznacte pozice téles, sméry rychlosti a zrychleni, drahy téles a
vzdalenosti.
—Vyjadrete pocatecni vzdalenost pomoci drah jednotlivych vozidel. V ptipadé, ze jedou proti
sobg, je pocatecni vzdalenost sou¢tem obou drah, v piipadé, Ze jedou stejnym smérem je
pocatecni vzdalenost rozdilem obou drah.
— Vypiste piislusné vzorce pro drahy a rychlosti (v ptipad¢ zrychleného/zpomaleného
pohybu) pro jednotliva télesa.
— Vyieste soustavu rovnic.
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e Predjizdéni vozidel. Postup:
— Lze tesit jako predchozi ptiklad, kdy pocatec¢ni vzdalenost je souctem jednotlivych
vzdalenosti (pred + za + délka vozidla) a vozidla jedou stejnym smérem.
— Resit pomoci piechodu od jedné vztazné soustavy ke druhé — se¢ist vzdalenosti a das pocitat
pro pohyb vzajemnou rychlosti, poté se vratit zpét a celkovou ujetou vzdalenost vypocitat
pomoci ziskaného ¢asu a pavodni rychlosti predjizdéjiciho vozidla.

e Zakladni pohyb po kruznici. Postup a potiebné znalosti:
— Co je to frekvence a perioda? Jaky maji spolu vztah?
— Mame inercialni (dostiedivé zrychleni) nebo neinercialni (odstiedivé zrychleni) vztaznou
soustavu?
— Pozor na zadani — v zadani je pramér, nebo polomér? Je frekvence v Hz nebo v min™t
(otackach za minutu)?
— Rychlost pohybu po kruznici: v = 2zRf.

Zavér

Zptistupnéni fyzikalnich znalosti studentim lze dé€lat riznymi zpusoby viz. [1], [3] a [8].
V tomto ¢lanku je popséano, jak pfistoupit k fyzice od ,,zdkladnich kamenii*“. Zejména pro studenty
kombinované formy bylo potieba pifipomenout, jak viibec zacit feSit fyzikalni ulohy. Kromé
obecného navodu na feseni uloh, byly vytvoreny specidlni navody ke kazdému probiranému tématu.
Prezentujeme dv€ prvni témata.

Poznamenejme, Ze probirana témata je také vhodné ilustrovat jednoduchymi pokusy viz. [6], tim
se upevni teoretickd latka a studenti si daji provedené vypolty do souvislosti s jednotlivymi
fyzikalnimi jevy.
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Abstrakt: Kazdy dodateény pozadavek omezujici pohyb mechanického systému vyjadieny ve
tvaru rovnice je chapan jako vazebna podminka. Ukazuje se, ze kinematické vazby modifikuji
klasicky zakon zachovani mechanické energie a méni energetickou bilanci mechanického systému.
Z pohledu teorie vazanych mechanickych systémt neni klasické odvozeni Leibnizovy izochrony
zalozené na platnosti zakona zachovani mechanické energie korektni. Leibnizova dodatecna pod-
minka totiz predstavuje kinematickou vazbu, jejiz odpovidajici Chetaevova sila resp. jeji prace
klasicky zakon zachovani mechanické energie modifikuje na zdkon zachovani pouze kinetické
energie.

Klicova slova: mechanicky systém, pohybové rovnice, zdkon zachovani mechanické energie,
holonomni vazba, kinematicka vazba, skleronomni a rheonomni vazba, semiholonomni vazba,
neholonomni vazba, Chetaevova sila, Lagrangetv multiplikator, deformované pohybové rovnice,
ignorabilni vazba, konzervativni vazba, Leibnizova izochrona.

1 Uvod

Rtzné modifikace pohybu téles v tithovém poli byly uvazovany a feSeny jiz na konci 17.
stoleti s vyuzitim nového aparatu infinitesimélniho poc¢tu. S rozvojem matematické analyzy a
metod Teseni diferencialnich rovnic mohli matematikové a fyzici studovat rizné krivky pozado-
vanych vlastnosti. V té dobé byly rovnéz formulovany slozitéjsi ilohy z mechaniky spocivajici v
hledani trajektorii, po nichz by se pohyboval hmotny bod v tithovém poli, pokud by byl omezen
néjakou dodatecnou podminkou (vazbou) [5].

V roce 1687 vyzval Leibniz (1646-1716) evropské matematiky, aby urcili tvar krivky, po niz
by se pohyboval hmotny bod v tithovém poli tak, aby jeho rychlost ve svislém sméru zistavala
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konstantni a byla rovna svislé komponenté pocatecni rychlosti. Podle [5] feSeni nalezl v roce
1690 Jacob Bernoulli (1654-1705) a ukéazal, ze se jednd o tzv. semikubickou parabolu, v déji-
nach fyziky se takova ktivka nazyva Lebnizova izochrona. Tento vysledek uverejnil Bernoulli
v Casopise Acta Eruditorum [I]. Poznamenejme, 7Ze se v tomto ¢lanku poprvé objevil pojem
integral [1]. Nicméné, pojem integral se zacal bézné pouzivat az poté, co jej zpopularizoval
Johann Bernoulli (1667-1748) spolecné s Leibnizem [5].

Jinou modifikaci pohybu c¢astice v tthovém poli, tzv. rovnomérny Sikmy vrh, je podrobné
analyzovan v [3]. Problém byl feSen jako vdzany mechanicky systém vznikly z mechanického sys-
tému castice pohybujici se v homogennim tihovém poli podrobené dodatecné podmince, kterd
predstavuje omezeni na konstantnost velikosti okamzité rychlosti ¢astice. V [3] je uvedeno tplné
analytické Teseni rovnomérného sikmého vrhu, byly odvozeny explicitni vztahy pro kinematické
parametry takového pohybu. Byly srovnany trajektorie rovnomérného sikmého vrhu s klasic-
kym sikmym vrhem pri stejnych pocatecnich podminkach. Byla diskutovana dynamika pohybu
v souvislosti s piisobenim odpovidajici vazebné sily, Chetaevovy sily. Pohyb byl fesen také z
hlediska energetické bilance a formulovan modifikovany zakon zachovani mechanické energie
tohoto vazaného systému zavedenim kompenzace kinetické energie.

2 Zakladni klasifikace vazeb pro mechanické systémy jedné castice

Kazdy dodatecny pozadavek omezujici pohyb mechanického systému, ktery lze vyjadrit ve
tvaru rovnice, se nazyva vazebna podminka, nebo jednoduse vazba. Takova podminka obecné
muze svazovat nejen souradnice polohy ¢astice, ale i komponenty rychlosti ¢astice a mize, anebo
nemusi explicitné zaviset na case.

Dodate¢nd podminka svazujici zobecnéné souradnice ¢', ¢?, ¢ okamzité polohy r éastice
ve tvaru

flt.d'q*,¢%) =0, (1)
se nazyva geometrickd vazba nebo téZ holonomni vazba [2].

Vazebné podminka svazujici nejen zobecnéné soutadnice ¢!, ¢, ¢> okamZité polohy 7, ale

i zobecnéné komponenty ¢*, ¢%, ¢3 okamzité rychlosti v ¢astice ve tvaru

flt. ¢, ¢’ d',¢%q°) =0 (2)
se nazyva kinematickd vazba [2]. Jedné se o obycejnou diferencialni rovnici 1. fadu vzhledem k
zobecnénym soufadnicim ¢!, ¢?, ¢> okamzité polohy éastice.
Jestlize vazebnd podminka zavisi explicitné na ¢ase, vazba se nazyva rheonomni [2], pokud
nezavisi explicitné na case, nazyva se skleronomni [2] a lze ji vyjadrit ve tvaru
fla', ¢ q%) =0, (3)
pro pripad holonomni vazby, resp. ve tvaru
fla, ¢, d" ¢ d*) =0, (4)

pro pripad kinematické vazby.

Kinematickd vazba (2) se nazyvé integrabilni neboli semiholonomni, jestlize diferencidlni
rovnice (2) se da vyjadrit pomoci totalni ¢asové derivace d/dt néjaké funkce u zavisejici jen na
souradnicich polohy, pripadné na case a nasledné zintegrovat na vazbu holonomni,

d
f(t7q17q27q37q17q27q3) = &u<t7q17q27q3) =0 = U(t, q17q27q3) = Ca (5)
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kde C' je integracni konstanta.
Neintegrabilni kinematicka vazba, kterou nelze zintegrovat na holonomni, se nazyva neho-
lonomni vazba.

3 Modifikace zdkona zachovani mechanické energie vazbou

Vazby obecné jistym zptsobem deformuji pohybové rovnice mechanického systému, prinasi
zmeény v kinematice i dynamice mechanického systému a rovnéz ovliviiuje energetickou bilanci
systému.

Uvazujme jednoduchy mechanicky systém jedné c¢astice v kartézskych souradnicich z, y, z,
pohybujici se v potencidlovém poli s potencidlem V = V(x,y, z). Kinetickd energie T' ¢astice
hmotnosti m je dana vztahem

1
T = 5m(:z:2 + 9 + 7). (6)
Pohyb je popsan nasledujicimi pohybovymi rovnicemi
mi = _8_V
- ox’
ov
j— -2 -
mj == (7)
. oV
mz=——.
0z

Budeme postupné vysetiovat vliv jednotlivych typt vazeb na klasicky tvar zakona zachovani
mechanické energie
r . . :
T_|-V:5m(;];2—|—y2—|—22)—|—‘/($,y,2):E():TO"i_‘/()y (8)
kde Ej je poc¢atecni hodnota mechanické energie, Ty je pocatecni kineticka enerige, V) je poca-
tecni potencidlni energie.

3.1 Casové nezavisla holonomni vazba v kartézskych souiadnicich

Necht pohyb ¢astice je podroben jedné obecné ¢asové nezavislé (skleronomni) holonomni
vazbé vyjadrené v kartézskych souradnicich

f(z,y,2) =0, (9)

kterd reprezentuje jistou plochu v konfiguraénim prostoru R?. Dynamika pohybu je ovlivnéna
pritomnosti dodatecné sily zvané vazebnd sila ®, ptsobici kolmo k vazebné plose

af of 0
@—ugradf—u(a—i,a—i,a—ic),

kde funkce u je Lagrangetuv multiplikator.
Pivodni pohybové rovnice se zméni na pohybové rovnice deformované vazebnou silou,

(10)

v Lo
= T M= T T
. ov iy ov of
my = "oy = my = oy +’u8_y’ (11)
v v o
=T mE =Ty, THey
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Vynasobenim prvni deformované rovnice &, druhé g a tieti 2, a jejich sectenim dostavame

ov. ov. oV, of . of. Of.
- g+ i) = 2L g+ ==Z]. 12
m(mx+yy+zz)+(axx+ayy+azz) u(axm+ayy+azz> (12)
S vyuzitim operatoru totalni casové derivace
d o 0 0 0
d_o0 oJd. 0. 0. 1
i oo Tttt (13)
lze rovnici (12) prepsat do tvaru
d (1 5 5 . of . of . Of.
Rl (e —u( e Pyl 14
& (e v+ 24 vwn) = (Lo + Syr 5L (14

Jelikoz je vazba (9) Casové nezavisla, f /0t = 0, lze pravou stranu rovnice (14) psat jako

of of of. df
3xx+ 8yy+ 92 dt’ (15)

pak
d _df
dt M
Vzhledem k vazebné podmince f(z,y,z) = 0 plati, ze také totalni casova derivace vazby je
rovna nule, df/dt = 0, a tedy

(%m(:i;2 + 74 3% + Vi, y, z)) = %(T +V) (16)

d

G (3@ 742+ V(@) = ST+ -0 a7)

Integraci posledni rovnice podél trajektorie 4 v ¢asovém intervalu (0, 7), tzn. od bodu 4(0) do
bodu (1) dostdvame

[T+ Vs =TGH(T) +V(3(7) = (T(H(0)) + V(5(0))) = 0, (18)

coz byva zvykem zapisovat jako

EQ(1) =T(H(n) +V(A(1) =T(H(0)) + V(7(0)) = E(H(0) = Eo. (19)

Zaveér: v pripadé skleronomni holonomni vazby mé zakon zachovani mechanické energie klasicky
tvar, stejny jako v pripadé odpovidajictho mechanického systému bez vazby,

1
T+V = om(@® +9° +2°) + V(z,y,2) = By = Ty + Vo. (20)

3.2 Casové zavisla holonomni vazba v kartézskych souiadnicich

Podrobme pohyb ¢astice jedné obecné ¢asové zavislé (rheonomni) holonomni vazbé vyjad-
rené v kartézskych souradnicich

flt,x,y,2) =0, (21)

kterd reprezentuje jistou plochu v prostoru udalosti R x R3. Oproti skleronomni holonomni
vazbé, kde je vazebna plocha stacionarni, v pripadé rheonomni holonomni vazby je odpovidajici
plocha v ¢ase proménna, napt. expandujici koule.
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Deformované rovnice maji stejny tvar jako v predchozim prfipadé, (11) a uzitim stejnych
Uprav a s vyuzitim operdtoru totélni casové derivace d/dt dostavame opét rovnici (14),

d d 0 0 0
dt(T+V) o <1 (& +9°+ 2 )—f—V(x,y,z)) = (8_£x+8_£y+8_£2)' (22)

Vzhledem k vazebné podmince f(t,z,y,2) = 0 plati df/dt = 0,

4 _oF 0F, 01, 0T, o Oy 90, 00, af#o (23)
dt o0t Ox oy 0z " oy 0z
Na pravé strané rovnice (22) se nyni vyskytuje nenulova funkce, kterou obecné nelze zapsat po-
moci totalni derivace a klasicky tvar zakona zachovani mechanické energie (20) pro mechanicky
systém jedné castice s ¢asove zavislou holonomni vazbou jiz neplati.
Integraci obou stran rovnice (22) podél vazané trajektorie 7 v casovém intervalu (0, 7), tzn.
od pocatecniho bodu (0) do bodu 7(7) dostévame

[TVl = TGEHVGE) TGOV EO) = [ (G + 5+ Ghe)ar 2

Y0,

Levé strana (24) nezdvisi na integracni cesté, ale pouze na hodnotéch pocatecniho a koncového
bodu trajektorie. Pravou stranu (24), tzn. kiivkovy integral druhého druhu

of ~ of . of B f of of 4
/u(ax +a—yy+a—z>dt_/ (8 dx +8 dy +8 ), (25)

Y0,7) Y(0,7)

interpretujeme jako mechanickou praci [Wsly,, , vazebné sily ® = u (%, g—i, %) podél vazané

trajektorie 4 = (z(t), y(t), z(t)) v ¢asovém intervalu (0, 7).

Zavér: V pripadé holonomni rheonomni vazby se energeticka bilance vazaného systému meéni,
resp. zakon zachovani mechanické energie se modifikuje prostiednictvim prace Wg vazebné sily
® do tvaru

T((r) + V(1) = (T(7(0)) + V(7(0)) = [Wal50.n- (26)

3.3 Kinematicka vazba v kartézskych souiadnicich

Nyni pohyb ¢astice omezime jednou obecnou kinematickou vazbou, pricemz nezalezi na
tom, zdali je Casové zavisla Ci nezdvisld, a nezédlezi ani na tom, zda je integrabilni (semiholo-
nomni) nebo neholonomnti,

f(t7 x? y? Z?‘I.‘7 y? Z.) = 07 (27)

predstavujici jistou plochu ve fazovém prostoru R x R? x R?. Dynamiku pohybu &stice ovliviiuje
pritomnost dodatecné sily, kterou v roce 1932 zavedl Chetaev ve tvaru,

af of 6f)

© = perad,f = “(ax EIRGE

(28)

na zakladé heuristické analogie s holonomni vazbou, grad, f je rychlostni gradient kinematické
vazby. Sila (28) je nazyvana Chetaevova sila.
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Pohybové rovnice deformované Chetaevovou silou maji tvar

v of
= - or “ax
; ov of
pr— 2
myj == g (29)
mz = o + o1
T 0z oz 0%

Pomoci analogickych tuprav jako v predchozich podsekcich dostavame

L ov. ovV. oV.)\ f. of  Of.
m(:cx+yy+zz)+(axx+ 8yy+ ER )—u(ax +8yy+8z ) (30)

Pouzitim operatoru totalni ¢asové derivace d/dt lze psat

d d (1 5 . . ~(of. of. of.
dt(T +V) = " <§m(x2 + 97 + 23 + V(z, v, z)> =1 (%x + 257 + &z) . (31)

Jelikoz vektor rychlostniho gradientu vazby

of of of

ng:(m:@ea

> #(0,0,0), (32)

predstavuje prava strana rovnice (30) resp. (31) nenulovou funkci, kterou obecné nelze zapsat ve
tvaru totalni casové derivace a klasicky zakon zachovani mechanické energie jiz neplati. Integraci
obou stran rovnice (31) podél vazané trajektorie 7, resp. jejiho prvniho jetového prodlouzeni
J'5 v néjakém casovém intervalu (0, 7), tzn. od poc¢atecniho bodu 7(0) do bodu (1), obdrzime

_ _ _ _ f. of. Of.
T4V 1., = TEOHVEE) TGOV = [0 (G Thie Ge) o 3)
T 0,7)
kiivkovy integrdl na pravé strané (33)
fooof of e or. of
— —z|dt = —d —d —d 34
/‘“(a *me+az) /M(&tx+8yy+822) (34)
J0,7) 7(0)

interpretujeme jako mechanickou praci [Ws) 5, , Chetaevovy sily @ = p (% a_g 6—.) podél

) 7 82
prvniho jetového prodlouzeni vazané trajektorie J'y = (z(t),y(t), 2(¢), 2(t),y(t), 2(t)) v Caso-
vém intervalu (0, 7).

Zavér: V pripadé kinematické vazby se energeticka bilance ptislusného vazaného systému meéni,

resp. zéakon zachovani mechanické energie se modifikuje prostiednictvim prace [Ws) 15 o) Che-
taevovy sily ® do tvaru
E((r)) = E(#(0)) =T((7) +V(3(7)) = (T(3(0)) + V(3(0))) = We]1505- (35)
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3.4 Kinematicki vazba v zobecnénych souradnicich

Nyni odvodime, jak se modifikuje klasicky zakon zachovani mechanické energie pro obecny
Lagrangetiv mechanicky systém a obecnou kinematickou vazbu vyjadrenou v zobecnénych kii-

vo¢arych soufadnicich, ¢, ¢2,...,q¢™, ¢', ¢%, ..., ™.
Uvazujme mechanicky systém prvniho rfddu s m stupni volnosti, jehoz Lagrangian v zo-
becnénych soufadnicich je funkce L = L(t,q¢,...,¢™, ¢',...,¢™), kterd obecné neni tvaru

L =T — V. Predpoklddejme, ze Lagrangian nezavisi na ¢ase, tzn. 0L/0t = 0, tzn. Lagrangidn
je invariantni viic¢i casovym translacim, coz je nutnd podminka pro zakon zachovani mechanické
energie. Klasicky zakon zachovani mechanické energie Lagrangeova mechanického systému ma
v zobecnénych kiivocarych souradnicich tvar

dH

— =0 = H=H 36

dt 0, (36)
kde funkce H oL oL

H=L{tq",....q"¢",....q") — ==d" — — =—¢" 37

tq . q™dq 4" ot g (37)

je tzv. Hamiltonidn mechanického systému [2], ktery predstavuje zobecnénou mechanickou ener-
gii mechanického systému, H, predstavuje hodnotu pocatecni mechanické energie systému.

Mechanicky systém podrobime jedné obecné kinematické vazbé vyjadiené v zobecnénych
soutadnicich diferencidlni rovnici

f(t7q17"'7qm7q‘17"'7q.m>:O' (38)

Nezalezi pritom na tom, zda je Casové zavisla ¢i nezavisla, nebo zda je semiholonomni nebo
neholonomni.
Deformované pohybové rovnice v zobecnénych souradnicich maji tvar

OL d (OL\ _ of
agt  dat \ag' )~ Hagr

: (39)
oL d (oL  Of
agn  dt \agn )~ Pagm
kde na pravych stranach vystupuji komponenty Chetaevovy sily ® = pgrad, f = p (g—l{l, ey g}.—{n> ,

w je Lagrangetv multiplikator, grad, f je rychlostni gradient kinematické vazby v zobecnénych
souradnicich. Jednotlivé rovnice soustavy nasobime po radé jednotlivymi zobecnénymi kompo-

nentami ¢', ¢%, ..., ¢™ zobecnénych rychlosti a rovnice secteme [2],
oL oL . d (0L _d (oL of of .
7z e 2 gm A (22 g (22 (2L e 2 gm 40
o T g T (aq'l) ai (aqm) g (acﬂq Pt gd) (0
resp. uzitim sumacni konvence,
oL d (0L of
i — = = 71 <o<m. 41
0 dt (am) Hogt? > ~=7=" (41)
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Podle pravidla o derivaci souc¢inu

o4 (OLN _d (,0L\ 0L, (42)
Tau\og) " a\Tap) aFt

1ze levou stranu rovnice (41) upravit

oL .. oL ., d (q" 0L) of .,

—q°. (43)

Pomoci totalni derivace Lagrangianu

dL _oL oL, oL, a4)
at ot ol T gt

a vzhledem k faktu, ze 9L/t = 0 lze psat

dL d oL af
— —— | ¢’ = /. 4
ar  dt (q aq'o) Fag? (45)
Nésledné 1ze levou stranu (45) zapsat ve tvaru totélni derivace,
d oL of
— | L— ) = p=—=4°. 46
% < 9 ) Mg (46)
Jelikoz rychlostni gradient kinematické vazby
of of of
df=|= =, ., = 0,0,...,0 47
gra vf (aqla aq27 7aqm 7£ ( ) Uy ) )7 ( )

vyskytuje se na pravé strané (46) nenulova funkce, kterou obecné nelze vyjadrit ve tvaru totalni
casové derivace, klasicky zakon zachovani mechanické energie (36) neplati. Integraci obou stran
rovnice (46) podél prvniho jetového prodlouZeni J'5 vdzané trajektorie 7 v asovém intervalu
(0,7), tzn. od pocatecniho bodu 7(0) do bodu 7(7), mame

y(7)
i i of , of .,
(Hlnson = HGO) - HGO) = [ wglara= [ uzlar. (48)
T 0,7 7(0)

Kiivkovy integral na pravé strané (48) interpretujeme opét jako mechanickou praci [We| 150,
. _ of of
Chetaevovy sily ® = p <a_qlv Co g

JYY = (¢"(t),..., ™), ¢ (t),...,¢™(t)) v ¢asovém intervalu (0, 7).

podél prvniho jetového prodlouzeni vazané trajektorie,

Zavér: V pripadé obecné neholonomni vazby (skleronomni nebo rheonomni) a obecného Lagran-
geova mechanického systému v zobecnénych souradnicich se energeticka bilance prislusného
vazaného systému zméni resp. se zakon zachovani mechanické energie modifikuje opét prostred-
nictvim Chetaevovy sily ® do tvaru

H(3(t)) = H(3(0)) = [Wels50.7)- (49)
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3.5 Ignorabilni a konzervativni kinematické vazby

Zakon zachovani mechanické energie Lagrangeova mechanického systému podrobenému
jedné kinematické vazbé vyjadiené v zobecnénych souradnicich (49) bude mit klasicky tvar
(36), pokud je splnéna podminka

u(a 1q +8q2q +"'8q'mq )O. (50)

Tuto podminku Ize splnit dvéma zptisoby. Prvni zpiisob je, ze Lagrangetiv multiplikator je iden-
ticky roven nule, 1 = 0, odpovidajici Chetaevova sila je nulova. Deformované pohybové rovnice
maji identicky tvar, jako pohybové rovnice nevazaného mechanického systému. Hovorime o po-
hyb neovliviiujici tzv. ignorabilni vazbé. Ptikladem ignorabilni vazby je izotachytonni vazba
(podminka na konstantnost velikosti okamzité rychlosti) pro mechanicky systém nabité ¢astice
v magnetickém poli, viz [1], kde jsou FeSeny i dalsi priklady pohyb neovliviiujicich kinematickych
vazeb.
Druhd moznost jak splnit podminku (50) vede na parcidlni diferencialni rovnici

of 1+ Of of

aqlq B 54 G (51)
pro vazebnou podminku f(¢,q¢',...,¢™ ¢",...,¢™) = 0. Rovnici (51) lze zapsat pomoci ska-
larniho soucinu rychlostniho gradientu kinematické vazby a vektoru komponent zobecnénych

rychlosti,
of of of 1 my _ _
(aq-l 7 aq-? PAR aq ) (q Y q VAR q ) - grad'l)f v - 0 (52)

a interpretovat jako ,kolmost“ rychlostniho gradientu kinematické vazby a vektoru komponent
zobecnénych rychlosti ve fazovém prostoru. Vazby spliiujici podminku (51) resp. (52) se nazyvaji
vazby konzervativni. V tomto pripadé neni Chetaevova sila rovna nule.

Zatimco podminka p = 0 pro ignorabilni kinematické vazby zavisi také na tvaru pohybo-
vych rovnic mechanického systému, tzn. na samotném mechanickém systému, pro ktery ma byt
kinematickd vazba ignorabilni, podminka (51) resp. (52) pro konzervativni kinematickou vazbu
zavisi pouze na tom, jak vypada rovnice vazebné podminky.

Resenim parcidlni diferencidlni rovnice (51) metodou charakteristik dostavdme, ze mnozinu
konzervativnich kinematickych vazeb lze vyjadrit v riznych alternativnich tvarech, napt.

F(t,q', ¢ mo1 2 oy — (4 gt o? Q_Q_2 q"! 53
49,549 4,4 ,...,4 )_ 1 aqaqa"'7q R R I By, ) ( )
G2 q q
nebo
-1 2 m—1
m -1 - .m m 4 4 q
f(t7q17q27"'7q 7q17q27"'7q )ZFQ (t7q17q27”'7q 7q-_maq_m7“'7 qm )7 (54)

kde Fi, F3 jsou libovolné diferencovatelné funkce. Obecné

f(t7 q17q27 A 7qm7 q17q27 cet 7q'm> = f(t7 q17q27 AR 7qm7£17£27 c e 7£m71)7 (55)

143



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2024

kde F je libovolna diferencovatelnd funkce a proménné &', €2,... ™~ piedstavuji libovolny
vybér m — 1 riznych prvkia z horni trojihelnikové matice

—
—
[y

o 45 g
.2 .2 .2
q 4q q
-5 0 = wm
q q q (56)
VA G
I R
vSech prvnich integrali charakteristického systému parcidlni diferencialni rovnice (51),
dgt  d¢*  d¢d dg™
g T (57)
q q q q

Vyjadreni (53), (54), (55) reprezentuji homogenni funkce v komponentach zobecnénych rych-
losti.

Zaveér: Konzervativni vazby, tzn. vazby, pro které plati zdkon zachovani mechanické energie
v klasickém tvaru, jsou vazby, které lze vyjadrit pomoci homogennich funkci v komponentach
zobecnénych rychlosti.

4 Leibnizova izochrona

V roce 1687 formuloval Gottfried Wilhelm Leibniz tlohu nalézt kiivku, po které by se pohy-
boval hmotny bod v tthovém poli za predpokladu, ze rychlost pohybu ve svislém sméru zlstava
konstantni. Reseni problému piedlozil v roce 1690 Jacob Bernoulli. Pro odvozeni parametric-
kych rovnic kiivky Bernoulli predpokladal platnost zakona zachovani mechanické energie.

4.1 Klasicky pristup

Uvazujme pohyb Castice o hmotnosti m v homogennim tihovém poli F, = (0, —mg) smeé-
rujici svisle dold, tzn. proti sméru kladné poloosy osy y. Potencial takového pole je V' = mgy.
Castice startuje z bodu [0, 0] ve vertikdlni roviné zy svisle dolfl s pocateéni rychlosti vy =
(vg cos o, —vg sin ). Uhel a je odchylka vektoru pocateéni rychlost vy od pimky y = .

Leibnizova dodate¢na podminka ma tvar

vy = vy(0) = —vpsina. (58)

Zakon zachovani mechanické energie ma klasicky tvar
1 1
T+V = ém(iz +97) + mgy = émvg + mgyo = 1To + Vo. (59)

Integraci Leibnizovy podminky (58) dostdavame

y(t) = —vpt sina + yo (60)
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a dosadime do zdkona zachovani mechanické energie (59),

1 1
ém(i’z + v3 sin® a) + mg(—vot sina + o) = §mv§ + mgyo. (61)
Po uprave
) 2 2 29, .
T° =g | cos” o+ U—tsma . (62)
0
Vzhledem k tomu, Ze uvazujeme pohyb v kladném sméru osy x 1ze psat
2
T = v \/Cos2 a+ Ztsina. (63)
Vo
Po integraci dostavame
v2 2g 2
x(t) = 2 <0082 a + —tsin a) +C. (64)
3gsin « Vg

S ptihlédnutim k pocateéni podmince x(0) = 0 je integracni konstanta C'

v 3
C=- . 65
3¢ sin « oS a (65)

Parametrické rovnice Leibnizovy izochrony jsou

2 2

v, 2 2 v

x(t) = 0 cos? o + —gt sina | — 0 cos®a,
3¢ sin « (2 3¢ sin «

y(t)

(66)

—vpt sin a + yp.

Céstice se pohybuje z bodu [0, yo] Sikmo dolu po semikubické parabole. Specidlné pro piipad
pohybu ¢éstice svisle dolu je @ = 7/2 a vySe uvedené rovnice se zredukuji na

(67)

Uréime kinematické parametry Leibnizovy izochrony. Z podminky y(7,;) = 0 urcime Cas

dopadu,
Yo

vpsina’

T, = (68)

Vzdalenost dopadu z, je

g =x(Ty) = Y% \/<C082 a+ gZQJo) —cos’a . (69)

3gsin a g

Je zajimavé, ze v pripadé kdy Castice startuje smérem svisle dold, tj. a = 7/2, v, = 0, je
vzdalenost dopadu nenulova a je rovna

Tg =

2y/ 2998' (70)

31]()
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Délka ¢ Leibnizovy izochrony je

Td 3
2 2 3
6:/\/i2+y2dt:§—; [(1+ 92‘%) —1]. (71)
0

Ve specialnim pripadé pro o = 7/2 je

(02 +29y)2 — v}
3gvo .

,g:

(72)

Poznamka: V ptvodnim Bernoulliho feseni je jednak prohozeno oznaceni soutradnicovych os
x a y, a navic kladnd poloosa osy x (v nasem pripadé osy y) sméruje svisle doli. Dale ¢éstice
startuje z pocatku souradnicového systému smérem svisle doli, tzn. poc¢atecni podminky jsou
z(0) =0, y(0) = 0, v,(0) = 0, v,(0) = vy. Parametrické rovnice ptivodntho Bernoulliho feSenf
maji tvar

x(t) = vot,

2
y(t) = 3 v 2guot3.

Takovy pohyb je ovSem infinitni, ¢astice se vzdaluje od zemé, trajektorie nema konecnou délku
a nema ani smysl urcovat vzdalenost dopadu.

(73)

4.2 Dynamicky pristup

Nyni Leibnizovu podminku na konstantnost vertikalni komponenty rychlosti y = vy, =
—p sin «;, chapejme jako kinematickou vazbu, tzv. Leibnizovu vazbu,

flt,x,y,,9) =9+ vysina = 0. (74)

Problém Leibnizovy izochrony nyni studujeme jako vazany mechanicky systém. Pohybové rov-
nice jsou deformovany Chetaevovou silou a maji tvar

o
e (75)
my = —mg + U.

Prvni pohybovou rovnici lze zintegrovat pfimo a vzhledem k pocéteénim podminkdm x(0) = 0
a Ugy = Vg cos @ dostavame
x(t) = vot cos a. (76)

Rovnéz Leibnizovu vazbu lze zintegrovat a vzhledem k pocateénim podminkdm y(0) = yo a
voy = —vp sin v plati
y(t) = —vpt sin a + yo, (77)

kde yo je y-ova souradnice pocatecni polohy. Leibnizova vazba je tedy integrabilni kinema-
ticka (semiholonomni) vazba, kterou lze zintegrovat na rheonomni vazbu (77), pro kterou jsme
ukazali, ze zadkon zachovani mechanické energie v klasickém tvaru (20) neni splnén.
Z Leibnizovy vazebné podminky (74) a druhé deformované rovnice vyjadiime Lagrangetv
multiplikator,
y=—vysina = ¢§=0 = u=mg= konst. (78)
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Splnéni Leibnizovy vazby (74) tedy zajistuje neustélé pusobeni Chetaevovy sily ® tvaru
af of
P = -, =] = 0,1) = —F,, 79
“(a;x’ay) mg (0,1) 0 (79)
kterd v kazdém okamziku kompenzuje piisobeni tihové sily Fy. Céstice se pohyubuje z bodu

[0, yo] Sikmo doli po piimce o parametrickych rovnicich (76), (77).
Vyuzijeme analogické upravy deformovanych rovnic, viz predchozi ptripady, a dostavame

m(&E + gj) = —mgy + py. (80)
ProtoZe p = mg, prava strana rovnice (80) se anuluje,
d d 1 1
%E(lﬂ +99) =0 = &T =0 = T(r)= §m212(7') =Ty = 577“)(2)7 (81)

coz je modifikovany zakon zachovani mechanické energie pro problém Leibnizovy izochrony,
ktery se redukuje pouze na zachovani kinetické energie T'. Klasicky zakon zachovani mechanické
energie pro c¢astici hmotnosti m v homogennim tihovém poli by mél tvar

1 1 1
ém(x'2+y'2)+mgy =T(r)+V(r) = 5mv§+mgyo =To+W = émv2(7)+mgy(7) = konst. (82)
Vypoctéme préci [Ws) 150, Chetaevovy sily @ podél prvniho jetového prodlouzeni tra-
jektorie 4 v ¢asovém intervalu (0, 7),
T y(7)
(W] sis0-) = / mgy dt = / mg dy = [mgy]st™ = mgy(r) — mgyo. (83)
0 Yo

Dosadime-li tuto praci do pravé strany modifikovaného zakona zachovani mechanické energie
(35) odvozeného v podsekei 3.3,

T((7)) + V() = (T(H(0)) + V(7(0))) = Wa] 50 (84)
dostévame
%m(:i?Q(T) + 92(7)) + mgy(r) — (%mvg + mgyo) = mgy(T) — mgyo. (85)

Potencialové ¢leny na levé a pravé strané rovnice se odectou, tedy

1 1 1 1
Em(iz(T) +9%(7)) — Emvg =0 = T(r)= im(ﬁ(r) +9%(7)) = §mv§ =T, (86)
coz je modifikovany zdkon zachovani mechanické energie (81) pro problém Leibnizovy izochrony.

Uréime kinematické parametry tohoto pohybu. Z podminky y(7,;) = 0 uréime okamzik

dopadu Ty,

7= (87)
Vo sin
Vzdalenost dopadu je
xqg = x(Ty) = yo cot a. (88)

Pro délku trajektorie ¢ plati,

Yo
E:\/:c?i—i—ygzsma. (89)

proyo=3,9=10,v =5, a =7/4
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Y Leibnizova izochrona - klasicky pristup
Leibnizova izochrona - dynamicky pristup
77777777777777777777777777 Yo = 3m
g=10m-s?
vo=>bm-s "

a=m/4

Obrézek 1: Srovnani trajektorii obou pristupt k Leibnizové izochroné

4.3 Zavér

Klasické odvozeni Leibnizovy izochrony je zalozené na apriornim predpokladu platnosti
klasického zakona zachovani mechanické energie pro pohyb ¢astici v homogennim tihovém poli
nepodrobené zadné vazbé, ktery je vsak pouze diisledkem nevazanych pohybovych rovnic. Zakon
zachovani mechanické energie je diferencialni rovnici prvniho fadu obsahujici jednu integracni
konstantu. Dodatecna Leibnizova podminka je rovnéz diferencialni rovnici prvniho radu, kterou
lze jednoduse zintegrovat. Vzhledem k ptivodnimu zadani tlohy, nulové pocatecni podminky
z(0) = 0, y(0) = 0, v,(0) = 0, zavisi klasické TeSeni Leibnizovy izochrony pouze na jedné
integracni konstanté, hodnoté velikosti pocatecni rychlosti vy.

7Z hlediska vazanych mechanickych systémii vSak neni klasické odvozeni Leibnizovy izochrony
korektni, jelikoz neposkytuje vysvétleni dynamiky tohoto pohybu. Navic Leibnizova dodatecna
podminka predstavuje z hlediska klasifikace vazeb kinematickou vazbu, o které jsme ukézali,
ze jistym zpltisobem modifikuje zdkon zachovani mechanické energie.

Zatimco dynamicky pristup k problému Leibnizovy izochrony se opirda o platnost Newto-
novych pohybovych rovnic deformovanych Chetaevovou silou ® = (0,mg). Chetaevova sila
zajistuje splnéni Leibnizovy podminky tim, ze v pribéhu pohybu kompenzuje ptisobeni tihové
sily F, = (0,—mg). Deformované pohybové rovnice jsou dvé diferencidlni rovnice druhého
radu, které je potfeba teSit spoleéné s Leibnizovou vazbou. Jejich partikularni feseni vzhle-
dem k irelevantnosti podminky pro z-ovou souradnici polohy, kterd miize byt zvolena trivialné
z(0) = 0, vyzaduje tii poc¢atecni podminky, y(0), v,(0), v,(0). Tyto podminky ndm umozmuji
resit problém v riiznych konfiguracich. Jelikoz Chetaevova sila kona ® kona podél trajektorie
mechanickou praci W, narusuje tim klasickou energetickou bilanci systému a modifikuje kla-
sicky zdkon zachovani mechanické energie, ktery se redukuje pouze na zakon zachovani kinetické
energie.

5 Podékovani
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JORDANOVY KRIVKY V DIGITALNI ROVINE

SLAPAL Josef

Vysoké uceni technické v Brné, Ustav matematiky FSI, Technickd 2, 616 69 Brno
slapal@fme.vutbr.cz

Abstrakt: Pri studiu a zpracovani digitalnich obrazu je dulezité zavést néjaky pojem souvis-
losti v digitalni roviné Z?, ktery by byl vhodnou digitalizaci souvislosti v euklidovské roviné.
Jednim z hlavnich kritérii této vhodnosti je platnost digitalni analogie Jordanovy véty. Vétsina
bézné pouzivaného grafického softwaru je zalozena na vyuziti souvislosti dané 4-prilehlosti a 8-
prilehlosti. Nevyhodou tohoto pfistupu je, Ze nemizeme pouzit pouze jednu z téchto souvislosti,
ale musime pracovat s kombinacin obou, abychom obdrzeli digitalni analogii Jordanovy véty.
V piispévku budou diskutovany nékteré relace prilehlosti na Z?, které tuto nevyhodu nemaji.

Klicova slova: Jednoduchy graf, digitdlni rovina, relace prilehlosti, Jordanova ktivka
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RUDOLF SKUHERSKY A JEHO PRINOS
DESKRIPTIVNI GEOMETRII

VOTOUPAL Véclav

VSB — Technické univerzita Ostrava, Katedra matematiky a deskriptivni geometrie,
17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava — Poruba
vaclav.votoupal@vsb.cz

Abstrakt: Text se vénuje spolecensko-historickym souvislostem vzniku védniho oboru deskrip-
tivni geometrie v ¢eskych zemich, Rudolfu Skuherskému jako jednomu z hlavnich nositela této
¢innosti, dale pak teorii Skuherského nazorné projekce a jeji souvislosti s pravoithlou axonomet-
rif. Hlavnim zdrojem ¢lanku je bakalarska prace [7] sepsand na podobné téma, ve které zdjemci
najdou vice podrobnosti, souvisejici témata i praktické tlohy.

Klicova slova: Rudolf Skuhersky, deskriptivni geometrie, Skuherského projekce, historie zob-
razovacich metod

1 Rozvoj deskriptivni geometrie v ¢eskych zemich

V této kapitole jsou nastinény spolec¢ensko-historické souvislosti rozvoje deskriptivni geo-
metrie a zaroven je zde predstavena vyznamna osobnost Rudolfa Skuherského.

1.1 Deskriptivni geometrie jako védni obor

V 19. stoleti se v Cechéch projevuje primyslové revoluce, kterd postupné méni hospodai-
sky vyvoj. Do popredi se zac¢ina dostavat priamyslova vyroba, coz s sebou prinasi také potiebu
dokonalejsiho technického vzdélani a rozvoj véd v této oblasti. Kromé techniky se rozviji i ma-
tematika a geometrie, u nés lze ale pozorovat zvlastni zaméfeni na geometrii deskriptivni,
coz vyplyva z pozadavkl primyslu na vyuziti vhodného zobrazeni, ve kterém by mohly byt
srozumitelné vyhotoveny plany rtznych strojnich soucasti pro méné kvalifikované pracovniky
primyslu. Zminéné zobrazeni ma byt nazorné, ale z priumétu musi byt rovnéz snadno patrné
rozmeéry strojnich soucasti. Témto pozadavkim ale nevyhovuje ani promitani Mongeovo — z hle-
diska nazornosti, ani sttedové — kviili obtiznému ziskavani skutecnych rozmeéri. Nova zobrazeni
vyuzivaji pravouhlého promitani a jsou inspirovana perspektivou krychle. Jsou to kolmd azo-
nometrie a Skuherského projekce.
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Prvni skola, ktera se v ¢eskych zemich zamérovala na technické vzdélavani, byla prazska
polytechnika, jak uvadi [5]. Vznikla roku 1806 ze 100 let staré prazské stavovské inzenyrské skoly,
a to velkou zasluhou Frantiska Josefa Gerstnera. Ten se snazil v mnoha ohledech napodobit
francouzskou Ecole Polytechnique, na které bylo poskytovano Siroké technické vzdélani. Prazské
polytechnika byla po parizské v poradi druha technicka skola v Evropé.

Potteba vyuky deskriptivni geometrie se zacala objevovat uz ve tricatych letech 19. stoleti.
Z pocatku byl vyklad svétovan adjunktim. Profesofi jinych predméti — zejména Karel Wiesen-
feld — na prednasky o deskriptivé néméli prilis casu a samostatny ustav, ktery by tyto prednasky
zajistoval na skole nebyl. Tento stav se zménil po roce 1848. Profesorsky sbor polytechniky pro-
sazoval zTizeni stolic vyssi matematiky, technologie, deskriptivni geometrie, analytické chemie
a paleontologie. Roku 1850 byla zfizena profesura deskriptivni geometrie. Po néavrhu profe-
sora Wiesenfelda byl Rudolf Skuhersky 7. listopadu 1852 jmenovan provizornim profesorem,
16. srpna 1854 pak fadnym profesorem. Stal se tak viibec prvnim profesorem deskriptivni geo-
metrie v ceskych zemich.

Bylo zavedeno mnoho novych predmétt reagujicich na potieby primyslu. Souc¢asné musely
byt vyucovany i predméty jako deskriptivni geometrie, bez jejichz znalosti se studenti nemohli
dobte orientovat v ostatnich specifickych predmétech. Deskriptivni geometrie tak ziskala dtle-
zitou pozici a aby mohla vyuka na polytechnice obsahnout vice potfebnych témat, dochazelo
k rozsifovani deskriptivni geometrie na realné skoly. Diky tomu se dostava do Sirstho povédomi.

1.2 Rudolf Skuhersky

Narodil se 23. dubna 1828 v Opocné. Byl synem zndmého opocenského lékare Frantiska
Skuherského. Studoval nejprve na klasickém gymnéziu v Hradci Kralové a v Broumové. Tato
studia vsak nedokon¢il, nechtél se stat po vzoru svého otce lékarem a premluvil ho, aby ho nechal
studovat stavovskou realnou skolu pri prazském polytechnickém ustavu. Po jejim absolvovani
v roce 1844 postoupil na polytechniku. AvSsak ani tato studia ho prilis nezaujala, po roce
odesel a nechal se zaméstnat jako hospodarsky urednik na statcich v Opoéné a v Dobrisi.
V této ¢innosti vSak také dlouho nevydrzel a roku 1848 se vratil do Prahy, aby ve studiich
pokracoval. Nyni uz bral studium vazneé a rozhodl se pokracovat na stavebnim oddéleni techniky
ve Vidni, kde uz se vénoval pouze deskriptivni geometrii. Roku 1850 publikoval svou prvni
praci. Posléze byl povolan zpatky do Prahy, kde zacal ptsobit jako profesor, jak se docteme
v [3]. Vyucoval deskriptivni geometrii, nejprve némecky, ale kdyz se ve skolnim roce 1861/62
naskytla prilezitost, jako prvni vyhlasil eské prednasky [6]. Mél tspéch, z 219 studenti se na
ceské prednasky zapsalo 156, 63 studentt pak na prednasky némecké. Zavadeéni cestiny do vyuky
poté postupné probihalo i ostatnich predmétech. To vedlo v disledku k rozdéleni polytechniky
v roce 1869 na Ceskou a némeckou skolu. Z Ceské Casti pozdéji vzniklo Ceské vysoké uceni
technické.

Kromé ¢innosti na polytechnice byl Rudolf Skuhersky i aktivnim ob¢anem, coz za minis-
tra vnitra Bacha bylo neobvyklé. Zalozil fond na podporu nemajetnych studentt a po ziskani
potiebnych financi na jeho provoz ho plné predal do spravy samotnym studenttim, a to i pres
nesouhlasy svych kolegii. Po padu Bachovy vlady byl zvolen poslancem zemského snému za
chrudimsky a nasavrcky okres, a tak se mohl zasazovat o zmény smérujici k narodnostni a so-
cialni rovnopravnosti [1]. Probudil k Zivotu Jednotu pro povzbuzeni priimyslu v Cechéch a stal
se jejim jednatelem. Rudolf Skuhersky zemftel nahle ve véku 35 let 9. tijna 1863. Za dobu
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svého nedlouhého zivota se stal prikladem mimoradné produktivniho ¢lovéka, ktery pochopil
uzitecnost a ve své dobé obecnou potiebnost urcitych otazek svého védniho odvétvi, a ktery
toho vyuzil k politickému prospéchu naroda, i k podniceni védeckého zajmu o obor své vlastni
védecké ¢innostil.

Ve svych pracich Die orthographische Parallelperspektive z roku 1850, Die orthographische
Parallel-Perspektive a Die Methode der orthogonalen Projektion auf zwei FEbenen, die keinen
rechten Winkel miteinander einschliessen, als Grundlage fur jede auf dem Principe der ortho-
gonalen (orthographischen) Projekzion beruhende perspektivische Projekzionsart oder Parallel-
Perspektive z let 1855 a 1858 vybudoval Rudolf Skuhersky novou nazornou zobrazovaci metodu
vyuzivajici rovnobézného promitani [4]. Dany pfedmét se promitd do dvou rovin, které na sebe
nejsou kolmé. Néazornost pak zavisi na odchylce pomocné primeétny, na které predmét stoji,
a hlavni praumétny (ztotoznéné s nakresnou). Vyhodou této zobrazovaci metody byla jeji jed-
noduchost a snadné prevedeni na Mongeovo promitani.

Obrézek 1: Rudolf Skuhersky

1Citace [2], na které Ize postiehout politicky vliv doby.
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2 Skuherského metoda

V této kapitole jsou predstavena vychodiska pro Skuherského metodu v pravothlé axono-
metrii, tedy Skuherského projekce a jeji souvislot s pravoithlou axonometrii. Samotna metoda
je popsana v [7].

2.1 Skuherského projekce

V této podkapitole? je objasnéna metoda kolmé projekce, Skuherskym nazjvand ,paralelni
perspektiva“, kterou popisuje jiz ve svych prvnich pracich. Postup, kterym ziskdme vysledny
obraz lze rozdélit do &tyt kroka?:

1. Zéakladni polohou zobrazovaného predmétu je jeho ,nejjednodussi“ poloha v Mongeové
promitani. Podstava lezi v pudorysné (Obr.2a).

2. Zavedeme tieti vedlejsi prumétnu v/ L 7 tak, aby se kolmym prumétem predmétu do v/
zobrazily jeho nejdilezitéjsi casti.

3. Nyni si za nové priamétny zvolime v/ a 7 a predmét otoc¢ime o tihel v okolo jejich prusecnice
b (Obr. 2b). Rovina 7 se pritom oto¢i do 7.

4. Konecné zbyva situaci kolmo promitnout do nédkresny v/, ¢imz ziskdvame obraz predmétu
ve Skuherského projekei (Obr. 2c¢).

Vysledna podoba zobrazovaného predmétu zavisi na poloze prumétny v/ vuéi nému a na
velikosti tthlu 7. Diky témto dvéma parametriim, které lze libovolné volit, je tato projekce velmi
variabilni. Obraz je tedy nazorny, avSak nelze v ném fesit zadné stereometrické tlohy.

Tento nedostatek Skuhersky pozdéji odstranil tim, ze k jednoduchému primétu do nakresny
V' pripojil jesté kolmy pramét do roviny podstavy m,. Tedy bod 4. rozdélime na dvé ¢asti:

4. (a) Predmét promitneme kolmo do roviny podstavy, tj. do 7, a ziskdme tak Skuherského
pudorys, tzv. G-projekci.
(b) Pfedmét i jeho G-projekci promiteme kolmo do roviny v/, ¢imz ziskdme B-projekci
predmétu.

Timto je kazdému bodu prostoru prifazen jeho obraz ve Skuherského projekci a Skuherského
projekce pidorysu. Skuherského primét bodu P zna¢ime PP = P’, Skuherského piidorys bodu
P pak P¢ a jeho primét potom PP¢ = P| (Obr. 3a). Ptivodni oznaceni pismeny plyne z nazvi
pruméten, v/'-Bildebene, m,- Grundebene. Bod P jsme tedy zobrazili na dvojici P’, P{, obracené
z této dvojice dokazeme urcit bod P v prostoru jednoznacné.

Vyznamnou vyhodou tohoto zptiisobu zobrazovani byla volba souradnicového krize. Skuher-
sky ho zvolil tak, aby jedna jeho osa lezela v prisecnici b rovin 7, s / a druhé v otocené roviné
mo. Tim dosdhl moznosti jednoduchého a presného feseni jak metrickych, tak polohovych tloh
primo v daném obraze. Jednotky na ose x zistavaji ve skutecné velikosti, na osach y a z se
zkracuji v zavislosti na thlu v (Obr. 3b).

2Citace [7].
3Jak ¢inf J. Folta v [2].
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Obrazek 2: Skuherského projekce
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P;=P®C

a) b)

Obrazek 3: Jednoznacnost zobrazeni a soustava souradnic

Nadale budeme pracovat pouze s dvojici pruméten v/ a 7,. Bod A uréime ve Skuherského
projekci sdruzenymi pruméty A" a A/, lezicimi na ordindle kolmé k zékladnici b. P¥imka a je
uréena pruméty a’, @} a rovina « svymi stopami r7* a p® v v/ a m (Obr. 4).

V takto zavedené ucelené zobrazovaci metodé jsme schopni planimetrickymi konstrukcemi
resit stereometrické ulohy obdobné jako v projekci Mongeové. Ve své dobé byla Skuherského
projekce vyjimecnou nazorné-zobrazovaci metodou, zejména proto, ze axonometrie si Teseni

prostorovych vztahti za cil dosud nekladla. Jistd neobratnost Skuherského projekce se projevila
az pozdéji s dalsim vyvojem axonometrie.

N—a———x

Ai

Obrazek 4: Zobrazeni zédkladnich ttvarta
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2.2 Souvislost s pravotihlou axonometrii

Podivame se na Skuherského ,paralelni perspektivu®“ z pohledu axonometrie. Axonome-
trické promitani mame dané axonometrickym trojihelnikem XY Z. Kromé souradnych rovin
budeme uvazovat jesté rovinu p prochéazejici pocatkem O, kterd je rovnobézna s axonometric-
kou primétnou a pomocnou primétnu 7 rovnobéznou s axonometricky promitaci rovinou osy
z. Situaci ilustruje Obr. 5, véetné pohledu z boku do otocené roviny 7.
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\ —

Zo T\

\

\\\
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/
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Y g X o L

Obrézek 5: Vzajemna poloha priaméten

Nasledujicim zptisobem obdrzime z pravoihlé axonometrie Skuherského projekci. Hlavni
axonometrickou primétnu p premistime do polohy rovnobézné se souradnicovou osou z. Po-
mocné primétny 7 a v vyplni celou primétnu p, bokorysna p zistane kolma k ose x a zobrazi
se jako pfimka prochazejici pramétem pocatku O kolmo k primétu osy x. Na tutéz kolmici
se zobrazi i zbylé souradnicové osy y, z, jelikoz v p lezi. Vrcholy ptivodniho axonometrického
trojuhelnika Y, Z budou rovnéz zobrazeny na tuto primku, bod X, ve kterém axonometricka
prumétna protinala osu x se diky premisténi primétny p stane nevlastnim a axonometricky
trojuhelnik prejde do utvaru X*°Y Z. Umistime-li souradnicovy kiiz Skuherského projekce do
soufadnicového kiize upravené axonometrie, splyne Skuherského prumétna v/ s rovinou p, zéa-
kladnice b s osou x a Skuherského pudorysna 7, s axonometrickou pudorysnou = (Obr. 6).
V obrazku je také znazornén prakticky zptusob urceni jednotek na zkracenych osach, ktery se
vitbec nelisi od klasické axonometrie.

Abychom dospéli k tplnému ztotoznéni Skuherského projekce s pravothlou axonometrii,
provedeme jesté posledni krok. Ztotoznime Skuherského prumétnu v/ s axonometrickou pru-
métnou p, misto s rovinou p. Souradnicovy kiiz pritom ponechame na misté. V takto upravené
pravouhlé axonometrii — nazveme ji Skuherského axonometrie — muzeme pri zobrazovani utvaru
v prostoru i dalsich konstrukcich postupovat obvyklym zptisobem znamym z bézné axonometrie.
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Obrézek 6: Konstrukce jednotek
Zaveér

Rozvoj deskriptivni geometrie v ¢eskych zemich je tizce spojen s pozadavky spolecnosti
na technicky pokrok. Jeji péstovani probihalo na prazské polytechnice od poloviny 19. stoleti
a predni postavou této Cinnosti byl prvni profesor deskriptivni geometrie Rudolf Skuhersky.
Jeho védeckd prace je vyznacna a srovnatelnd i s pracemi zahranic¢nich autori.
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