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Vézené kolegyné, vazeni kolegové,

po pétileté¢ odmlce se opét kona ostravsky seminai Moderni matematické metody v inzenyrstvi.
Je to jiz jeho 28. ro¢nik. Prestavka méla dv¢ pfic¢iny. Prvni byla organizacni zména tykajici se
neékterych matematickych pracovist na Vysoké skole banské — Technické univerzité Ostrava,
kdy z celoskolské Katedry matematiky a deskriptivni geometrie vznikly dvé samostatné
matematické katedry na Fakulté strojni a na Fakulté stavebni. Tato pracovisté bylo potieba
stabilizovat. Druhou pfi¢inou bylo omezeni spolecenského Zivota zplisobeného pandemii
COVID-19. Na obnoveni seminafe se dohodly viechny matematické katedry VSB-TUO pod
zastitou ostravské pobocky Jednoty ceskych matematikti a fyziki. Dohodly se také, ze se
V pofadéni semindfe budou pravideln¢ stfidat. V letosSnim roce je hlavnim organizatorem
Katedra matematiky a deskriptivni geometrie na Fakulté strojni.

v

Oproti minulosti doznal seminat né€kolika zmén. Nejviditelngjsi je zména mista konani.
Namisto tradi¢nich Beskyd prob¢hne seminai v Hradci nad Moravici. Vétime, Ze malebné tidoli
feky Moravice a statni zdmek s bohatou historii spojenou s pocatky ¢eského kralovstvi ptispé&ji
k atraktivité seminafre. Seminaf je také rozdélen do dvou plnohodnotnych sekci: Matematika a
jeji aplikace a Vyuka a didaktika matematiky. K dne$nimu dni je pfihlaSeno 41 ucastnika, ktefi
témét rovnomérné rozdélili své piispévky mezi obé sekce. VéEtSina piihlaSenych je z Ostravy,
11 tgastniki pfijede z riiznych matematickych pracovist' v Ceské republice. Dalsi zménou je
elektronicky sbornik recenzovanych ptispévki, ktery bude k dispozici jiZ v pribéhu seminafe.
Na seminafi bude pfednesen cyklus plenarnich ptednasek, ktery povede RNDr. Pavel Ludvik,
Ph.D., ktery jesté neddvno pisobil na celoskolské matematické katedie VSB-TUO a nyni dorazi
z Univerzity Palackého v Olomouci.

Jist¢ se shodneme, Ze matematika m& mnoho rtiznych podob. Vé&fime, ze s co nejvétSim
mnozstvim z nich se setkdme na seminafi a Ze obnoveny seminéf se stane dobrym zékladem
pro setkavani matematika tak, jako tomu bylo v minulosti.

V Ostravé, 15. 5. 2023

Programovy a organiza¢ni vybor
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ZKUSENOSTI S TVORBOU VIDEI PRO
PRUVODCE MATEMATIKOU I

DLOUHA Dagmar, VOLNA Jana, VOLNY Petr

Vysoka skola banska - Technicka univerzita Ostrava, Fakulta stavebni, Katedra matematiky,
Ludvika Podésté 1875/17, 708 00 Ostrava-Poruba
e-mail na hlavniho autora: petr.volny@Qvsb.cz

Abstrakt: V prispévku bychom se chtéli podélit o zkusenosti s natacenim kratkych komen-
tovanych videi pro Priivodce k distanéni vyuce Matematiky I na VSB-TUO. Priivodce byl
vytvoren na zakladé potteb a zkusenosti s distan¢ni vyukou v dobé pandemie Covid-19, a tedy
v dobé, kdy byly uzavreny skoly a vyuku bylo nutné realizovat on-line. Smyslem Privodce,
ktery ma podobu webové stranky, bylo umoznit studentiim prochazet tematicky veskeré ma-
terialy dostupné k vyuce Matematiky I. Komentovana videa pokryvaji celou Matematiku I a
slouzi jako doplnék ke studiu matematiky. Radi bychom popsali ptistup a technické prostredky,
které jsme pro tvorbu videl méli k dispozici.

Klicova slova: matematika, distan¢ni vyuka, komentovand videa

1 Uvod

Nedavnad pandemie Covid-19 a s ni spojena fada opatfeni vyraznym zplsobem zasdhla
vzdélavani na zakladnich, st¥ednich i vysokyrch skoldch. Zaci, studenti a pedagogové byli nuceni
celit situaci, se kterou neméli zadné zkusenosti. Nutnost prejit okamzité na distanéni vyuku si
nikdo nedokazal predstavit.

Cely do té doby zabéhany systém prezenc¢ni vyuky bylo nutné okamzité nahradit novym
systémem, kdy na jedné strané byl student, na strané¢ druhé pedagog a mezi nimi komunikac¢ni
nastroj, ktery by je propojil. Hledalo se okamzité vhodné softwarové reseni pro distancéni vyuku,
ale s tim souvisela i nutnost hardwarovych zmén. Budeme-li hovotit za vysokou skolu, tak asi
se da rici, ze kazdy student meél k dispozici néjaké zarizeni, af uz se jednalo o pocitac, tablet,
ale v podstaté pro komunikaci stacil i chytry mobilni telefon.

Okamzité jsme narazili na problém kapacity serverti, kdy se ukézalo, Ze neni jednoduché
streamovat velké prednasky pro radové desitky studentii, a predevsim, kdyz se jednalo o velké
mnozstvi soucasné streamovanych predmétti. Nicméné, kapacita servert byla rychle posilena,
a pri tvorbé rozvrhi se prihlizelo pti nasazovani velkych prednasek na jejich rovnomérné roz-
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vrstveni v case.

Dalsi zajimavy problém se objevil na strané studentti. Ukazalo se, ze ne kazdy student
meél k dispozici dostateéné rychly a stabilni internet, aby mohl on-line vyuku absolvovat. Tuto
potiz ¢astecné Tesilo nahravani on-line prednasek a cviceni s moznosti pozdéjsiho shlédnuti, ale
s tim, jak se délka on-line vyuky dramaticky zvétSovala, snizovala se i ochota studenti podilet
se na vyuce aktivnim pristupem. Jestli na zacatku snaha studenty do vyuky zapojit se jakz
takz darila, velmi brzy se typicky prubéh hodiny redukoval na sténu mlcéeni ze strany studentt
a nedélame si iluze o tom, kolik studentt se jen pripojilo a vyuky se netcastnilo. Tyto problémy
jsme detailné popsali v ¢lanku [1].

2 Privodce k distan¢ni vyuce Matematiky I

Privodce byl vytvoren s podporou projektu RPP2021/1, Pruvodce distanénim studiem
predmétu Matematika I, Projekty FRVS (MSMT), hlavni fesitel D. Dlouha.
Jedna se o webovou stranku,

https://www.fast.vsb.cz/230/cs/studium/Pruvodce-MI/.

Na této strance student nalezne obsah predmétu Matematika I rozdéleny do ¢tyt zakladnich
kategorii, funkce jedné proménné, diferencidlni pocet, linearni algebra a analytickd geometrie.

[ Privosce M- kit stmvetni - X 4 v - 8 x
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Obrézek 1: Pruvodce Matematikou 1

Pravodce umoznuje studenttim projit dostupnymi materialy dle zvoleného tématu. Pokud
studenta zajiméa napt. problematika ,,Vzajemna poloha pfimek a rovin“, klikne na odpovidajici
odkaz a dostane se okamzité na rozcestnik, ktery jej bude dale navigovat. Nejdiive se muze
podivat na polozku ,,Predpokladané znalosti“, ktera obsahuje to, co by mél student znat, aby
mohl touto ¢asti projit. Dale se zde nachéazeji odkazy na studijni materidly, at uz se jedna
o skripta ¢i pracovni listy, a jsou zde také k dispozici odkazy na vyukova videa, ktera se pred
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nekolika lety natacela.
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Obrazek 2: Vzajemna poloha primek a rovin - studijni materialy

Kromé toho se na dolni ¢asti stranky nachazi nové natoc¢ena komentovanda videa, ktera se
snazi pokryt tematicky kompletni obsah Matematiky I.
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Obréazek 3: Vzajemna poloha piimek a rovin - komentovana videa

Kazdé video je mozné prehrat v okné prohlizece, je mozné je roztahnout na celou obrazovku
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a je také mozné video stahnout. Vedle videa se nachazi ndahled videa, takze student okamzité
vidi, co je obsahem videa a jestli je pro néj nutné video shlédnout, nebo je mu problematika
jasna a video preskoci.

Na konci stranky se pak nachazi nékolik odkazii ohledné poskytujicich studentiim moz-
nost sebeevaluace. Jedna se o polozky ,Kontrolni otdzky“, ,Ulohy k samostatnému feSeni®,
,Kontrolni test“ a odkaz s nabidkou pomoci pfi studiu.

3 Nahravani videi

Na nahravani videi se podilela Michaela Bobkova, Dasa Dlouha a Petr Volny. Jana Volna
méla na starosti pripravu webu.

Bylo natoceno 129 videi pokryvajicich celou problematiku Matematiky I. Technické zéle-
zitosti uvadime v prehledové tabulce, jen jesté doplime, Ze videa byla exportovana ve formatu
MPEG4 (.mp4) a komprimovana prostiednictvim kodeku H.264.

Tabulka 1: Prehled technickych parametri videi

Funkce Kalkulus Algebra  Geometrie
Pocet videi 34 33 30 32
Velikost v GB 2,46 3,51 2,17 2,49
Rozliseni 1920x1080 1080-1920x1080 1546x1080 1546x1080
Délka videa 02:36:38 04:21:36 03:16:06 03:12:40
Datovy tok v kb/s 1947 1481 1330 1759
Frekvence v FPS 30 30 30-48 30-48

v/

Aby byla videa co nejjednotnéjsi, jelikoz nahravani se vénovali tti clenové fesitelského tymu,
bylo zvoleno takové rozliseni, aby pocet fadku vSech videl byl stejny. Od toho se pak odvijely
dalsi parametry zvolené pri exportu.

Kazdy z c¢lent Tesitelského tymu se k problematice videl postavil svym vlastnim zptisobem.
Jedno jsme méli vSichni spoleéné, a to iPady, které jsme pro nahravani videi pouzili.

M. Bobkova nahravala videa véetné zvuku s vyuzitim interniho mikrofonu iPadu. Nevyho-
dou tohoto pristupu jsou slysitelné zvuky tukani stylusu na obrazovku iPadu pti psani textu.
D. Dlouh4 nahravala videa nadvakrat. Nejdrive nahrédla video bez zvuku a poté dodatecné video
nadabovala. 1 tento pfistup s sebou nese nékolik nevyhod. Jednak se zdvojnasobuje doba na
vytvoreni jednoho videa, a dale je velmi obtizné synchronizovat psany text s mluvenym slovem.
Nicméné je to jedna z moznosti, jak fukani stylusu odstranit. P. Volny nahraval videa véetné
zvuku s vyuzitim externiho mikrofonu, ktery byl k iPadu pfipojen. Ani tento zvoleny pristup
nebyl idealni, protoze uroven zvuku nahravanych videi byla velmi nizkd a zvuk doprovazel
slysitelny Sum.

Da se Tici, ze aktualné hledame technicky prostredek, ktery by vyse uvedené problémy
jednou provzdy vyresil. Nase predstava je takova, ze by se poridila sluchatka s mikrofonem
s aktivnim omezenim sumu, ktera by zaroven ignorovala fukani stylusu pri psani, a zdznam
jako takovy byl na kvalitativné vyssi trovni.
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Findlni editaci videi mél na starosti P. Volny. Co se ukazalo okamzité jako technicky nejop-
timalnéjsi, bylo pro vSechny tkoly spojené s nahravanim videi ztistat v ramci jednoho zarizeni,
iPadu. Pavodné jsme uvazovali o tom, prevadét nahravky na PC a tam poté nahravky upravo-
vat. Tato varianta se nicméné okamzité ukazala jako problematicka, a proto jsme od ni upustili.

Cely proces zpracovani nahraného videa dokumentuje nasledujici schéma.

start
d export zvukové
viaeo stopy, Brusfri
/ audio /

Brusfri app, od-
stranéni Sumu

GarageBand app,
normalizace

LumaFusion app,
nahrazeni puvodni
zvukové stopy, strih,
titulni frame, export

Komentované video

Obrazek 4: Editovani videa

U kazdého videa byla exportovana zvukova stopa. Byl odstranén Sum a provedena norma-
lizace hlasitosti nahravky. Poté byla ptvodni zvukova stopa nahrazena vycisténou zvukovou
stopou. Nasledoval stiih, kdy se z videa odstranovaly nepovedené c¢asti. Strih se tykal prede-
vsim videi, které natocil P. Volny, ktery s tim dopredu pocital. Velice rychle zjistil, Ze natocit
video bez prereknuti, zakaslani, ¢i jinych doprovodnych zvukl a pazvuki je nemozné a zacinat
stale znovu po jakékoliv chybé je extrémné neefektivni. Pro pobaveni ¢tenaia bychom uvedli,
ze v nékterych videich bylo i vice nez 50 strihovych bodu. Dale se ukazalo, ze proces editace
videl je ¢asové mnohem naro¢néjsi nez natoceni samotného videa. Abychom to priblizili, tak
feknéme na cca sedmi minutové video je tieba pocitat s jednou hodinou editace.

Nasledujici dva obrazky demonstruji interface aplikace pro odstranéni sSumu Brusfri a dale
aplikaci pro sttih a editaci videi LumaFusion.
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Obrazek 6: Aplikace LumaFusion

4 Podékovani

Autofi dékuji za podporu Katedfe matematiky, Fakulta stavebni, VSB-TUO.
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TECHAMBITION VE VYUCE NA VS

JANIKOVA Miriam, POLASEK Vladimir

Univerzita Tomase Bati ve Zlin¢, Fakulta aplikované informatiky,
Ustav matematiky, Nad Stranémi 4511, 760 05, Zlin
mjanikova@utb.cz, vpolasek@utb.cz

Abstrakt: Techambition je webova aplikace urCend pro vyuku matematiky na zékladnich a
pfedevsim stfednich Skolach. V ¢lanku ptinaSime ukazku vyuziti Techambition ve vyuce matematiky
na vysoké Skole, v pfedmétu, jehoz ucelem je jednak zopakovat stiedoSkolskou matematiku
potfebnou pro dalsi studium a také srovnat tiroven znalosti studentti ze stfedni §koly. Pomoci vysledkt
kratkého dotazniku pak ukazujeme, jaky nazor na nadmi zvoleny zpiisob vyuky s vyuZitim
Techambition maji sami studenti.

Klicova slova: Techambition, technologie ve vyuce, vizualizace matematiky, zhodnoceni vyuky

1 Uvod

Univerzita Tomase Bati ve Zlin¢ (dale jen UTB) ma celkem Sest fakult. Na ¢tyfech z nich je
matematika nedilnou soucasti studijnich plant od prvniho ro¢niku studia. Matematické predméty na
univerzit¢ nejsou profilujici, spiSe poskytuji zékladni matematicky aparat pro studium odbornych
predméta danych fakult.

Stejné jako na jinych vysokych Skolach 1 na UTB je snaha usnadnit piechod studenti ze stfedni
Skoly na vysokou skolu. Jednotlivé fakulty potadaji doucovaci kurzy, nebo zavadéji nové predméty,
kde se opakuje stfedoskolské u¢ivo. Navic Ustav matematiky nabizi konzultace z matematiky v ramci
tzv. Maths Support Centre. A také samotni vyucujici se snazi riznym zptisobem vyuku matematiky
pro studenty zatraktivnit, u¢init zajimavou tak, aby se mohli fddn¢ do aktivit zapojit i studenti, pro
néz matematika neni zrovna oblibenym piedmétem, a to napiiklad vyuzitim pocitacli ve vyuce nejen
vyucujicim, ale také samotnymi studenty. V tomto ¢lanku ukazujeme, jak lze podpofit opakovani
uciva matematiky ze stfedni Skoly pomoci interaktivni webové aplikace Techambition.

2 Techambition

Techambition je aplikace, ktera vzesla od Ceského startupu Techambition. Podle jeho zakladatel
bylo cilem startupu ,,vyuzivat pocitace ve vyuce takovym zpusobem, aby ucitelim co nejvice
pomohly zatadit do vyuky rizné moderni vyukové strategie a postupy* [1]. Systém Techambition se
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zam¢etuje predevSim na stfedoSkolské ucivo matematiky, ale naleznete zde i témata pro zékladni
Skoly. Néktere lekce 1ze vyuzit 1 zakladnich kurzech matematiky na vysoké skole.

Vyucujici si v aplikaci Techambition zvoli lekei dle probiraného tématu. Ke kazdé lekci vybere
vhodny typ aktivity napt. Samostudium, pii kterém studenti pracuji samostatné, systém Techambition
jim nabizi napovédy a pak studenty automaticky vyhodnoti. Dal§imi aktivitami jsou Ukol s diskuzi,
Skupinova vyuka a Prevracend ttfida, které nabizeji pro ucitele spoustu dalSich moznosti, jak vést
vyuku. (viz [2]).

2.1 Predmét Seminaf z matematiky

Systém Techambition jako podplirny ndstroj pro potieby domaci pfipravy jsme vyuzili
v akademickém roce 2022-23 v predmétu Seminaf z matematiky z Fakulty technologické. Na této
fakulté¢ jsou zdkladnim piedpokladem pro studium znalosti z pfirodovédnych pfedmétt fyziky,
chemie a matematiky.

V poslednich letech na Fakulté technologické prosly studijni plany 1. ro¢niku studia nékolika
zménami. Spolu s pfedmétem Matematika 1, ktery byl spole¢ny pro vSechny studijni obory, se
paralelné¢ vyucoval 1 pfedmét Repetitorium z matematiky, ktery slouzil k prohloubeni znalosti
sttedoskolské matematiky a daval tak studentim dobry zaklad pro studium vys$si matematiky. Tento
predmét patiil pro vétSinu obor mezi nepovinng volitelné pfedméty a moznd 1 proto o tento predmét
projevovalo zajem velmi malo studentii. Pred péti lety doSlo ke zméné studijnich plant. Predmét
Repetitorium byl pro nékteré studijni programy nahrazen povinnym Seminafem z matematiky s
podobnym obsahem zatim pouze pro nékteré studijni programy. Nakonec piti posledni akreditaci
doslo ke sjednoceni studijnich plant vSech studijnich programi. Vysledkem toho je povinny predmét
Seminaf z matematiky, ktery se u¢i pifed pfedmétem Matematika 1, oba v zimnim semestru 1.
ro¢niku. Studenti si diky tomuto pfedmétu zopakuji sttedoSkolskou matematiku, ale predev§im se
timto pfedmétem dava studentim moznost mit stejny zaklad pro dalsi studium, pokud nejsou jejich
znalosti ze stiedni Skoly dostate¢né. Podobny pfistup byl zvolen 1 v dalSich dalezitych pfedmétech
fyzika a chemie. Jest¢ dodejme, Ze Seminai z matematiky za¢ind vstupnim testem. Pokud ho studenti
zvladnou, dostanou zapocet z tohoto predmeétu a pokracuji dale az predmétem Matematika 1.

Velky vzorek studentl z rozdilnych oborti se jevil jako dobra volba pro praci s Techambition
jednak z hlediska srovnani UspéSnosti oproti predchozim letim, ale taky vzhledem k dalSimu
rozhodovani, zda ve vyuce s Techambition pokracovat 1 v budoucich letech. Pokud se opét nezméni
studijni plany.

2.2 Ovladani Techambition

Pted vyukou vytvofi ucitel pro danou studijni skupinu tfidu v Techambition, do které se studenti
sami zapisi na zaklad¢ odkazu od ucitele. Pfedem nebo pritbézné v semestru ucitel zada studentim
lekce podle potieb predmétu. Lekce jsou rozdéleny dle oblasti matematiky, dale podle tématu.
Naptiklad na obrazku 1 vidime téma Mnoziny, které obsahuje 15 lekci. U kazd¢ lekce ucitel voli typ
aktivity, dale kdy se zadani zobrazi studentlim a termin odevzdani (Obr. 2).
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Lo s | [scomace sudrs | [regoroc ks =) . - Mocniny a odmocniny komplexniho Cisla
= - Napiste nazev prvni tfidy, se kterou budete v Techambition pracovat (pozdéji ho miizete zménit)
Nazev tfidy
B # % I © + 0 ¢z L
e 2 pogatn Q 1/2 Vyberte aktivitu
SAMOSTUDIUM UKOL S DISKUZI SKUPINOVA PRACE
SHRNUTI Z8| 43 lek v 2 ntpore
»,
CISELNE OBORY | 6 lekci v
MNOZINY |15 lek v
VYROKY |21 lek - erhies
DELITELNOST] 5 lek v
2/2 Kdy ma byt lekce hotova?
MOCNINY | 7 lek - < tezn2023 >
v ’ .. B
Obr. 1. Prostfedi Techambition Obr. 2. Nastaveni lekce

Jednotlivé ukoly studenti ovladaji standartnimi prvky, jako jsou posuvniky, pfepinaci tlacitka,
nekteré své vysledky musi zapsat pfimo pocitace (Obr. 3 a Obr. 4). K dispozici maji napovédu.

[ (] (o) [ © T— ] (o] (o] (R —

Exponencialni rovnice

Funkce f : y = = se nazyvé mocninna.

Krok 1 Nalezni takovy exponent, 2e je funkce nekonstantni, nedefinovans v nule a suds,

[
Vytes rovnici 2 = 8 pro = € R .
Krok 2
Obr. 3. Prostiedi Techambition Obr. 4. Nastaveni lekce

V piipadé¢ aktivity typu Samostudium aplikace studentim automaticky vyhodnoti jejich feseni.
Podle autort Techambition je dobrou motivaci pro studenty prace ve skupinach ([2]), kde aplikace
hodnoti skupinu studentii jako celek. V aktivité typu Ukol s diskuzi se studenti nedozvi své vysledky,
vysledky je nutné probrat v hodiné. Navic uméla inteligence vybere témata vhodna k diskuzi
v malych skupinach, pokud studenti méli rozdilné nazory na feSeni, nebo ukazuje ucitelim téma,
které je vhodné radéji znovu vysvétlit.

3 Pribéh vyuky a jeji zhodnoceni

Ohledné zhodnoceni prace se systétmem Techambition a uziteCnosti zaddvanych ukold jsme
oslovili studenty, ktefi absolvovali pfedmét Seminaf z matematiky zaméteny na opakovani uciva
sttedoskolské matematiky. Tento predmét absolvovali studenti Fakulty technologick¢é UTB
v 1. ro¢niku béhem prvnich Sesti tydn studia. Jednotliva zadani studenti vypracovavali formou prace
na doma a do stanovenych termind, pficemz kritéria stanovena pro zvladnuti predmétu byla stanovena
tak, Ze studenti museli mit z kazdého zadani min. 80 % Uspésnost.
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Studenti k predmétu Semindf z matematiky samostatné vypracovali celkem 45 zadéani
zam¢efenych na opakovani uciva stiedni Skoly. Béhem seminait se se systémem nepracovalo,
opakovalo se ucivo a pocitaly se jiné ukoly podle vybéru jednotlivych vyucujicich. Tematicky se vSak

aktivity na seminafich a zadani na doma shodovaly.

S pozadavkem na zhodnoceni vyuZiti prostfedi Techambition jsme oslovili také vyucujici vyse
uvedeného predmétu. Jejich vyjadieni uvadime v podkapitole 3.2.

3.1 Zhodnoceni od studenta

Po absolvovani pfedmétu Semindf z matematiky jsme studenty poprosili o vyplnéni kratké
zpétné vazby realizované formou online dotazniku. Vyjadieni se formou zpétné vazby bylo anonymni
a dobrovolné. Zucastnilo se ho 57 studenti. Analyzu vyjadieni studentd k jednotlivym polozkam
uvadime v nésledujicich tabulkach a grafech.

I. Studijni obory

Jako prvni néas zajimalo Cetné zastoupeni studentli na zdklad€ studijnich obori, které uvadime
v Tab. 1.

STUDIJNi OBOR POCET RESPONDENTU

BIOMATERIALY A KOSMETIKA 14
PROCESNI INZENYRSTVI

POLYMERNI MATERIALY A TECHNOLOGIE

POTR. BIOTECHNOLOGIE A APL. MIKROBIOLOGIE
OCHRANA ZIVOTNIHO PROSTREDI
MATERIALOVE INZENYRSTVI

CHEMIE A ANALYZA POTRAVIN
GASTRONOMICKE TECHNOLOGIE

TECHNOLOGIE POTRAVIN

VYROBA A KONSTRUKCE OBUVI

BEZ ODPOVEDE

[\

W O O | W[ N ] N w»

Tab. 1. Studijni obory
II. Celkové hodnoceni, hodnoceni naro¢nosti a mnoZzstvi
V nésledujicich tfech grafech uvadime vyhodnoceni polozek zamétenych na celkové zhodnoceni

prace se syst¢tmem Techambition (Graf 1), ndro¢nosti zadavanych kol (Graf 2) a zhodnoceni
mnozstvi a ¢asové naro¢nosti jednotlivych zadani (Graf 3).
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30 30
20 20
. - e . . . 0
1 (perfektni) 5 (hrozné) 1 (lehké) 2 4 5 (té7ké)
Graf 1. Celkové hodnoceni Graf 2. Hodnoceni naro¢nosti

40
30
20

10
0-- -*

1 (prili§ malo) 3 5 (prili§ mnoho)
Graf 3. Hodnoceni mnozstvi a ¢asové naro¢nosti

III.  Hodnoceni smysluplnosti, pozitiv a negativ

Kromé Casové a znalostni narocnosti jsme zjiStovali, zda studenti povazuji takovou formu
samostatné prace za smysluplnou, co se jim libilo a co naopak nelibilo pfi praci s prostiedim
Techambition.

Pti otazce Bylo pro Vas vypracovavani sad ukolii prinosem? pievladaly vyrazné kladné reakce
studenti (Graf 4).

@ Ano, pomohlo mi pii opakovani.

@ Ne, vypracovaval/la jsem je jen proto, aby splnil/la kritéria predmétu.
@® Nevim.
([ ]

Iné:...

Graf 4. Hodnoceni piinosu
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Dalsi otazky byly: Co se Vam pri praci s Techambition libilo? (Tab. 2) a Co byste naopak
zmenili? (Tab. 3). Jednalo se o otdzky s otevienou odpovédi. Odpovédi respondentt jsme rozdélili do
kategorii, které uvadime v tabulkach 1 s ¢etnosti vyskytu.

VYSVETLENI A SHRNUTI UCIVA, NAPOVEDY, ZDUVODNENI SPRAVNYCH I 18
NESPRAVNYCH ODPOVEDI

MOZNOST OPAKOVAT POKUSY

VIZUALIZACE GRAFU

SAMOSTATNOST, CASOVA VOLNOST, POHODLI DOMOVA
PROSTREDI PROGRAMU

INTERAKTIVNOST

VSECHNO

NIC 1

N B O | Q| ©

Tab. 2. Hodnoceni pozitiv

SROZUMITELNEJSI ZADANI, NAPOVEDY A ODPOVEDI

UVOD - NAVOD, JAK SE SYSTEMEM PRACOVAT (ZEJIMENA S GRAFY)
CHYBY A TECHNICKE PROBLEMY

NIC

KRATSI CASOVY INTERVAL MEZI OPAKOVANIMI LEKCI (8 HOD.)
TEORII K LEKCIM 1
MENE TEORIE A VICE POCITANI 1
VELKE ROZDILY V NAROCNOSTI PRIKLADU 1
CASOVA NAROCNOST (UVEDENA KONTRA REALNI, REALNA KRATST) 1
NEVIM 1

N | N |

Tab. 3. Hodnoceni negativ

IV.Doporuceni dalSiho vyuziti

V posledni polozce nds zajimalo, jestli by na$i studenti doporucovali vyuZzivat prostiedi
Techambition na pfedmétu Seminaf z matematiky 1 v budoucnosti (Doporucili byste naddle pouzZivat
Techambition pri vyuce predmétu Seminar z matematiky? Zdiivodnéte, prosim, svou odpovéd.).
Jednalo se o otazku s otevienou odpovédi. Odpovédi respondentii jsme nejprve rozdélili na kladné,
zaporné a bez odpovédi. Vyhodnoceni kladnych, zapornych a Zadnych odpovédi znazoriiuje Graf' 5.

Zdtvodnéni respondentl jsme rozdélili do kategorii, které uvadime v tabulce (Tab. 4) 1 s Cetnosti
vyskytu (vSechna zdivodnéni souvisi s kladnou odpovédi, protoze, jak je vidét i z grafu, zdporna
odpovéd’ se nevyskytla ani jednou). Jednotlivé kategorie reprezentuji uvadéné divody doporuceni
dalSiho vyuziti prostfedi, pfiCemz nekteti studenti uvadéli i vice nez jeden divod.
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® a0 ® ne @ bezodpovédi

Graf 5. Doporuceni dalSiho vyuziti.

POMUZE ZOPAKOVAT A POROZUMET UCIVU 16
FORMA 8
JE TO ZABAVNE 5
JINY UHEL POHLEDU NEZ MA VYUCUJICi 2
SAMOSTATNOST 1
NENI TO STRESUJICI JAKO PRI TABULI 1
VIZUALNI ZOBRAZEN] 1
Tab. 4. Kategorie doporuceni

Uvadime také vybér nékterych studentskych vyjadieni k dané poloZzce:

R1: Ano, techambition pésobi na Studenta viac ako hra ako ucenie a preto nds to viac bavi a pri tejto
“hre” ziskavame aj vedomosti

R2: Ano, diky odiivodnéni jsem mohl pochopit i ulohy, u kterych jsem si nevedél rady a tak jsem uz
nepotieboval pomoc ucitele.

R3: Ano, je to zpestreni vyuky

R4: Ano, je to lepsi a efektivnejsi nez z ucebnic.

RS5: Ano, systém by jsem doporucil i naddle vyuzivat ale pridal by jsem vice ukolii na procvicovani
nejen z semendre ale také z matiky 1.

R6: Ano, studenti si muzou procvicit jednotlivé ukoly a pri tom zjisti, co jim moc nejde a na cem by
meéli zapracovat

2.3 Zhodnoceni od vyucujicich

Kromé¢ studentii jsme pozéadali o zhodnoceni vyuZzivani prosttedi Techambition 1 vyucujicich
predmétu Seminai s matematiky. Uvadime jejich odpovédi:

V1: Za mé pouzivani systemu Techambition splnilo ocekavani v tom, zZe studenti venovali cas pocitani
i behem domaci pripravy. Pri prechodu do navazujiciho predmétu jsem zaznamenala vyS$si zapojent
studentii do vypracovavani domacich ukolu nez driv. Studenti jiz byli zvykli na praci i doma, mimo
vwuku. Do budoucna bych zvazila, jestli by neslo vypracovat podobny systém i pro vysokoskolské

17



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2023

ucivo. Alternativou by snad mohly byt kurzy Moodle, které by vyuzivaly na maximum jeho mozZnosti,
ale obavam se, Ze priprava takovych kurzii, pokud by mély mit podobné viastnosti jako Techambition,
by byla hodné narocna. Nevyhodou prdce se systéemem Techambition je nemoznost upravit davky
podle potieby a také financni narocnost. Dlouhodobé financovani licenci neni jednoduché zajistit.

V2: Chvilu trvalo, kym sa Studenti naucili so systémom pracovat, potom to uz bolo pohodiné pre mina
aj pre nich. Obcas sa sice vyskytli drobné chyby, ale aj napriek tomu budem tento systéem rad vyuzivat
aj nadalej.

V3: Zo zaciatku som sa badla, ako Studenti zvliadnu pomerne velké mnozstvo uloh v stanovenom case,
nakoniec s tym problém nebol. Prave naopak, zdalo sa, Ze im takadto forma samostatnej prdce
vywhovuje. Ucila som 3 skupiny a vsetky si odhlasovali, Ze chcu so zadaniami v Techambition
pokracovat’ aj na predmete Matematika 1, kde ale, bohuzial, s obsahom predmetu korespondovalo
len 5 zadani. Velmi pozitivne hodnotim iny typ zaddvanych iiloh (nie si to klasické ,, stlpcekové”
priklady), taktiez pripojené vysvetlenia a navody, ako jednotlivé ulohy riesit, grafické rozhranie a
interaktivnost.

V4. Techambition ve vyuce slouzi jako velmi uZitecny ndstroj predevsim kvuli jeho efektivnim
vizualizacim umozZiujicim studentim predstavit si danou problematiku a pochopit ji. Diky jeho
interaktivité zaroven motivuje studenty k samostudiu. S moznosti napovédy a komentare k probirané
latce pak take studenti Fesi vétsi mnozstvi prikladii mimo Skolu a pripravuji si predem otazky k dané
latce do hodin. Dopliuji si tak potrebné zmalosti, coz vede ke sniZeni rozdilii napric tridou.
Techambiton slouzi také jako uzitecny podpiirny ndstroj pro ucitele, jelikoz je upozoriuje na to, s cim
maji studenti problém a umoziuje jim zaclenit vice vizualizaci do vyuky.

Zaveér

V ¢lanku se vénujeme analyze zavedeni a vyuziti webové aplikace Techambition ve vyuce
matematiky na vysoké Skole v ramci predmétu Semindi z matematiky, ktery slouzi k zopakovani
uciva stifedni Skoly a ke srovnani irovné znalosti jednotlivych studentti prvniho ro¢niku na Fakulté
technologické Univerzity Toméase Bati ve Zlin¢.

Jak je jasn¢ vidét z analyzy zpétnych vazeb od studenti, k vyuzivani tohoto prostiedi
jednoznac¢né pievladaji pozitivni postoje. Narocnost (jak znalostni, tak ¢asovou) vybranych zadani
povazovala vétSina vyjadiujicich se studentli za pfiméfenou. Téméf vSichni z naSich respondentii
oznacili vypracovavani zadani za pfinosné, ocenili zejména uvadéné vysveétleni uciva, napovédy,
zdivodnéni spravnych a nespravnych odpovédi, ale také moznost opakovat pokusy, vizualizaci grafa
nebo pohodli domova a samostatnost.

Jako problematickd se jevila srozumitelnost nékterych zadani, napovéd a vysvétleni, také
technické problémy a chyby (nékteré z nich jsme nahlasovali technické podpote). Jako navrh na
zlepSeni ncktefi studenti uvedli, ze by bylo vhodné v tvodu seminafe predstavit navod, jak
s prostfedim pracovat, coz do budoucna zvazime a zapracujeme.

Zavedeni vyuzivani webové aplikace Techambition se setkalo s pozitivnim ohlasem jak u

studentdl, tak u vyucujicich, proto planujeme toto prostfedi vyuzivat v rdmci pfedmétu Seminar
z matematiky 1 v budoucnosti.
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DEFINICE ZOBECNENYCH FUNKCI SINUS A
KOSINUS A ROZBOR PRIPADU, V NICHZ JSOU
PORUSENY PREDPOKLADY TECHTO DEFINIC

JEKL Jan, RUZICKA Vojtéch, JANSKY Jifi

Katedra matematiky a fyziky, Fakulta vojenskych technologii technickd, Univerzita obrany,
Kounicova 65, 662 10, Brno
e-mail na hlavniho autora: jan.jekl2@Qunob.cz

Abstrakt: V préci se zabyvame zobecnénim goniometrickych funkei. Podrobné uvedeme jedno
z moznych zavedeni zobecnéného sinu a zobecnéného kosinu. Dale rozebereme nékteré pripady,
v nichz jsou poruseny predpoklady o konstantach p a ¢ vstupujicich do definic. Napriklad
zjistime, Ze v takovych piipadech selze zavedeni pulperiody (zobecnéni ¢isla m) nebo bude
porusena periodi¢nost definovanych funkci. U kazdého pripadu si zobrazime zobecnénou jed-
notkovou kruznici. Zajimavy je pripad, v némz je tato kruznice dvojici parabol a zobecnéné
funkce sinus a kosinus jsou postupné kvadratickou a linearni funkci. V tomto pripadé dame nase
zobecnéné funkce do souvislosti s jinymi zobecnénimi sinu a kosinu, jmenovité s tzv. parabo-
lickymi goniometrickymi funkcemi, které maji odlisSnou konstrukci. Nakonec najdeme nutnou a
postacujici podminku pro konvergenci integralu vstupujiciho do obecnych definic. Pokud vime,
tento obecny vysledek je v pripadé p, ¢ € (0, 1] novy.

Klicova slova: zobecnéné goniometrické funkce, parabolické goniometrické funkce

1 Uvod

Zobecnovani goniometrickych funkci je v poslednich letech tématem mnoha ¢lanki. Po-
kud je ndm zndmo, prvni koncept se objevil v ¢lanku [8] z roku 1959. Zobecnéné funkce jsou
tam zadany jako Teseni jisté soustavy diferencialnich rovnic. Ze soustavy jsou pak odvozeny
integralni vzorce pro inverzni funkce ke zobecnénym goniometrickym funkcim (tedy vzorce pro
zobecnéné cyklometrické funkce). Z téchto vzorct jsou odvozovany dalsi vlastnosti zobecnénych
goniometrickych funkci.

Vysledky z [8] byly rozsifeny v ¢lanku [4] z roku 1999 a propojeny s teorii pololinedrnich
diferencidlnich rovnic (viz také [10]). Do obecnéjsich definic vstupuji dva konstantni parametry
p a q. V puvodni definici [8] je pouze jeden parametr p. V teorii pololinearnich diferencidlnich
rovnic jsou ¢isla p a g ¢asto takzvané konjungovand, tj. p,q € (1,400) a % + % = 1. Obecnéji
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se vSak uvazuji parametry p a ¢ splnujici pouze prvni uvedenou podminku, tj. 1 < p < 400
al<q< 4oo.

V tomto textu nejprve podrobné zavedeme jeden z typu zobecnéni funkei sinus a kosinus,
ve kterém vystupuji dva parametry p a ¢ a plati p,q € (1,400). V dalsi ¢asti tohoto textu
rozebereme nékolik pripadi, ve kterych ma alespon jeden parametr hrani¢ni hodnotu (mimo
definici), tedy bud p = 1 nebo ¢ = 1. Ptipad s nevlastni hrani¢ni hodnotou oo byl prozkouman
v ¢lanku [1]; tedy pfipad p = 400 a ¢ = 400. V posledni ¢dsti rozebereme pro libovolna
p,q € (0, +00) konvergenci integralu vstupujiciho do definic. Pokud vime, v pfipadé p, ¢ € (0, 1]
je tento vysledek nejspise novy.

Zobecnéni funkei sinus a kosinus lze provést vice zptusoby. Ziskané zobecnéné goniometrické
funkce pak mohou byt pro rizné typy definic vice ¢i méné odlisné. Zobecnéné funkce sinus
a kosinus zavedené v tomto textu srovname s jejich parabolickymi verzemi (tzv. parabolické
goniometrické funkce), kterymi se zabyvaji napf. ¢lanky [3,9]. Lze vSak nalézt i dalsi zpusoby,
jak zobecnit goniometrické funkce; napiiklad v ¢ldanku [2] jsou zobecnény pomoci mocninnych
rad.

2 Konstrukce zobecnénych funkci sinus a kosinus

Nasledujici definice rozsituje obvyklé zavedeni zobecnénych goniometrickych funkei, které
lze nalézt v [4,5,12]. Necht p a ¢ jsou redlné ¢isla z intervalu (1, +00). Definujme

1
Tpg = 2/0 (1 —t%)"» dt. (1)

Cislo m,, je zobecnéni pilperiody funkce sinus, lze tedy ¥ici, Ze m,, je zobecnéni Ludolfova
¢isla 7. Skutecné, pro pripad p = 2,q = 2 plati my 9 = 2arcsinl = 7.
Definujeme funkei F,,: [0, 1] — [0, m,4/2| predpisem

F, () ::/ = 3dt,  we01]. @)
0
Funkei arcsing,,: [—1,1] — [—7,4/2,7,4/2] pak definujeme jako liché rozsifeni funkce F,,.
Jedna se o zobecnéni cyklometrické funkce arkussinus. Plati
E € 10,1
arcsing, , © = pal®) z €01, (3)
—F,,(—x), r € [—1,0).

Poznamenejme, ze F, ,(0) = 0, vztah (3) je tedy skutecné lichym rozsifenim funkce F}, ,, a proto
plati
arcsin, ,(—x) = — arcsin, 4, xz e [-1,1].

Ziejme také arcsing o x = arcsin x, viz (2).

Prikro¢ime k definici zobecnéné funkce sinus. Funkce arcsin, , x je ziejmé rostouci, viz (2)
a (3). Funkce arcsin,, z je tak bijekce mezi mnozinami [—1,1] a [—m,,/2,7p,/2], a k funkci
arcsin, , x existuje inverzni funkce. Zobecnénou funkci sinus chceme co nejprirozenéji definovat
na celé mnoziné redlnych ¢isel a zaroven chceme, aby byla na prislusném intervalu inverzni ke
zobecnéné funkci arkussinus. Definujme nejprve

sing, g @ = arcsing |, T € [~7p4/2,7pq/2), (4)
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zejména pro kazdé z € [0,7,,/2] a kazdé y € [0, 1] plati
sin, sz =y pravé tehdy, kdyz r=F,,(y).

Odtud je snadno vidét, ze sin,,(0) = 0 a sin, 4(m,,/2) = 1. Funkce sin, , = je také licha, nebot

—1/_ i .
siny  (—7) = Fp’qi(1 ) s?npyqx, T € [—7mp,/2,0], 5)
—F,(x) = —sin, 7, z € 1[0,7m,,/2).

Pti rozsiteni definice na celou mnozinu redlnych cisel chceme zachovat nékteré zakladni
vlastnosti platné pro klasicky sinus. Zejména pozadujeme periodi¢nost funkce s nejmensi peri-
odou 27, 4, coZ nam zaruci platnost vztaht

—sin, ,(x — 1) =sin,,x, x €R,
sing, 4(z + 27,,4) = sin, , @, z e R.
Definujme tedy
sin, , © == —sin, ,(r — mp4), T € [Tpq/2,3mpq/2] (6)

a konecné
sing, , = sin, ,(v — 2km,4), T € [—Tpge/2 + 2kTy g, 3Ty e/2 + 2kT, 4], k € Z.

Definici funkce sin, , z, kterou jsme ziskali v predchozi konstrukei, mizeme ekvivalentné

.....

(7)

G arcsing | (x — 2km, ), T € [~mpy/2 + 2kTp g, Tpa/2 + 2kT ),
P —arcsing | (x — (2k + 1), q), T € [Tpq/2 + 2kmp 4, 3Tp.q/2 + 2k, ),

vvvvvv

[—7p.q/2, Tp.q/2] 1ze snadno urcit ze vztahu (5) a jeho tvar na intervalu [m, ,/2, 37, ,/2] je uveden
o nékolik odstavcu déle ve vztahu (9).
Zobecnénou funkci cos, ; # budeme definovat odlisnym zptsobem nez funkci sin,, ; . Defi-
nujme funkei cos,,: R — [—1, 1] pfedpisem
d

COSpq T = 7 sin, 4 x, z € R (8)

Ukazeme, ze definice (8) je korektni. Uvazujme nejprve interval [0, 7, ,/2], na kterém sin, , v =

F, J(z). Funkee F,, je rostouci a spojitd, plati F} (z) = (1 —xq)_% # 0 pro z € [0,1) a derivace
zleva funkce F,, v bodé 1 je +o00. Podle obecnéjsi verze véty o derivaci inverzni funkce (viz
napf. [7] na str. 149) plati, ze (F, )" existuje na celém intervalu [0, m, /2], pfi¢emz v krajnim
bodé m,,/2 je derivace zleva rovna nule. Nyni uz neni tézké presvédcit se, ze funkce sin, , = je
diferencovatelna na celém R. Definice funkce cos, , z je tedy korektni.

Vétu o derivaci inverzni funkce vyuzijeme znovu, tentokrat k tomu, abychom vyjadrili
funkei cos, , z explicitné pomoci funkce sin, , z. Zaméfme se nejdiive na interval [0, 7, ,/2], na

kterém sin, 4z = arcsing | v = F, *(x) > 0. Dosazenim do (8) dostaneme
d ., 1 1 1
=—F (z)= — = = (1 —|sin, x|?)?, x € [0,7,4/2].
dz” P Fy JFd @] (1= (sing g 2)9] > e i

COSp g T
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Pro z € [-7,,4/2,0) je sin,, @ = —F, }(—z) < 0 a platf

p,q
d 1 1 1 1
CoSpqt = ——F (—x) = - = = (1 — |sin, x|9)?,
e da” P Fy JFd (=) (1 = (sing o (—))a] > i

kde v poslednim kroku se vyuzilo lichosti funkce sin, , z. Analogickym postupem bychom ziskali
vzorce 1 pro x € [mp /2,7, ,] a pro x € (m, 4, 37, 4/2]. Skutecné, s pomoci (6) dostaneme vztah

Sln x — FpT; (ﬂ-pvq - x)? 'CE G [7Tp7q/2, 7Tp7q:|7 (9)
o _ijql (x — mpq), T € (Tp,g: 3Tpq/2],

ktery bychom opét museli po ¢astech zderivovat. Nyni uz neni tézké uvéazit, ze vztah cos, ,x =
1
(1 — |sin,, x|?)? plati pro libovolné = € R, tj.

| sing, , z|? + | cosp 4 z|P = 1, z eR. (10)
Rovinnou ktivku s implicitnim zadanim
2l” +lyl" =1, [z,y] €R?, (11)
nazveme zobecnénou (jednotkovou) kruznici.

2.1 Zobecnéni funkce arkuskosinus

P1i konstrukci zobecnéného sinu jsme nejprve definovali zobecnény arkussinus, poté jsme
definovali zobecnény sinus jako jeho inverzi. Zobecnény kosinus jsme definovali jinym zptisobem
bez pouziti inverzni funkce. V této c¢asti tedy jesté doplnime definici zobecnéné funkce arkusko-
sinus a dame ji do vztahu s jiz definovanymi funkcemi. Dopliiujeme a rozsitujeme vysledky
z clanku [5].

Definujme funkei arccos, ,: [—1,1] — [0,7,,] jako inverzni funkci k funkci cos,,z na in-
tervalu [0, 7, ,]. Cilem dalsich odvozeni bude nalézt co nejprehlednéjsi zapis této funkce.

Z platnosti (10) plyne

sin, ,(arccos, , x) = | sin, ,(arccos, , )| = (1 — | cos, ,(arccos, 4 :r;)]p)% =(1- ]x\p)% (12)

pro z € [—1, 1]. Odtud

Q=

arcsiny, 4(sin, 4(arccos, , x)) = arcsin, , (1 — |z|?) 7, zre[-1,1]. (13)

Dale podle (4), (6) a z lichosti funkce sin,, ,  plati

; € [0, 2],
arcsin, 4(sin, , a) = @ a € [0,m,q/2] (14)
Tpg — QU @ € (Tpa/2, Tpgl-
Konec¢né z (13) a z (14) dostaneme
1
iny,q (1 — [zfF)s, € [0,1],
arccos, , & — arcsin, , ( | |z|P)a ) z €10, 1] 5
Tpq — aresing g (1 —|zfP), xz € [-1,0).
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Ozna¢me G, ,(z) = arcsin, , (1 — \x|p)%, x € [0, 1]. S timto oznacenim lze snéz vypozorovat, Ze
vztah (15) je obdobou vztahu (3). Obdobnost téchto vztahi bude jesté 1épe vidét, az ukazeme,
ze F, ,(x) = arccos,q (1 — |x|q)%, z € [0,1]. Najdeme vSak nejprve integralni tvar funkce G, .
Z (2) dostaneme

(1—337’)% T 1 g
Gpqlz) = / (1-— tq)_% dt = —g/ sP72(1 — sP) @ ds, z € [0,1],
0 1

1
kde pro odvozeni druhé rovnosti byla pouzita substituce s = (1 — t%)».
Poznamenejme, ze

arccosg o ¢ = Gaa(x dt = arccos z, x € [0,1].

* 1
)= _/1 V-2
Neni tézké dokézat, ze z (15) plyne

arccosy o(—x) = m,, — arccos, 4 T, e [-1,1].

Analogickym zptsobem jako ve (12) lze odvodit rovnost cos,,(arcsin,,z) = (1 — |x]q)%,
€ [—1,1]. Opét analogicky jako pri vztazich (13), (14) a (15) lze ziskat vztah

x € 0,1],
x € [—1,0),

arccos,q (1 —|z|?)

W= B

arcsing, , v =
—arccos, , (1 — |z|7)

ktery je rovnocenny se vztahem (3). Nutné totiz F, ,(x) = arccos,, (1 — |x|q)% pro z € [0, 1].

2.2 Dalsi vztahy a zobecnéna funkce tangens

Uvedeme nékteré vlastnosti zavedenych funkci, které lze nalézt také v textu [5]. Navic tyto
vlastnosti doplnime a opravime nékteré nejasnosti, které se objevuji v jejich pivodni formulaci.
Pro z € R\ {km,,/2 | k € Z} odvodime skrze (10) vztah

d d
| cosy, | = —%| C0Sp.q |17 Sinp g 7] | sin, 7). (16)

dx dx

Pomoci (8) a s vyuzitim zobecnéného vztahu pro derivovani absolutni hodnoty %|x| =sgnz,
x # 0, dostaneme rovnici (16) ve tvaru

sgn(cosy, g T)—— CoSp 4 T = —g| COSp 4 x|1_p| siny, I|q_1(COSp7q ) sgn(sin, , )
p

dz

a po Uprave ve tvaru

dx

Zobecnénou funkci tangens definujme predpisem

— COSp g T = _Q| cos, > 7P| sin, , v|9” " sgn(sin, , 7). (17)
b

sin, 4 ©

tg,, T = pr— reR\A{mp,/2+kmp, | k€L}. (18)
Pak s pomoci (17) ziskdme vztah
d q |sin,, , x|
—t =1 b eR\ {km,,/2 |k €Z}.
dz 8pq + plcos,, z” x \ {kmpq/2 | ¥
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3 Specialni pripady

Nyni bychom se chtéli zameérit na nékolik hrani¢nich pripadt, kde uvazime volby p = 1 nebo
g = 1. V literatute [5] obvykle nachazime predpoklad (ktery jsme také uvadéli), ze plati p > 1,
q > 1. Pro samotny vypocet vsak tento predpoklad neni nutny. V této casti se tedy pokusime
jednotlivé okrajové varianty prozkoumat. V celé c¢asti se omezime primarné na pripady, kde je
0<az< B

31 p=1,9g=1
Funkce Fy1(x) z (2) spliuje pro 0 <z < 1, Ze

Fia(z) = / L o= —m(1—a). (19)

: . 1t

V definici (2) uvazujeme x < 1, ale vidime, ze hodnota Fj ;(1) neni pro (19) definovdna a tedy

predpoklad x < 1 je nezbytny. Proto ani hodnotu 7 1 = Fj 1(1) nelze definovat jako redlné ¢islo

vzhledem k divergenci uvazovaného integralu (1). Polozme proto m ; = +00. Touto volbou vsak

vyraz (7) prestane davat smysl. Pro funkei Fj ;(2) mizeme nalézt pouze jeji liché doplnéni (3).
Uvazme funkci inverzni k (19), tou je

sing z=F(z)=1—e¢"

pro 0 < z < +o0. Ze vztahi (8), (18) dale plati

_
C0S11 T =€ 7,

tgr v =¢e" -1

Poznamenejme, Ze se jedna o neobvyklou variantu zobecnénych goniometrickych funkei, nebot
se nejednd o periodické funkce. Pfitom vsak tyto funkce splnuji rovnost (10), protoze plati

| sing 4 x|t + |cosyp z|' = 1.

Vsimnéme si dalsich vlastnosti téchto funkci, které se vztahuji k derivacim. Méjme:

—cosj1r=—€ " =sginj1x—1, —tg,,x=e"=tg,;x+1.
dr 1,1 1,1 dr £1,1 g1,1
Obvyklé goniometrické funkce splnuji fadu vztaht, které je vzajemné propojuji. Analogické
vlastnosti 1ze pro jisté volby p, ¢ nalézt i pro zobecnéné goniometrické funkce. Naptiklad v
¢lancich [6,11] autofi nachézeji nékolik vzorcu pro dvojndsobné tihly zobecnénych goniometric-
kych funkci, tj. pro sin, , 2x a cos, 4 22. Nebot jsme nalezli sin; ; o i cos; 1 x explicitné, l1ze jejich
vlastnosti zkoumat piimo studiem vlastnosti odvozenych funkci. Plati

sing 1 2r=1—e*=1-— cosi1 x,

cosy 2z =e ¥ = cosi1 x,

sini1 T = cosy 1 22 + 2sinyy z — 1,

siny 1 (z +y) = 1 — cosy 1 2 cosy 1 ¥,

kde pouzivame obvyklé znaceni cos | = (cosy )% Analogicky lze odvodit dalf vlastnosti.

25



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2023

siny x|+ |cosiiz| =1

sinus kosinus

Obréazek 1: Napravo: Zobecnéné goniometrické funkce pro p = 1 a ¢ = 1. Nalevo: Cést zobecnéné
kruznice |z| + |y| = 1, kterou lze parametrizovat v prvnim kvadrantu jako y = sinj ¢, x =
cosy 1 t, t € [0,00). Viz také (10).

32 p=1,q=2
Méjme funkei F o(z) pro 0 < z < 1, kterd mé ze vztahu (2) tvar

|
Fio(x) = / . dz = [arctanh ¢]; = arctanh z. (20)
0

Podobneé jako v pfipadé p = 1, ¢ = 1 vidime, ze hodnota F} (1) neni definovana, a proto opét
uvazujeme 7 o = +00. Navic ze vztahi (4), (8), (18) plati pro 0 < x < 400, Ze
sin; o x = tanh z,

cosjo® =1— tanh? x,

; tanh z h 2 sinh
T = ———— = coshzsinhz.
512 1 — tanh®x

I v tomto piipadé lze snadno ukazat, ze odvozené funkce vyhovuji rovnici (10) ve tvaru
| SiIlLQ l‘|2 + | COS1,2 [E|1 = 1.
Nyni se zaméfmé na nékolik vlastnosti téchto funkei. Funkce sin; oz, cos; 2  naptiklad spliuji

2tanhz  2sinjpx
1 +tanh®z  1+sinf,a’

sin; o 2o = tanh 2z =

e cos; o = —2tanhz(1 — tanh®2) = —2 sing o T cosy 9 T.
x

Dalsi pozorovani, které muzeme o funkcich sing o x, cos; 22 je fakt, Ze jsou propojeny s
funkcemi sin; ; 2z, cos; 1 2z. Plati totiz vztah

1 —e2® siny 1 2
1+ e 2 1+ COS1,1 21”

sin; o x = tanhz =

je otazkou, zda podobné propojeni neexistuje i pro jiné volby p, ¢. Analogické propojeni jsou
zkoumdny také v [6].
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sing o x>+ | cosiox| =1

sinus kosinus

Obrazek 2: Napravo: Zobecnéné goniometrické funkce pro p = 1 a ¢ = 2. Nalevo: Cast zobecnéné
kruznice |z|+y? = 1, kterou lze parametrizovat v prvnim kvadrantu jako y = siny o ¢, * = cos; o t,
t € [0,00). Viz také (10).

3.3 p=2,q=1
Pro 0 < z <1 uvazujme funkci
o1 x
Fq(z) = der=|-2vV1—t| =2—-2V1—x. 21
i) = [ s de = [V <2 -2vT=a 1)
Poznamenejme, Ze tato volba p, ¢ vede oproti pfedchozimu piipadu na koneénou hodnotu 7y ;.
Vskutku 7oy = 2F5 (1) = 4. Vztahy (4), (8) nyni davaji

T\ 2
Sing =1 — (1 - 5) , (22)
s
cosp1x =1— 5

Povsimnéme si, Ze sing ; « tvori periodické rozsifeni kvadratické funkce a cosy 1  tvoii periodické
rozsifeni linearni funkce. Navic i tyto funkce splnuji, ze

| sing; z|' + | cosyy * = 1.

Poznamenejme déle, ze v ¢lanku [3] autofi odvozuji jinou variantu zobecnénych goniomet-
rickych funkei, tzv. parabolickych goniometrickych funkei (oznac¢me je sin, z a cos, ), které se
definuji ptimo z rovnice parabolické kruznice

sin? z + | cosp x| = 1
spolu s pozadavkem, aby funkce spliovaly rovnost

1. ! 9 x
§smpxcospm+ (1—t)dt:§.

0Sp T

Na zékladé téchto vztaht lze nyni odvodit, ze plati

2 3 —4
sin, z = 3 — 2 cosh (§ arcsinh x2 ) , (23)

1 —4
cos, £ = —2sinh (§ arcsinh sz ) .
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sing 1 x| + | cosz 1 x\Q =1

0384
0.6
044

0.2

sinus kosinus

Obréazek 3: Napravo: Zobecnéné goniometrické funkce pro p = 2 a ¢ = 1. Nalevo: Cést zobecnéné
kruznice x?+|y| = 1, kterou Ize parametrizovat v prvnim kvadrantu jako y = sing; ¢, * = cosg 1 t,

t € 10,2]. Viz také (10).

I v ¢lanku [3] definuji autofi zobecnéni Ludolfova ¢éisla. A to skrze obsah parabolické kruznice
2?+|y| = 1 jako m, = 3. Na zdkladé uvedenych fakt mizeme navic odvodit vztah pro inverzni
funkci k sin, z; ta je

T2t

arcsin, r = dt, pro0 <z < 1.
P ,A Vi—t

Vidime, ze zatimco se funkce sing; x dand skrze (22) vyrazné lisi od funkce sin, z, ktera je

zadana skrze (23), tak jejich inverze maji podobnou formuli. Timto pozorovanim navic ziskame

omezeni

1-1

2(1— (1—xﬁ>
Visi =

2
3 3

x
arcsing, r — arcsing 1 r = /
0

dt:/ V1—tdt =
0

4 Konvergence pocitanych integrali
Pro potieby dalsich ivah ozna¢me

1
fp,q(t) - (1_#])‘57 te [07 1]7 P, q € (07+OO)
V predchozi kapitole jsme na prikladech ukazali, ze integral
1
| foattra (24)
0

ve vyrazu (1) mize a nemusi byt konvergentni. Pro budouci vyzkum by mohlo byt uzitecné se
zamyslet nad otdzkou, pro které kombinace parametru p, ¢ je integral (24) konecny, a pro které
nikoliv. Odpovéd na tuto otazku jsme v literature explicitné nenalezli, avsak predpokldadame,

ze pro Casto studované pripady p,q € (1,+00) byla jiz odpovéd nalezena. Na Sir${ mnoziné
p,q € (0,+00) zodpovida tuto otazku ekvivalence

1
/ fpq(t)dt < 400 = 1 <p, (25)
0

jejiz dikaz rozebereme na nasledujicich radcich.
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Diikaz. Méjme pro t € (0,1) parcidlni derivace

0fpq(t) _ In(1 —¢9) <0
Op p2y1—ta 7
0fpq(t) _ t91n(t) <0
Jq p(1 —t9) Y1 —ta
Funkce f,,(t) je tedy klesajici vzhledem k parametrum p,q € (0,+00). Poté uvdzime dve
varianty:
I) Predpoklddejme, ze p < 1 a polozme ¢y = max{q, 1}. Potom ¢y > 1 a pomoci nerovnosti
1 tq0—1
T 1w 1w

fp7q(t) > quo (t)

dostévame

1 1 tqo_l 1 -
— [ _ 490 —
/0 fpq(t)dt > /0 T dt = qo[ In(1 —t%)]; = +o0.

Integral (24) je tedy divergentni pro p < 1, ¢ € (0, +00).
IT) Déle predpokladejme, ze p > 1 a volme gy = min{g, 1}. Pak ¢y < 1 a dostavame

1 1 1 1 1 1 1
/O fp,q(t) dt S /0 fp,qo (t) dt - /(; ﬁ dt S /(; WH dt

1 1
:—/ du < 400.
q Jo vVu

Integral (24) je tedy konvergentni prop > 1, ¢ € (0, 400). Varianty I) a IT) pokryvaji dohromady
obé ¢asti ekvivalence (25) a timto je dukaz hotov. O

Pro tplnost jesté poznamenejme, ze z konvergence integralu (24) plyne také konvergence
integralu F), ,(1) ve vyrazu (2).

Zavér

V préaci jsme podrobné zavedli nékolik zakladnich poznatkl o zobecnénych goniometrickych
funkcich. Navic jsme prozkoumali nékolik variant na hranici jejich obvyklé definice. Nabizi se
otazka, zda tuto hranici nelze prekrocit a zda by nemélo smysl se zameérit i na funkce za touto
hranici. Tim myslime pro volby p < 1 a ¢ < 1. Naptiklad pokud polozime p = ¢ = % dostaneme
zobecnénou kruznici (10), ktera je obvyklou astroidou

2 2
x3 +y3 =1.
Naopak ve vztahu (2) plati

Fo 2 (2) :/ (1—t3)"2dt,
0

3'3

kteryzto integral vyjde za pomoci softwaru Maple jako

3

3
F23(x) = _3ve 3arcsinh /.

Je mozné, Ze tyto varianty byly jiz byly hloubéji prozkoumany. My o tom vSak nevime. Podobné
tvahy ubirajici se stejnym smérem se nam povedlo objevit pouze v neddvném ¢lanku [6].
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MATH SUPPORT CENTRE NA VSB-TUO:
ZHODNOCENI CINNOSTI PO (TEMER) SEDMI LETECH PROVOZU

KOTULEK Jan

VSB — Technicka univerzita Ostrava, Fakulta strojni, Katedra matematiky a deskriptivni geometrie,
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Abstrakt: V tomto ¢lanku sledujeme zaloZeni a &innost math support centre (MSC) na VSB-TUO.
Popisujeme zpiisob prace v MSC a upozoriiujeme na jeho rozdily vzhledem ke konvenéni vyuce.
Dale popisujeme institucionalni pfinosy MSC, zejména vliv na zménu studijniho prostiedi a
diskutujeme jeho dopad na propadovost. V zavéru zmintujeme podminky, které pomohly aspésnému
fungovani naseho MSC.

Kli¢ova slova: centra podpory, math support centre (MSC), vyuka matematiky, studijni netispésnost,
pfechod mezi sekundarnim a terciarnim vzdélavanim

1 Uvod

Idea vzniku matematickych center podpory (math support centre, dale MSC) vznikla na n¢kolika
univerzitach ve Velké Britanii na poc¢atku 90. let jako odpovéd’ na tzv. Mathematics Problem, tedy
nedostate¢nou pripravenost studentti na kurzy matematiky a statistiky, nejéastéji v inzenyrskych
studijnich programech. Urcujici bylo zejména zjiSténi, ze problém nehodla fesit britska vlada ani
ministerstvo, ale ofekdvaji, Ze se s nim vyrovnaji univerzity svymi vlastnimi silami. Relevantni
diskusi v¢etné dalsi literatury shrnuje prace [5].

Podobna situace nastala zhruba o dvacet let pozdgji také v Cesku. Demokratizace terciarniho
vzdélavani ptivedla na vysoké Skoly vysoké pocCty studentl s ,nestandardnim® stfedoSkolskym
vzdélanim a nedostateCnou pripravou zejména v matematice. Prvotni reakci ze strany vedeni
nékterych fakult byl, stejné jako v Britanii, tlak na sniZeni pozadavkd u matematicky predméti nebo
pfekotné a nepromyslené kraceni ¢i dokonce Uplné ruseni n¢kterych matematickych kurzt. Na prvni
pohled by se to mohlo zdat logickym krokem, jelikoz mnoho studenti, kteii pfedCasn¢ ukoncovali
studium, uvadélo jako hlavni divod ukonceni studia problémy s matematikou. To podporovalo
negativni obraz matematiky jako nutného a nepiijemného zla nejen mezi studenty, ale i mezi
nékterymi akademickymi pracovniky z odbornych kateder a predevsim to bylo negativné vniméano
managementem univerzity. Matematika je sice uvadéna jako hlavni akademicky duvod pfedéasného
ukoncovani studii na univerzitach, ovS§em z nasich zkuSenosti vyplyva, Ze je to spiSe prvni pohodlny
divod. V tomto ¢lanku ukazujeme, jak se prace MSC projevila na mife a divodech propadovosti.

31



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2023

Rozhodné si nemyslime, ze by MSC dokazaly vytesit vS§echny problémy studentt vysokych skol,
ale jsou rozhodné vyznamnym piispévkem k vytvofeni motivujiciho inkluzivniho prostfedi, ve
kterém se mohou naplno rozvijet i studenti nalepkovani jako ,,slabsi“, ,,mén¢ piipraveni® nebo
studenti se specifickymi studijnimi potfebami. Ukolem tohoto piispévku je popsat roli MSC v praci
se studenty, ktefi jsou ohroZeni studijnim neuspéchem v matematice, prestoze jsou motivovani pro
svij zvoleny studijni program.

2 Implementace MSC v Cesku

Prvotni napad zalozit MSC v Cesku se zrodil v roce 2015 v kampusu Agderské univerzity
v Kristiansandu. Shodou okolnosti se tam ve stejné dobé setkaly na navstévé tamniho MatRIC Drop-
in Centre, viz [8], projektové tymy ze tii Ceskych univerzit, pracujici na riznych tématech, ovSem se
spole¢nym zajmem o zlepSeni vyuky na své domovské univerzité. VSechny tii tymy se doma zasadily
o zalozeni support center, a tak béhem roku 2016 vznikla centra na Ekonomicko-spravni fakulté¢ MU
v Brng, Fakulté aplikované informatiky UTB ve Zling a na VSB-TUO v Ostravé jako celoskolské
pracovisté zastitované Katedrou matematiky a deskriptivni geometrie, viz napf. [9], [6] a [3].

Na VSB-TUO byl napad piedstaven v ramci dvou katedralnich seminait. Hlavnimi iniciatory
projektu byli Jan Kottilek, Radka Hamiikova a Arnost Zidek. Reakce byla veskrze pozitivni. Ukazalo
se, ze frustrace z toho, Ze studenti, ktefi maji nejasnosti v probirané latce, se nepiijdou zeptat
Vv konzultaénich hodinach, je spole¢na pro velkou ¢ast zaméstnancti. Spoleéné jsme také formulovali
svou potiebu poskytovat konzultace vhodnéji nez pouhym vypsanim konzultacnich hodin a
zavedenim ,,politiky otevienych dveti* (do kanceléie).

Diky podpofe vedeni katedry a prorektora pro studium jsme Math Support Centre na VSB-TUO
otevieli 10. 10. 2016, symbolicky v 10 hodin a 10 minut.

Slavnostni oteviteni Math Support Centre 10. 10. 2016. V prvni fadé tieti zleva prorektor pro studium prof.
Ing. Petr Noskievi¢ CSc. a ¢tvrty zleva vedouci KMDG prof. RNDr. Radek Kucera, Ph.D. Mistnost F311,
kampus Poruba, VSB-TUO. Foto: Mgr. Frantisek Cervenka.
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Jiz tehdy se vytvofilo jadro tymu tutord, ktefi se rozhodli britsko-norsky model vyzkousSet
v nasich podminkach. Administrativni role si rozdélili vySe uvedeni inicidtofi projektu, spolec¢né
snimi se na konzultacich podileli Dagmar Dlouhd, Monika Jahodova, Katetina Kozlova, Jitka
Krékova, Zuzana Moravkova, Radomir Paladek, Petra Schreiberova, Magda Stépanova. Zahy se
posilili tym Jifi Dolezal, Iveta Cholevova, Jifi Krcéek, Pavel Ludvik a Eva Vaviikova.

Velmi brzy se ukazalo, Ze mistnost F311, adaptovana z kancelaie a schovana na konci temného
koridoru ve tfetim patie bloku F je pro potieby MSC nevhodna, a to nejen umisténim, ale i velikosti.
Diky podpote prorektora pro studium jsme jiz od fijna 2017 ziskali novou a vétsi mistnost UK201,
ktera je vhodné situovana v budoveé knihovny, na rusném druhém patte, Vv priichodu do auly. Prvni
vetsi akei v nové mistnosti byla Noc védei 6. 10. 2017, nasledovana slavnostnim otevienim mistnosti
pro studenty 9. 10. 2017, v 9:10.

V akademickém roce 2017/2018 neptiznivé zasahly do rozvoje MSC reorganizacni zmény na
VSB-TUO. Byla zrusena celoskolska Katedra matematiky a deskriptivni geometrie, v ¢erviu 2018
byli néktefi zaméstnanci prevedeni na noveé vzniklé katedry na Fakulté stavebni (FAST) a Fakulté
strojni (FS). Tyto zmény se nelaze projevily také v tymu MSC. V piimé ¢i nepiimé souvislosti
s reorganizaci opustila v nasledujicich letech Skolu polovina tutorského tymu, konkrétné Radka
Hamiikova (nyni zastupkyné feditele Monty school) a Arnost Zidek (nyni feditel ZS Oticka, Opava),
Iveta Cholevova, Magda Stépanova, Katefina Kozlova, Jitka Krékova, Pavel Ludvik a Eva
Vavtikova. Jen tfi z nich zustavaji pomahat tymu MSC jako externi tutofi.

Posileni tymu MSC novymi tutory bylo od roku 2018 jednim z hlavnich manaZerskych tkolt
vedeni MSC. To bylo potieba zejména vzhledem k zapojeni MSC do projektu Technika pro
budoucnost 2.0. V ramci tohoto ctyiletého projektu byl postupné nastaven uceleny systém
poskytovani konzultaci a tutoridli. Z technického hlediska se diky financim z projektu podatilo
rozsifit pocet poskytovanych konzultaci, vybavit mistnost MSC novou technikou, zprovoznit webové
stranky s aktudlnim rozvrhem konzultaci a online zapisy navstévnosti centra.

Zabér z workshopu Training Event for Mathematics and Statistics Support Managers and Tutors, 1.-3. 3.
2019, prednasejici David Bowers (prvni zprava).
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jsme do Ostravy pozvali Davida Bowerse, $éfa britské Sigma Network, ktery nas provedl britskym
systétmem S$koleni tutord. To velmi podstatné ovlivnilo metodiku poskytovani konzultaci, ale
pomohlo ndm také zavést systém Skoleni a mentorské prace zalozeny na britskych zkusenostech, viz
[1]. Skolenimi prochazi vsichni novi tutofi. Dlouhodobé&ji se mentorsky vénujeme zejména
studentskym tutortim, jejichz fluktuace je vétsi nez u zaméstnanct, a ktefi také ocefiuji postupné
ziskavani zkuSenosti a sebevédomi.

3 Zpisob prace v MSC

Nejcasteji se MSC prezentuji jako nizkoprahova centra, proto jsou obvyklym formatem nabidky
tzv. drop-in sessions, tedy ,,stavte se za nami tehdy, kdy Vam to v ramci naSich moznosti nejlépe
vyhovuje®. | my jsme nejdiive zavedli Siroce pojaté oteviraci ¢asy v centru pro tyto individualni
konzultace. Zahy se ukazala potieba rozsifeni konzultaci na fakulty, které sidli mimo porubsky
kampus. Tamgjsi studenti meli totiz moznosti navstivit centrum mnohem omezengj$i. Prvni pobocné
centrum bylo zalozeno na Fakulté stavebni (2018), dale na Fakult¢ bezpecnostniho inzenyrstvi (2019,
dedikovana mistnost od roku 2021) a kone¢n¢ na Ekonomické fakulté (2022).

Hned v pocatcich jsme si vyzkousSeli dals$i formu konzultaci, a to hromadné tematické lekce,
které pracovné nazyvame tutoridaly, srov. [7]. Tyto lekce studenti ocenili zejména pii ptipravach na
zkousky béhem pandemie covid-19. Podrobnéjsi rozbor jejich metodiky uvadime v sekci 3.2.

Ttetim typem nabidky jsou prredem rezervované individualni (jeden na jednoho) konzultace. Ty
jsou dle naSeho nazoru vhodné zejména pro pokrocilé studenty nebo slozitéjsi problematiku, v naSem
ptipad¢ je o takové konzultace velmi maly zajem, proto zatim necitime potfebu piipraveného
rezervacniho formulafe (jako mé napt. Physics Support Centre), jehoz nevyhody podle nas stile
prevladaji. Pokrocilejsi studenti se neostychaji kontaktovat nas e-mailem nebo se obraceji pfimo na
svého oblibeného tutora, které¢ho znaji z pfedchozich let a maji k nému vybudovanou davéru. U nas
jsme rezervaéni Systém pouzili pouze béhem pandemie covid-19, abychom dokazali naplnit vladni
protiepidemiologicka nafizeni.

3.1 Drop-in

Tzv. drop-in sessions tvoii patef nabidky konzultaci na VSB-TUO. V této kapitole podrobnéji
popisujeme metodiku, pocty navstév prezentujeme v kapitole 5.

Jako nizkoprahové komunitni centrum se pfichozich neptdme na jméno ani jiné osobni detaily.
Kvili evidenci navstévnosti nas zajima pouze fakulta, kterou prichozi studuje, a i to zpravidla
zjistujeme az po skonceni konzultace. Zpocatku jsme K tomuto Gcelu méli pfipravené anonymni
odpovédni listecky, se vzristajici diveérou studentll si miizeme dovolit zeptat ve vhodné chvili
osobng.

V rdmci ivodniho rozhovoru se pfedev§im snazime co nejpiesnéji zjistit, co konkrétné studenta
trapi. Pfitom postupujeme maximalné respektujicim zpisobem, nendlepkujeme jej kvili jeho
neznalostem, ale ocefiujeme snahu se néco dozveédét a zaméfujeme se na jeho aktualni zajem. Ukazuje
se, Ze tato tvodni spiSe psychologicka ¢ast je pro tspéch kli¢ova. Mnoho studentt ptichazi s obavami
nebo piimo fobii z matematiky, nejsou zvykli zapracovat se do nové oblasti, ani si dostatecné upevnit
zakladni matematické dovednosti (namétkou prace s mocninami, logaritmy) a maji také znacné
posramocené sebevédomi.

Béhem konzultace se snazime pomoct studentlim s organizaci ¢asového planu studia, podpofit
je v systematické praci a opakovani, pfipadné je motivujeme Kk dal$im navs§tévam, jsou-li potiebné.
Dale vedeme studenty k tomu, aby si stale 1épe rozmysleli své dotazy a postupné si na né zkouseli
sami hledat odpovédi. Tady je potfeba postupovat velmi obezietné. Prvnim pravidlem, které
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potifebujeme studenttim sdé€lit, je, ze Zadny dotaz neni hloupy. To ptispiva k vytvoreni bezpec¢ného
prostredi, ve kterém Se bouraji zabrany a mozek je schopen pifijmout nové informace. Po Sesti letech
provozu se nam tento model podafilo prosadit. Novi studenti dostavaji i od svych starSich kolegu
pobidku: ,kdyz Vam néco neni jasné, bézte se na to zeptat do MSC*.

Dalsim krokem je prace s chybou. Jednou z ¢astych obav, ktera blokuje rozvoj matematickych
dovednosti, je Ze v matematice je neptipustné délat chyby a Ze za kazdou chybu pfichazi trest. Tato
démonizace chyby je patrna na vétSin€ studentt, nejen téch, ktefi ptichdzeji do MSC. Nejenze vitbec
nepouzivaji metodu pokus-omyl, tak oblibenou nejen u malych déti, ale i u pokrocilych védcu, ale je
pro n¢ naprosto neptijatelna, nepatii podle nich viibec do matematiky. Tim spiSe bychom ocekavali,
ze budou mit studenti vyvinuté kontrolni mechanismy, aby chyby ned¢lali. Ani to vSak neni bézné, a
zafixovat u studenti navyk udélat si kratoucké testy spravnosti postupu neni vitbec snadné. Mnohé
zpusoby autokorekce, které ukazujeme studentiim jsme pievzali z pivabné knizky [1].

Postupné se tedy snazime o to, aby uz nas student jiz dale nepotieboval, coz je, mozna trochu
paradoxn¢, nas§im kone¢nym cilem.

3.2 Tutorialy

Hromadné tematické lekce neboli tutoridly pripravujeme jako dobrovolné doplnkové hodiny na
problematicka témata. Velmi se nam osvédcilo vést je ve dvou lektorech (tandemu) ¢i dokonce ve
trojici (tfeti lektor ovlada ukazky na PC a projektoru, nejcastéji v GeoGebie). Mnohem snadnéji se
nam takto tvofila pozitivni a pratelska atmosféra, protoze dva tutofi snadno piipravili a provedli fadu
nazornych ukazek. Standardné chystame na prvni polovinu tutoridlu fizené velmi podrobné
vysvétlovani a na druhou ¢ast volnéjsi vybér z nékolika ptikladd, prostor pro dotazy, samostatnou
praci apod.

By |
(LAY

3orts
=
A
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Zabér z tutoridlu nazvaného Analyticka geometrie aneb jak se zorientovat v prostoru, 18. 12. 2019, lektoti
(zleva) Jan Kotllek a Arnost Zidek. Foto: Mgr. Monika Jahodova, Ph.D.

Vyuka v tandemu je navic zdrojem mnoha vtipnych situaci. Legrace se stala dulezitou ptisadou
k vytvoteni uvolnéné nalady, ktera proces uc¢eni zna¢né urychluje. Také se tim pokousime bofit mytus
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o matematicich jako vaznych a nepiistupnych od realného svéta odstiizenych podivinech. To, Ze ma
tento pfistup u studentti uspech, dosveédcuje stabilné vysoka navstévnost a pozitivni zpétna vazba.

Vyzkous$eni modelu tutoriala se vyplatilo hned ve dvou situacich. Béhem letniho semestru 2019
jsme poskytnuli celkem 781 unikatnich konzultaci a takovy pfiliv studentl ptestal byt zvladnutelny
v modelu individualnich konzultaci (zejména v pifedmétu Konstruktivni geometrie na Fakulté strojni
doslo k naristu 0 102 % ve srovnani se stejnym obdobim piedchoziho roku). Nabidka opakovacich
lekce, kde byly stézejni problémy feSeny hromadné€, pomohla situaci fesit.

Zabér z tutorialu nazvaného Analyticka geometrie aneb jak se zorientovat v prostoru, 22. 1. 2019.

Podruhé jsme vyuzili pfipravené tutorialy pii uzavieni Skol béhem pandemie nemoci covid-19,
kdy jsme veskerou nabidku museli pfevést do on-line prostiedi. Nejvice se nam osvédéilo prostiedi
BigBlueButton integrované v LMS Moodle. Studenti méli mnohem mensi chut’ ¢i snahu konzultovat
online individualné. Mnozi také ¢ekali, jak se situace vyvine a s piipravou na zkousky zacali az po
skon€eni semestru, proto jsme méli béhem zkouskového obdobi plné ruce prace a online tutorialy
nam pomohly praci velmi zefektivnit. Konkrétni data o navstévnosti studujeme v sekci 5.

Po navratu prezen¢ni vyuky se vSak zajem o individualni konzultace obnovil, respektive dokonce
piedcil pred-covidovou dobu. Tutorialy stale tvoti diilezity dopln€k nabidky, zejména v on-line formé
jsou vhodnou alternativou pro kombinované studenty, piip. studenty, ktefi nahle onemocni, apod.

4 Institucionalni prinos MSC a namitKky proti jeho funk¢nosti

Prvotni idea, kterd vedla k zalozeni MSC, byla snaha o zménu nefunkéniho formatu
konzulta¢nich hodin. Tradi¢ni model zjevné studentim nevyhovoval, a proto jej takika viibec
nevyuzivali. Neslo jen o nabizené hodiny (jejich pocet a vhodnost ¢asu), ale také o vhodnost mista.

Presunuti konzultaci do mistnosti, ktera je vhodné situovana tam, kudy studenti pfirozené
prochazeji, je ke konzultacim piimo urcena a je pro n¢ také vhodn¢ vybavena, bourd mnoho umélych
prekazek, které by jinak musel ptekonat student jdouci na konzultaci do kancelaie. Navic nase sdéleni
»jsme tady pro Vas“ a ,,madme spolecny cil“ plisobi na studenty mnohem pozitivnéji a hlavné
vérohodnéji.

Rozhodné se nam tim podafilo zménit studijni prosttedi v tom smyslu, Ze studenti se neciti byt
ve svych problémech opusténi a bezradni, ale maji se kam s divérou obratit o pomoc. Pokud se ukaze,
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7e jejich matematické kompetence jsou pro studium na VS nedostatené, stile maji moZnost se
alespon pokusit vse dohnat.

Z akreditacnich spisti vyplyva, Ze i samotné vedeni univerzity vnima MSC jako dulezity nastroj
k teSeni problému nizké studijni GspeSnosti v bakaldiskych studijnich programech. Pfestoze ptimy
znatelny dopad na pokles studijni neuspésnost se z dat, které mame k dispozici, neda snadno prokazat,
meéni se alesponi ditvody, které studenti uvadéji jako stézejni pro rozhodnuti ukoncit studium.

Relevantnich divoda pro ukonceni studia je celd paleta, od ekonomickych, pies osobni az k
akademickym (studijnim). I kdyz je podle mezinarodnich studii matematika hlavnim akademickym
diivodem neuspé&snosti ve studiu, z nasich zkusenosti vyplyvé, ze na VSB-TUO matematika byvala
spiSe prvnim ,,pohodlnym® vysvétlenim neuspéchu. Pokud maji studenti k dispozici MSC, jsou
V hodnoceni divodii odchodu ze studia znatelné konkrétnéjsi a spektrum ptiznavanych divodu je
mnohem Sir$i. Troufame si fict, ze nasi studenti stale castéji nepovazuji matematiku za
neptfekonatelného straSaka, ale spiSe za obtiznou, le¢ piekonatelnou prekazku. Kazdopadné mnohem
peclivéji zvazuji, jestli jsou ochotni do studia matematiky investovat tolik ¢asu a pile, aby byli uspésni
nebo jestli se vydaji jinym smérem.

Pro mnohé je Casova i intelektudlni narocnost vysoka, zejména proto, ze mezi uchazeci o
studium, a tedy i studenty pfichdzejicimi do prvnich ro¢niki, pievazuji absolventi stiednich
pramyslovych $kol nad studenty z gymnazii. Jejich priprava je v priméru mnohem slabsi, a proto

rrrrrr

.....

TUO, ve srovnani s ostatnimi technickymi univerzitami. Tim lze vysvétlit také dlouhodobou
Gispé&snost VSB-TUO v anketé Skola doporucend zaméstnavateli, viz [10]. Z toho ovem vyplyva
potieba ,,prakti¢téjsiho pojeti” matematiky. Toto pojeti matematiky ma na nasi univerzité dlouhou
tradici, sahajici az k Frantisku Cufikovi, prvnimu profesoru matematiky a deskriptivni geometrie na
VSB v Piibrami, ktery byl autorem prvnich eskych uéebnic kalkulu napsanych adresné pro potieby
inzenyrské praxe, srov. [4]. K této tradici se katedra hrdé hlasi a nové prichazejici zaméstnanci jsou
vedeni ke zfeteli na prakti¢nost.

Pti debatach se studenty v MSC jsem si nékolikrat uvédomil, ze n¢které pojmy nebo postupy
nechdvame v sylabu ne kvili potfebam studentt, ale kvili tomu, Ze je radi u¢ime nebo Ze se nam
prosté jen libi. Toto uv€édoméni vedlo 1 nas ke zménadm v sylabu. Pfitom se ale snaZzime o takové
zmeény, které by nebyly prostym snizenim narokd, ale spise je upravujeme tak, aby lépe odpovidaly
potfebam inZenyrské praxe.

5 Vyvoj nav§tévnosti MSC na VSB-TUO

Z dat, ktera sbirame pfi konzultacich, vyplyva, ze po téméf sedmi letech provozu je MSC velmi
pevné etablovanou souéasti studijniho portfolia na VSB-TUO. Véfim, Ze narlst navitévnosti ve
srovnani stejnych obdobi akademického roku je nejlepSim dikazem tspéSnosti nasi prace.

Zejména diky financim z projektu Technika pro budoucnost 2.0 se nam podafilo navysit pocet
nabizenych konzulta¢ni hodin ze zhruba 20 za tyden na vice nez dvojnasobek, ve vSech aredlech
VSB-TUO, viz ukazku rozvrhu nize.

K poklesu poc¢tu individualnich konzultaci doslo v zimnim semestru 2020/21 a 2021/22, coz jsou
dva ,,covidové® roky, kdy studenti nem¢li ani piili§ moznosti pfijit na osobni ,,on-site* konzultaci.
Tehdy navic ve vétSsim poctu navstévovali hromadné tutorialy. Napiiklad v zimnim semestru 2020/21
jsme na 41 online tutorialech piivitali celkem 898 studentli, coz vytvofilo dosavadni rekord, srov.
tabulku navsStévnosti na dalsi strané. Na druhou stranu nas ale pfimé¢lo k zamysleni, jestli ma
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ptihlaseni studenta na online tutoridl stejnou védhu jako osobni konzultace, kdyz od online studenta
navic tfeba nemame zadnou zpétnou vazbu a ani nevime, kolik z vykladu vitbec vnimal.

Rozvrh Math Support Centre na viech pobockach

UK201 (hlavni areal V5B, mistnost ve spojovaci chodbé& mezi knihovnou a aulou)
FAST (budova na Ludvika Podésté, uéebna H501)

EBI (budova na Lumirové, ufebna LUMB105)

EkF (budova na Sokolské 33, ufebna EkFA317)

on-line (odkaz na pfipojeni u dané konzultace nebo lekce pfimo v rozvrhu)

< > |Dnes a8 7 listopad 2022 Tyden | Den | Seznam

st

I

pa

3
=S

9:00 - 10:30 Lucie 9450 - 1145 P 8:30 - 10:00 Jakub 10:00 - 1330 Marketa
Hejzlarova (LUMB105) - 1 Schreiberova (UKk201) -  fkonvigka (UK201) - ZM,  ||Novotna, Jana Sloufova
ZM, M1, Ml MII, MIII, Past M1, MII, KG, FI (UK2071) - ZM, MI, M1l
10:30 - 12:00 Jakub -16:30 Jakub 11:45 - 15:00 Monika 10:00 - 11:30 Radomir [{13:30 - 15:00 Jan
Konvicka (UK201) - ZM, |lahodova, Jaromir Palacek (LUMB105) - ZM, l|Kotiilek (UK201) - ZM, MI,
E".tépénik (UK201) - ZMm, M1, 11, IV, PaSt, Matlab (2) fjMil

13:15 - 15200 Jakub M, Mil, NM, KG ), 13:30 - 15:00 Lukas
Konvicka (UK201) - ZM, [18:30 Alexandros Belis, [13:30 - 15:00 Vaclav k ine) - fHajek (UK201) - ZM, MI,
MI, Fl Lukas Hajek (UK201) - Votoupal (FAST) - ZM, MI, Ml

14 =

ZM, M, MII, FI DG, KG 12+

Dlouha (FAST) - ZM, MI, J|19:00 - 20:30 Dopliikova|15:00 - 16:30 Jakub Riemel (UK201) - ZM, MI,
MIl, DG, KG hodina z Matematiky Il |Konvicka (UK201) - Zm,  jimil, FI

15:00 - 16:30 Jan (on-line) MI, Mil, KG, FI 15:00 -
Kotdlek (UK201) - ZM, MI, 15:00 - 16:00 Dagmar  ||16:30 Alexandros Belis
Ml Dlouha (FBI) - ZM, MI, (UK201) - ZM, M1, FI

I Ki

18:00 -
19:30 Alexandros Belis
(UK201) - ZM, M1, FI

(UK201) - ZM, M1, 11, IV,
PasT, NM, NM, Matlab

Proto vysledek letosniho zimniho semestru, 871 konzultaci + 308 studentii na tutoridlech,
vnimame mnohem pozitivnéji nez 369 + 898 studentl ze zimniho semestru 2020/21, pfestoze je

v

absolutni pocet letos zhruba a sto navstév nizs$i. A to si ani nepotiebujeme pomoci argumentem
zkraceni letoSniho semestru ze 14 na 11 tydnd, takze do leto$ni sumy pocitdime uz prvni tydny
zkouskového obdobi.

Individualni konzultace v MSC

Zimni semestr 2022/23

Zimni semestr 2021/22

|
|
Zimni semestr 2020/21 I
Zimni semestr 2019/20 NGNS

Zimni semestr 2018/19 NG

Zimni semestr 2017/18 NG

Zimni semestr 2016/17 1IN

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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Zaveér

Z vyse uvedenych argumentt vyplyva, Ze projekt MSC se na VSB-TUO dafi implementovat do
¢eského terciarniho vzdélavani. Okolnosti, které k tomu pfispély je mnoho. Mezi nimi hraje urcité
zasadni roli nadSeny tym tutort spolupracujicich se studentskymi tutory. Spoluprace zaméstnanct a
starSich studentskych tutord je klicova také v propagaci ¢innost mezi nové piichozimi studenty.
Spolecné se studenty se ucCastnime Infoschuizky pro prvaky organizované studentskou organizaci
younie, studenti se také ptikladné staraji o profily MSC na socialnich sitich. Bez moralni a finan¢ni
podpory vedeni by se vSak tento projekt neobesel, takze nezbyva nez si piat, aby vedeni univerzity
V podpote MSC pokracovalo.

Podékovani

Tento ¢lanek vznikl za finan¢ni podpory projektu Technika pro budoucnost 2.0, registra¢ni ¢islo
CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_058/0010212.
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APLIKACE ROZKLADU GRAFU PRI PARALELIZACI
NUMERICKYCH VYPOCTU HUSTYCH MATIC

KOVAR Petr, ZHANG Yifan

VS$B-TUO, Katedra aplikované matematiky, 17. listopadu 2172/15. 708 00 Ostrava-Poruba
e-mail: petr.kovar@Qvsb.cz

Abstrakt: V ¢lanku [1] jsme navrhli metodu rozlozeni vypoétu husté matice na podmatice
s vyuzitim cyklického rozkladu kompletniho grafu Ky na N kompletnich podgrafi K. Para-
metry N a k cyklického rozkladu nejsou nezavislé, musi plati N = k? — k + 1. Navic existence
cyklického rozkladu vychéazi z tzv. p-ohodnoceni, jehoz existence je zndma pouze pro takové
hodnoty parametru k, kde k — 1 je mocninou prvocisla. Pristup pomoci cyklickych rozklada
omezen na systémy se sdilenou paméti. Vzhledem k vyvoji architektury superpocitact se rysuje
moznost implementace s vyuzitim rychlych lokalnich paméti jednotlivych jader, avsak velikost
lokalni paméti je omezena. Ma proto smysl studovat rozklady Ky na Kj, kde k£ jsou malé
pevné hodnoty a N roste libovolné s poctem jader superpocitace. Takové rozklady nebudou
cyklické, konstrukce vychazi pro omezené parametry naptiklad ze Steinerovskych systémiu tro-
jic ¢i ¢tveric a navic pro dalsi vétsinu hodnot N rozklady neexistuji. Na druhou stranu misto
rozkladu lze s Uspéchem vyuzit pokryti grafi, které vychazi z konstrukci kombinatorickych
designti. Cést vipoctu na malém poctu jader je provedena duplicitné (respektive ¢ast paméti
malého poctu jader se nevyuzije). Duplicity 1ze modelovat zdvojenymi hranami, kterym fikdme
exces. Ukazeme, ze pro vétsinu hodnot N je velikost excesu konstantni, jen pro malo hodnot N
je nasobkem N, a proto navrzeny model ma smysl implementovat.

Klicova slova: kombinatoricky design, rozklad, kompletni graf

Navazujeme na ¢lanek: [1] LUKAS, D., KOVAR, P., KOVAROVA, T., MERTA, M., A pa-
rallel fast boundary element method using cyclic graph decompositions, Numerical Algorithms,
70, 807-824 (2015)
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VARIACNI FORMULACE DIFRAKCNI ULOHY
NA PERIODICKEM ROZHRANI

KRCEK Jiri

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie
Fakulta strojni VSB-TU Ostrava
17. listopadu 15, 70800 Ostrava-Poruba
jiri.krcek@vsb.cz

Abstrakt: V prispévku je prezentovana mozna variacni formulace difrakéni tlohy na hlad-
kém periodickém rozhrani mezi dvéma homogennimi materialy, predevéim prechod od tlohy
formulované na neomezené oblasti k iloze na oblasti omezené.

Klicova slova: opticka difrakce, varia¢ni formulace, Helmholtzova rovnice

1 Uvod

Difrakce optické viny na periodickém rozhrani mezi dvéma homogennimi materidly patii
k pomérné casto studovanym tlohdm, zejména v pripadé, kdy je perioda rozhrani srovnatelna
s vlnovou délkou dopadajiciho svazku. Obecné je tato tloha popsana pomoci Maxwellovych
rovnic na neomezenych oblastech s vhodnymi okrajovymi podminkami na rozhrani. Jeden z po-
mérné casto pouzivanych pristupt k feseni této tlohy je metoda konecnych prvki, vychazejici
po teoretické strance z variacni formulace zakladni tlohy - viz napf. [1], [2]. V nésledujicim
textu je ukazan mozny zptisob prechodu k tloze na omezené oblast a nasledné variacni for-
mulace difrakéntho problému. Jiny mozny ptistup je formulace pomoci hrani¢nich integralnich
rovnic [3].

2 Formulace problému

Zkoumame tlohu optické difrakce na hladkém rozhrani mezi dvéma homogennimi materi-
aly. Rozhrani S : x3 = f(x1) je A—periodické v proménné x; a konstantni ve sméru osy xs.
Toto periodické rozhrani s jednotkovou norméalou v rozdéluje prostor na dvé neomezené oblasti
Qq, 9, na kterych jsou homogenni materialy charakterizovany konstantnimi relativnimi per-
mitivitami e # @ Im (¢0)) > 0, j = 1,2 a relativnimi permeabilitami g = §® = p, viz
Obrazek 1.
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Obrazek 1: Periodické rozhrani.

Incidentni monochromatickd rovinnd vina s vlnovou délkou A a vinovym ¢islem ko = 27/
dopadéd z oblasti Q) pod thlem dopadu # méfenym od kladného sméru osy xs. Prosto-
rové zavislé faktory EVY) = E low), H W = H lou) vektort intenzit elektromagnetického pole
E(X)e ! H(X)e ! (kde X = (1,22, 73)) s thlovou frekvenci w spliiuji v prostiedich bez
volnych naboju Maxwellovy rovnice a budeme je hledat jako reseni tlohy

V x BEY) = ikouHY) | V x HY = —ikeeWEV) pna QU (1)
vx (EY-E%) =0, vx(HY —H®)=0 mnas, (2)
OEY , _ OHW ‘ }
i _ kD REW | = i _ kDO ) =
);E)nooX< X ik E ) o, )}&X( X ik H 0. (3)

V rovnicich (1) je charakteristickd impedance vakua \/po/¢ bez Gjmy na obecnosti zahrnuta
do vektoru H. Okrajové podminky (2) na rozhrani S s jednotkovou normdlou v smétujic
dovniti oblasti QM) vyjadiuji spojitost tecnych slozek vektort pole, Sommerfeldovy radiaéni
podminky (3) (kde X = | X|a kW) = koy/uel@ ) odpovidaji skutecnosti, e vektory intenzit musi
mit pro vzdalend pole omezené slozky. Rovnéz budeme predpokladat platnost Maxwellovych
divergenc¢nich vztaht

V-EY =0, V-HY =0 na QU . (4)

Od Maxwellovych rovnic pak lze obvyklym zptsobem prejit k Helmholtzovym diferencialnim
rovnicim pro jednotlivé vektory intenzit elektromagnetického pole.

7 teorie optické difrakce je znamo, ze periodické rozhrani moduluje reflektovanou i transmi-
tovanou vlnu v souladu se svou periodou (Floquetiv teorém, [4]). V dusledku této skute¢nosti
je elektromagnetické pole v homogeni oblasti s periodickou hranici superpozici spocetné mnoha
diléich poli — tzv. Rayleighovych médu (vidu), jejichz fad oznacuje index n. Kazdy z nich je
charakterizovan vlnovym vektorem (viz Obrazek 2)

k9 = (a,,0,89%)) (5)
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kde

ap = koy/epsind | o, = g + %Tn : (@(lji))2 _ (k(j))z a2 (6)

Pti stanoveni dopfednych a zpétnych konstant siteni je nutno respektovat drive uvedené pred-
(0-)

k2

k()
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kl
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Obrazek 2: Difrakéni médy vzdaleného pole.

poklady, tj. orientaci soutadného systému (viz obr. 1) a tvar materidlové funkce (Im(e) > 0).
Na tomto zakladé obdrzime pro dopfednou (x3 — —oo, index (+)) konstantu sifeni

(k) — a2, KO e R, (K9)* —a2 >0,

B = ¢ a2 — (k(j))2, kU) € R, (k(j))Q — a2 <0, (7)

(k) —a2 A Im(B7) >0, TIm (k©) #£0.

Je pritom uplatnén obvykly predpoklad, Ze incidentni opticky svazek dopada z bezztratového
prostredi, tzn. oy € R. Zpétné médy (x5 — +oo, index (-)) maji konstanty sifeni s opa¢nym
znaménkem. Zaroven je treba zduraznit, ze pri priuchodu rozhranim se pricné konstanty an
zachovavaji v dusledku spojitosti tecnych slozek na hranici, zatimco podélné konstanty ﬁn
jsou materidlové zavislé a méni se adekvatné relaci (6).

3 Klasicka formulace

Jelikoz uvazovana prosttedi i hladké rozhrani mezi nimi maji podle predpokladf konstantni
vlastnosti podél osy w9, budou takové i hledané vektory intenzit elektromagnetického pole a
cely problém miuzeme formulovat jako 2D tlohu v roviné x5 = 0.

Nejprve zavedeme fiktivni rozhrani

Iy = {[ry, 23] €R? 25 =b>max f(z;)}, (8)
Iy = {[z1,23) €R? 23 =—b < min f(z,)}, (9)
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kterd rozdéli rovinu xo = 0 na ¢tyfi oblasti

Qgc)t {[x1, 23] € R? 25 > b},

Qz(ylu)t = {[x1,23] € R?, f(z1) < w3 < b}, (10
02 = {1, 23] € R?, —b <y < f(x1)},

Qgc)t {[z1, 23] € R?, 23 < —b} .

Oznacime-li 2 = % U Su®?

int mt, pak pro relativni permitivitu plati

e = konst. na Qezt,
e(xy,x3) = ez, x3) na €, (11)
2 = konst. na QP

ext*

Nasim cilem je urcit vektory intenzit elektrického a magnetického pole v oblasti 2, kde
pro funkce E(z1,x3), H(x1,23) muzeme od Maxwellovych rovnic prejit obvyklym zptusobem
k Helmholtzovym rovnicim (k = ko, /11€)

AE+KE =o, (12)
1
AH — kQV(k2) (VxH)+KkKH=o0. (13)

Prostredni ¢len ve druhé z rovnic je disledkem materidlové nehomogenity v oblasti §2. Tecné
slozky na novych hranicich musi byt opét spojité, coz vede k podminkam

x(H-HY) = o,

. I, =1,2. 14
VX(E_E(J)) - o, nalj, J ) (14)

V souladu se zavedenou praxi je obvyklé fesit toto zadédni pro dvé zédkladni linedrni po-
larizace svazku — pricné elektrickou (TE) a pficné magnetickou (TM). Pak jednotlivé vektory
intenzit nabyvaji tvaru

E,= (0, E5,0), H,=(H, 0, H3) pros— polarizaci (TE — vlny) ,

E,=(FE, 0, E5), H,=(0, H,, 0) prop — polarizaci (TM — vlny) . (15)
Oznacime-li pro zjednoduseni
| Ey(x1,23)e7' "1 pro s — polarizaci,
u(zy, v3) = { Hy(xq,13)e™*%  pro p — polarizaci, (16)
bude na zakladé Maxwellovych rovnic pro zbyvajici slozky platit v prvnim pripadé
i ou i ou
H = —¢%% — Hy = — —e' " | — 4+ igu | , 17
Y kop dx3 ’ ko <3I1 ’ ) (17)
ve druhém
i ou i ou
B, = — — gloorn Z2 Fla — — i@z [ 27 ] 18
! koe’fe al'g ’ 3 koe’f ¢ (81‘1 * 1050“) ( )
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Bude-li déle V, = V + (i, 0,0), nabyvaji rovnice (12), (13) jednodussi skaldrni podobu
Viu+k*u = 0, (TE pole) (19)

1
Va- (ﬁvau> +u = 0, (TM pole) (20)

s upravenymi hrani¢nimi podminkami (14)

| Jou_ ouv)
w=ud, U aZ: i} nal,, j=1,2 , (21)

kde c¥) = 1 pro TE a ¢ = £0) /e pro TM polarizaci.

4 Periodicka formulace
Relativni permitivita na oblasti €2 je A-periodicka funkce v proménné z, tj.
e(x1,x3) = e(x1 + nA, x3) Viry,z3) €Q, neZ. (22)

Tato vlastnost soucasné s charakterem vinového vektoru indukuje A—kvaziperiodicitu funkce u
v Fromenne x1 s periodou A, coz umoznuje vyjadieni Fourierovou fadou. Ve vnéjsich prostiedich
1

Qerr a Qo kterd jsou homogenni a izotropni, je vysledné pole tvoreno Rayleighovymi mody:

()
(w1, 23) ZW onmties) - =1,2 (23)

Abychom mohli nahradit Sommerfeldovy radia¢ni podminky (3) korektnimi podminkami na
zavedenych fiktivnich hranicich I'y a 'y, musime zvolit postup, ktery vhodné svaze nehomogenni
pole v této oblasti s vnéjsimi Rayleighovymi médy. Dle (23) ziskdme vyrazy pro koeficienty
1) (2

a Q!

et et~ Protoze uvnitt oblasti €2 nejsou

rozvoje funkce u(xy, z3) pri prodlouzeni do oblasti €2
odliseny dopredné a zpétné mddy, musime v Qemt, kde se soucasné s difraktovanou vlnou Siri
(pouze na nultém difrakénim fadu) vina dopadajici, odecist jeji zpétny mdd. Vysledné vztahy

proto maji nasledujici podobu:

un(b)e_w&k)“, n#0

o,
ug(b)eio” @) 4 gify s _ =B @)y — (24)

02 = Un(— b)e 8 watt)

ext

U (z3)

Odtud snadno odvodime derivace vzhledem k jednotkové vnitini normale v na fiktivnich hra-
nicich:

Oup|  Ou, B —ih D), n#0
Ovine Orslnmt |00 ) 4 2180,y = (25)
ou ou
n __Ytn — :n(2+) —b
81/ I'2 8553 r3=—"b 16” U’n( ) .
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Sumaci odvozenych ¢lenti obdrzime pozadované hrani¢ni podminky pro periodizovanou tlohu:

Ou :{ 21581+)eiﬁél+)b+7‘1(u) na Iy, (26)
ov T2 (w) na Iy,
kde
Tiw) = =iy B uy(b)e*, (27)
To(u) = —iY B uy(=b)e . (28)

Rovnice (19) s podminkami (26) predstavuje nehomogenni Neumannovu okrajovou ulohu za
predpokladu, ze .
(K9 £ a? . (29)

Uvedeny pozadavek vylucuje rezonanc¢ni stavy a zajistuje existenci feseni ve vnéjsich oblastech.
Lze ukézat, ze tlohy (19), resp. (20) s okrajovymi podminkami (26) maji jednoznac¢né feseni
1) @

u(x2, x3), které ma spojité parcidlni derivace druhého faddu uvnitf oblasti €2;,;, €7, a spojité
derivace prvniho fadu na jejich hranicich neboli
w(zy, z3) € QD UAPH N CHQUTDL UTY) . (30)

5 Varia¢ni formulace

Vzhledem k predpokladané periodi¢nosti vSech materidlovych veli¢in i hledané funkce u
budeme nadale jako oblast €2 uvazovat pouze jednu jednu periodu ptivodniho pasu, tj.

Q={[x1,z3] € R?, 2, € (0,A), 23 € (-, b},

pricemz I'y, I'y predstavuji nadale jednu periodu ptivodnich hranic.

Ukazeme nyni postup pfi odvozeni varia¢ni formulace okrajové tlohy pro Helmholtzovy
rovnicie (19),(20). Lze dokézat, ze Greenovu vétu pro operator div(y Vu) lze formulovat i s ope-
ratorem V,. Pak na omezené oblasti 2 a pro funkce 1, u, v € C3(2) N C1(9Q) plati

/Va - (YVau)v*dQ = — /wvau(vav)* dQ + /wg—:jv* as . (31)
Q o0

Q

Uvazujme prostor V = H;er(Q), tj. prostor tvoreny funkcemi v, které jsou A-periodické v pro-

ménné x; v pasu —b < x3 < b a v € H(Q2). Pak pro TE vinu je vzhledem k (19) rovnice

/ (V2u + k%u) v* dQ = 0 (32)
Q

splnéna pro libovolné v € V, pricemz * oznacuje veli¢inu komplexné sdruzenou. Aplikujeme-li
na tuto rovnici formuli (31) pro ¢» = 1 na €2, obdrzime nésledujici vysledek:

—/Vau(vav)* ds2 —|—/k2uv* dQ) +
Q Q
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/T u) You dr+/75 w) vt dl = 2iB{" -lﬁo)b/w dr, (33)
Iy
kde v € H/2(Q) je Dirichletova stopa funkce v € H'(Q) [5].

Analogicky postup lze uplatnit i pro TM polarizaci v rovnici (20). Aplikace Greenovy
formule (31) pro ¢ = 1/k*(z1, z3) dava

1
—/ﬁvau(vav)* ds) + /uv* ds) +
Q 0

1 1 (1) 1
+ 1\2 7-1(u) '7071* dl’ + TN E(U) ’)/01)* dl’ = 2iﬁ(()1)e71f35 b Y fyov* dar . (34)
(K2, (k)2 (kD)

I8}

Pro standardnim zptisobem zavedené prostory stop Hl/ 2(T';) i odpovidajici duélni prostory
H=Y/2(T;) [5] lze ukazat, 7ze operatory 7T, : HY2(I';) — H™Y2(T;) dané vztahy (27) a (28) jsou
spojité.

Oznac¢ime -li pro zjednoduseni

Brg(u,v) /Vau Vav)* dQ+/k2uv dQ—l—/Tl u) YoU dF+/7§ w)yov*dl,  (35)
Q

1 1
Bra(u,v) = — / =V, u(Vav)* dQ + /uv* dQ) + [COE /7’1(u) Yov* dl' +
I'1

k2
Q Q
1 *
+ (k@2 Ta(u) you™ dT (36)
Ty
a
Fro(v) = 2ipe %0 / Yo dT’ (37)
1N
—1 (1 1 *
Fruo) = 280 o [ ar (38)
Iy

muzeme zapsat variacni formulace obou zakladnich tloh v kompaktni formé

(varTE) ?wueV : Brg(u,v) = Frgv) YveV,

(varTM) ?ueV : Bry(u,v) = Fru(v) VoeV. (39)

Materialové veli¢iny vystupujici v bilinearnich forméach Brg, Brys splnuji diive deklarované
pozadavky .
Ime¥ >0, Imk(xy,23) >0, (40)

Pomérné silnd tvrzeni o existenci a jednoznacnosti feseni uloh (varTE) a (varTM) lze
dokézat 1ze- li pfedpoklédat bezztrétové materiély Ve strucném resumé uvadime nékolik nej-

vvvvvv
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e Jsou-li splnény predpoklady (40), pak pro libovolny, pevné zvoleny maximéalni tihel do-
padu 6y € (0, §) existuje frekvence wy > 0 takovd, ze uloha (varTE), resp. (varTM)
mé jednoznacné feSeni u € V pro vSechny thly dopadu |0] < 6y a vSechny frekvence
w e (0, CU(]>.

e Jsou-li splnény predpoklady (40), rezonan¢ni podminka (29) a tloha (varTE), resp. (varTM),
je jednoznacné Tesitelna, pak toto Teseni zavisi spojité na w a 6.

e Je-li za platnosti predpokladi (40) navic Im k(xq1,23) > 0 v néjaké vlastni podoblasti
Qg4 C Q, pak pro kazdou frekvenci w > 0 existuje nejvyse jedno teseni u € V tlohy
(varTE), resp. (varTM).

Zavér

Difrakéni iloha na hladkém periodickém rozhrani mezi dvéma homogennimi materialy byla
pro dvé zakladni polarizace incidentniho svazku formulovana ve varia¢ni podobé na omezené
oblasti. Takto formulované tlohy jsou dobrym teoretickym vychodiskem pro reseni metodou
konecnych prvki.
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Numerical Solution of the Navier-Stokes System with the
Stick-Slip Boundary Conditions

Radek Ku&era'?, Vladimir Arzt’, Jaroslav Haslinger'? and Viclav Satek>*

'FME, VSB-TUO, 17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava-Poruba, Czech Republic
2[T4Innovations, VSB-TUO, 17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava-Poruba, Czech Republic
3FEECS, VSB-TUO, 17. listopadu 15, 708 00 Ostrava-Poruba, Czech Republic
4FIT, BUT, BoZetéchova 1/2, 612 66 Brno, Czech Republic

Abstract. The steady Navier-Stokes system with the stick-slip boundary conditions is discretized by the mixed finite element
method combined with the numerical approximation of the boundary integrals. The Oseen iterations linearize the convective term
while the semi-smooth Newton method treats the non-smooth stick-slip boundary conditions. The inner linear systems are solved
by the BICGSTAB algorithm with preconditioning. Numerical experiments demonstrate the efficiency of the proposed method.

INTRODUCTION

Let Q c R? be a bounded domain with a sufficiently smooth boundary Q which is split into three nonempty, disjoint
parts yp, yn, and yg open in d€Q such that 0Q =y, U7y, Uy,. On Q we consider the flow of a viscous incompress-
ible Newtonian fluid modelled by the steady Navier-Stokes equations with the Dirichlet and the Neumann boundary
conditions on yp, and yy, respectively, and with the impermeability and the stick-slip boundary conditions on ys:

—nAu+ w-Vyu+Vp=f in Q,
V-u=0 in Q,

u=up onvyp,

o=0y onvyy, (D

u, =0 onvys,

u=0=lol<g on s,

oy + glug| + Ku,2 =0 onys,

where u : Q — R? is the velocity vector, p : Q — R is the pressure, > 0 is the viscosity, f : Q — R2? describes
the forces acting on the fluid, up : yp — R? and oy : yy — R? are the Dirichlet and Neumann boundary data,
respectively. Further, n := n(x) and ¢ := #(x) are the unit outward normal and tangential vectors at x € JQ. The
normal and tangential components of the velocity # and the stress o are defined by u, =u -n,u, =u-t,0, = o -n,
o, = o-t, respectively, where o = n0u/0n— pn is the stress on dQ. On yg we consider the slip bound g : ys — R, and
the adhesive coefficient « : yg — R,. Sufficient conditions guaranteeing the existence and uniqueness of a solution
to this class of problems are established in [2, 7]. We will propose the numerical algorithm for solving (1) based
on the mixed finite element approximation. We start from the four-field weak formulation of (1) that decouples the
convective term and the stick-slip boundary conditions. The algorithm combines three loops: the Oseen iterations
linearize the convective term, the semi-smooth Newton (SSN) method treats the stick-slip boundary conditions, and
the BiCGSTAB algorithm solves the inner linear systems. We extend the SSN method proposed in [5, 4] for solving
the Stokes problem. The implementation uses the vectorized codes [6, 1].
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FOUR-FIELD OSEEN ITERATIONS

The velocity set and the forms are defined by
Vup = (v € (H'(Q))* : v =up on yp},
a(w,v) =1 [, Ywi - Vv + Vwy - Vo dx,  b(g.v) = — [, q(V -v)dx,
c(z;w,v):fg(z-V)wwdx, f(v):fgf-vdx+LNo'N-vds,
jv,w) = fys glve| + kwyv; ds,

respectively, where v,w,z € (H'(Q))%, v = (vi,v2), w = (Wi, wy), ¢ € LX(Q), f € (L2()?, oy € (L*(yn))?, and
2.k € L2(ys). We denote by H'/?(ys) the trace space of functions from H'(Q) on ys with the dual H~'/?(ys) and
the duality pairing (-, -). Using the Green formula, we get the four-field weak formulation of (1). The Oseen iterations
based on the four-field weak formulation read as follows:

Givenu® € V,,,.

Find (", p*,ak,ak)y e v, x L2(Q) x H™V2(ys) x H"V2(ys) for k > 1 such that
a@*,v) + c@;uk,v) + b(pF,v) — (oK, vy = (TFvy = f) =0 Vv € Vo0,
b(g,u*) =0 Vg e LX(Q),

(pupy =0 Ve H 'P(ys),

(kv —uby + jv,ub) - j@k u*) >0 YveV,,.

2

Notice that the convective term (the form ¢) and the stick-slip boundary condition (the form j) are decoupled.

To approximate (2) we use the P1-bubble/P1 finite element pair [6, 1] on a triangulation 7, of Q. The form j and
the duality pairing -, -) are represented by the integrals over ys, which are evaluated by quadrature formulas. Denote
by n,,, ny the number of nodes on Q, ¥s \ ¥p, respectively, and n, = 2(n, —ny), where n, is the number of nodes on yp,.
We arrive at the following algebraic counterpart of (2):

Givenu® € R".

Find (uk, p*, sk, sK) € R x R x R™ x R for k > 1 such that

AW hHut + B, HTp* + NTsk + TTsk — b!) = 0,

Byt — Eut)pt — e(ut) = 0,

Nuf = 0,

—STT(v - ub) + g7 (ITv] - [Tu"]) + @)TTTD, T(v —u") 2 0 Vv e R™,

3)

where A¥ := A(u*™!) € R™*" is the non-singular, non-symmetric convection-diffusion matrix, B := B,(u*"!) €
R B;‘ := B;(u*~!) € R"*" are the full row-rank gradient, divergence matrices, respectively, and b* := b(u*"!) €
R™ is the vector of nodal forces. Note that B, Bf, and b* depend on u*~! due to the bubble component elimination
while the symmetric, positive semidefinite matrix EX = E(u*') € R™*" and ¢f = ¢(u*') € R™ are the artefacts
of this elimination. The remaining data in the k-th step of (3) are independent of u*~!. The full row-rank matrices
N,T € R** are defined by the normal, tangential vectors n; := n(x;), t; := t(x;) at the nodes x; € Y5 \ ¥p,
ieN:={l,...,n5},and g = (5,71,...,g,,\)T € R™, Dy = diag(k) € R™*", k = (ki,. ..,Kn'\_)T e R™ with g; = h;g(x;),
ki = hi(x;), where h; is the length of segments defined by 77, and sharing x;. The entries of u*, p* and sk, sf

approximate the nodal values of u¥, p* and —o¥, —o¥ at the nodes of Q \ 7;, and ¥ \ 7, respectively.

SEMI-SMOOTH NEWTON METHOD

We will show how to solve the systems in (3), in which we will omit the index k. Let Py, : R — [a,b] be the
projection of R on the interval [a, b], a < b defined by the max-function:

Ppap(x) = x — max{0, x — b} + max{0,-x+a}, xeR.
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It is easy to prove that the last inequality in (3) is equivalent to
Sti = Plgrwi(Twy, gir(mw1 (86 + pi(Tw);), i€ N, @)
where p; are arbitrary positive constants. We distinguish two cases in (4):

ifk;=0,p;=p>0: 0 = p(Tu); — max{0, s; + p(Tw); — g;} + max{0, —s; — p(Tu); - g}, }

-1 -1 )
(Tu); — max{0, k7" (s — g»)} + max{0, &7 (—s; — g}

ifk; >0, p; =« : 0

Next, we divide N into two subsets Ny = {i € N : x; = 0}, N; = {i € N : x; > 0} and introduce the sub-vectors
SiNos SIN, » 8No» 8N, » Ky, and the sub-matrices Ty, Ty, , Dy, = diag(ky,). Problem (3) can be written as a system of
non-smooth equations:

Au+B]p+NTs, +T’s, - b

Bu-Ep-c

Nu =0, ©)
PTr,u — max{0,s,n, + pTru — gp, )} + max{0, —s;n, — pTr, 0 — 8p,)

Ty, u—max{0, D (s, — gx,)} + max{0, Dl (=sin, — gn.)}

where the max-function is understood component-wisely.

Let G : Ru**2ns 5 Ru+M+20s denote the function defined on the left of (6). Since G is semi-smooth in the
sense of [3], the SSN method can be used:

G()(yl)yl+1 — G()(yl)yl _ G(y[), | = 0’ 1... , (7)

where G°(y) is the generalized Jacobian matrix to G(y) at y and y° is the initial iteration. This iterative process
generates a sequence {y'}, for which we expect the (local) superlinear convergence rate. The efficient implementation
of (7) uses the inactive and active sets at y*:

Ij={ieNy:si+p(Tu);—g; >0}, I;={ieNy:—sl,—p(Tu)—gi >0}, Ay=No\(T§UIy)
and
ITri={ieN,:s—g>0}, I, =lieN,:-sk-g>0}, A =N \TIUTI).

We will use the indicator matrices D(Z7), D(Z7), and D(Z} U I7). The indicator matrix of the index set S being a
subset of N, is given by D(S) = diag(si, ..., s;s)), where s; = 1 fori € S, s; = 0if i ¢ S, and |S| denotes the cardinality

of S. Tt is easy to show that s/;! = g7+, s/*! = —g;-. The remaining components of the new iterate y'*' in (7) solve the
0 0

linear system:

A ‘ B'ul' NT T;” TTN+ u[+1 f)
I+1
B, [-E 0 0 0 P ¢
N|{o o o 0 S 1= 0 ®)
Ta | 0 0 0 0 iy 0
Ty, | 0 0 0 -DDIiury) sy g

where b = b — T} g + T}, gr;and g = D,;l (D(Z7) — D(I1)gn, . In order to reduce the size of linear systems, we
0 0
prefer to solve instead of (8) the corresponding Schur complement system:

Sr'*' = C,A'b-h )
with § = C;A™'CT + D and
Bu B[ pl+l ¢
| N | N o IR | se |0
Co=| 1, | ©=| 1 [ P=dies®00.DDITUI), =) i | h=| g | (10)
T, Tn. Six. g

For solving (9) we use the BICGSTAB algorithm with the preconditioner P = diag(Cldiag(A)’lCI + D) that ap-
proximates the diagonal of S. Heuristic arguments based on the comparison with the Stokes problem say that this
preconditioner avoids ill-conditioning, if /; or x(x;) is small. Finally note that both inner loops (iterations of the SSN
method and the BICCGSTAB algorithm) are terminated adaptively by the technique described in [4].
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NUMERICAL EXPERIMENTS

We consider the L-shaped domain Q = (0,5) x (0,2) \ S, S = (0,1) x (0,1) with the partition of 9Q as follows:
YD = Yiop Y Viesi» YN = {5} X (0,2), and ys = 0Q \ (yp Uyn), where yiop = (0,5) X {2}, yierr = {0} x (1,2). Further
f=0, UDlyyp = 0, UDly ;= ((x2 =2)(1 = x2),0), on = 0, and k = 10. We report the number i of the Oseen iterations,
the cumulative number itgqy of the SSN iterations, and the total number ng of the matrix-vector multiplications by
the Schur complement S. Note that ng determines the computational complexity. The computational efficiency with-
out/with preconditioning for different 7 and g is shown in Tables 1 and 2. One can see that smaller value of 7 requires
higher computational costs and that the preconditioner plays an important role. We refer to [1] for other experiments.

TABLE 1.7 = 0.902 and g = 0.1.

Preconditioner without with

I’l,,,/l’lp/ns it/itgsv/ng time(s.) it/itgsn/ng time(s.)
288/174/29 3/23/975 0.17 3/17/295 0.08
340/206/31 3/28/1434 0.23 3/14/236 0.07
1,348/744/63 3/35/2,943 1.38 3/14/350 0.27
5,362/2,819/127 3/35/6,673 21.55 3/12/394 1.81
21,382/10,965/255 2/24/4,325 87.23 3/15/695 17.10

TABLE 2. n = 0.00902 and g = 0.001.

Preconditioner without with

nu/n[,/ns it/itgsn/ng time(s.) it/itssn/ng time(s.)
288/174/29 6/65/3,862 0.52 6/102/789 0.17
340/206/31 6/50/3,741 0.62 6/107/856 0.19
1,348/744/63 5/90/8,458 3.82  7/110/1,140 0.80
5,362/2,819/127 5/68/23,668 76.44 8/97/1,372 5.95

21,382/10,965/255  5/321/28,4109  5712.67 8/93/1,794 45.21
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TEST CHAOSU (-1 A JEHO APLIKACE V EKONOMICKYCH MODELECH

LAMPARTOVA Alzbéta

VSB- Technicka univerzita Ostrava, Katedra matematiky a deskriptivni geometrie,
17 listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava-Poruba
alzbeta.lampartova@vsb.cz

Abstrakt: Cilem prednaSky je predstavit test chaosu 0-1, ktery umoziuje detekci chaotického a
regularniho chovéani dynamickych systémul. Jeho aplikace bude demonstrovana na modelu
heterogenniho Cournotova oligopolu.

Klic¢ova slova: dynamicky systém, test chaosu 0-1, bifurkace, oligopol, Cournotitv model
Vysledky prezentované na piednasce byly publikovany ve ¢lanku: Lampart, M., Lampartova, A.,

Orlando, G.: On extensive dynamics of a Cournot heterogeneous model with optimal response.
CHAOS 32(2), 2022.
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VRSTEVNICKE HODNOCENI VE VYSOKOSKOLSKYCH MATEMATICKYCH
PREDMETECH

MASILKO Lukas!, REBENDA Josef?

Masarykova univerzita, Pedagogicka fakulta, Katedra matematiky, Poti¢i 31, 603 00 Brno a
Stiedisko pro pomoc se specifickymi naroky, Komenského nam. 2, 602 00 Brno
2Vysoké uéeni technické, Fakulta elektrotechniky a komunikaénich technologii, Ustav matematiky,
Technicka 2848/8, 616 00 Brno a Stredoevropsky technologicky institut, Purkynova 656/123,
612 00 Brno
masilko@teiresias.muni.cz, rebenda@vutbr.cz

Abstrakt: V tomto pfispévku jsou popsany zkuSenosti se zavadénim (vzajemného) vrstevnického
hodnoceni v matematickych pfedmétech nabizenych na dvou brnénskych vysokych Skoléch,
Masarykové univerzité a Vysokém uceni technickém. Jedna se tedy o dva pfipady, které demonstruji
pouziti v raznych kontextech. V pfedmétech Pedagogické fakulty MU studenti hodnoti pisemné
feSeni piikladi vypracované jejich spoluzdky, zatimco v kurzu Fakulty elektrotechniky a
komunikacnich technologii VUT poskytuji studenti zpétnou vazbu ke kratkym video prezentacim
pfipravenych spoluzdky na zadané téma. Motivaci vyucujicich k zavedeni této metody formativniho
hodnoceni byla snaha donutit studenty k pribézné ptipravé. Pfi ndvrhu a implementaci bylo vyuzito
funkcionality e-learningovych systémt, s nimiz studenti obou univerzit bézné pracuji. Diky zpétné
vazbe¢ ucastnikt vrstevnického hodnoceni z let 2021 az 2023 pak byly provedeny nékteré dil¢i zmény
V nastaveni obou aktivit. V zavéru piispévku autofi diskutuji vyhody a nevyhody prezentovanych
forem vrstevnického hodnoceni, vyuzitelnost tohoto konceptu ve vysokoskolskych matematickych
predmétech a faktory, které maji vliv na formy a cile, s nimiz ucitelé tento typ zp€tné vazby mohou
chtit vyuzit ve své vyuce.

Klicova slova: vrstevnické hodnoceni, matematika, e-learning

1 Uvod

V kontextu vzdélavani rozumime “zpétnou vazbou” informace tykajici se rznych aspekti
studijniho vykonu nebo pochopeni studovaného tématu poskytnuté “agentem”, coz mize byt
naptiklad vyucujici, spoluzédk, ucebnice, rodi¢ nebo vlastni zkusenost.

Obecng, zpétna vazba je z psychologického hlediska uklidnujici, a lidé radi dostavaji zpétnou
vazbu na sviij vykon, i kdyby to na n¢j nemélo zadny vliv. Proto je dulezité nezaméinovat potifebu
zpétné vazby s otazkou, zda zpétna vazba ma vliv na vykon nebo ne [1, s. 95].
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Jak pozitivni, tak negativni zpétna vazba mohou mit pozitivni efekt na proces uceni. Vysledny
efekt konkrétni zpétné vazby zavisi na tom, na kterou soucast vzdélavaciho procesu je ta zpétna vazba
zaméiena. Lepsi je hodnoceni “ad rem” (diiraz na obsah) nez “ad hominem” (diiraz na hodnotici
osobu) [5, s. 31].

Vétsina hodnoceni ve vzdélavani dodnes obsahuje minimum zpétné vazby, Casto proto, ze je
hodnoceni pouzivano jako méfitko externi odpovednosti, tj. urovné plnéni pozadavka danych zvenku,
spiSe nez nastroj zpétné vazby, ktery je soucasti interniho vzdé€lavaciho procesu. Pro pokrok ve
vzdélavacim procesu je dulezitd zpétna vazba a interpretace hodnoceni, ne body a znamky.

Studenti Casto vnimaji zpétnou vazbu jako zodpovédnost nékoho jiného, obvykle ucitelt, jejichz
naplni prace je poskytovat jim informace o tom, jak dobie si vedou, jaké jsou jejich cile a jak maji
pokracovat dal. To neni ptekvapujici, uvédomime-li si, ze pti prichodu vzdélavacim systémem se
zaci a studenti setkavaji vétSinou s tzv. heteronomnim hodnocenim, tj. hodnocenim poskytovanym
uciteli. Pfitom se sami studenti mohou stat poskytovateli zpétné vazby, a to prostfednictvim tzv.
autonomniho hodnoceni. Autonomni hodnoceni zahrnuje jak hodnoceni ze strany vrstevnikd, tak
sebehodnoceni [5, s. 26-27].

Autonomni i heteronomni hodnoceni maji ve vzdélavacim procesu svij vyznam. Heteronomni
hodnoceni je nutné pro to, aby ucitel mohl do hodnoceni ptinést svoji znalost obsahu, ale smysl a cil
hodnoceni je v tom, aby se zak saim naucil hodnotit. Pokud tento cil pfijmeme, pak heteronomni
hodnoceni nejde oddélit od autonomniho hodnoceni, protoze formativni hodnoceni je nutna spojnice
mezi zakovskou “nepoucenou” autonomii a “znalou” heteronomii ucitelského hodnoceni [5, s. 27].
Aby si Zaci odnesli z hodnoceni spoluzakii potiebnou zpétnou vazbu, je vhodné nastavit pravidla
tykajici se vrstevnického hodnoceni, mezi néz patii ohleduplnost, slusnost, uznani spoluzaka a
konstruktivni zpétna vazba [5, s. 27].

1.1 Motivace

Na pocatku naSich tivah o zavedeni vzajemného hodnoceni byla snaha donutit studenty
Kk prabézné piipravé. Ucebni osnovy matematickych piedméti jsou ¢im dal tim nabitéjsi a ve vyuce
nezbyva tolik ¢asu na poctivé procvi€eni ziskanych matematickych znalosti a dovednosti. Nabizela
se mySlenka zavést domaci tkoly ¢i jinou formu pribézné prace, a motivovat tak studenty
k pravidelnému studiu béhem vyukového obdobi, aby pro né zavére¢né testovani znalosti nebylo tak
“bolestné”. OvSem pii vysSim poctu studentl na jednoho ucitele (50 a vice) mize byt hodnoceni
prabézné prace studentli pro vyucujici vyCerpavajici. Proto se zacaly objevovat uvahy o moznostech,
jak do procesu hodnoceni a poskytovani zpétné vazby zapojit studenty.

Myslenku jsme zacali realizovat na Fakulté elektrotechniky a komunikacnich technologii
Vysokého uceni technického v Brné (FEKT VUT). Bylo rozhodnuto, ze ikolem student bude natocit
kratké video na zadané téma a poté podle zadanych kritérii ohodnotit n¢kolik videi jinych studentt.
Zamérem bylo dat studentim pfilezitost se kromé studia matematiky zdokonalit i v dalSich
dovednostech, o nichz jsme piedpokladali, ze je budou potiebovat. Jednak jsme chtéli studenty
motivovat, aby se nebali o matematice hovofit a ucili se “matematicky” vyjadfovat. Dale jsme
predpokladali, Ze pokud maji studenti natocit video, kde bude slyset, co tikaji, tak se budou snazit,
aby to, co fikaji, davalo smysl. Tim padem se budou snazit tématu porozumét a diikladné se ptipravi.
To se Casto nedéje v ptipadé “pisemné piipravy”, kdy studenti pouze okopiruji material z internetu a
ani neuvedou zdroj. Poskytovani zpétné vazby na videa jinych studentll jim dava pfilezitost 1épe
porozumeét tématlim v prezentacich, které maji hodnotit. Také jim to ddva moznost zamyslet se nad
tim, jak vylepS$it vlastni videa na zaklad¢ obdrZzené zpétné vazby, nebo diky inspiraci z video
prezentaci, které méli hodnotit.

V predmétech vyucovanych na Pedagogické fakulté Masarykovy univerzity (PdF MU) nejdiive
ucitelé zavedli tzv. cviéné odpovédniky, tj. volitelnou aktivitu slouzici pro pribézné procvicovani.
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Jde o testy (kvizy) na urcité téma, které si studenti mohou kdykoliv spustit a z pfedem ptipravenych
sad ptikladii si ndhodné vygenerovat zadani nékolika matematickych pocetnich problému. Po jejich
vyteSeni zadavaji vysledek do editacniho pole, nebo jej vybiraji z nabizenych variant. Po ukonceni
kvizu se studenti dozvi, zda je vysledek jejich pocitani spravné ¢i ne. Nedostavaji vSak zpétnou vazbu
co se tyCe postupu feSeni €i upozornéni na piipadné chybné kroky nebo uvahy, které mohou byt
pti¢inou nespravného vysledku. Byla tedy doplnéna dalsi, tentokrate povinna aktivita, a to domaci
ukoly, jejichz feSeni je nasledné¢ vyhodnoceno uciteli. Studenti si zpétnou vazbu od vyucujicich
pochvalovali, vzhledem k jejich poctu a ¢etnosti domacich ukoli v§ak ucitele stalo opravovani velké
mnozstvi Casu a energie béhem celého vyukového obdobi. Postupné proto vyucujici obou kurza
dospéli k rozhodnuti prenést ¢ast odpoveédnosti za hodnoceni na studenty samotné a zacali pfipravovat
systém vrstevnického hodnoceni. JelikoZ predméty na Pedagogické fakulté navstévuji budouci ucitelé
matematiky na 2. stupni zakladni Skoly, bylo souc¢ésti rozhodnuti i védomi dal$i pfidané¢ hodnoty
spo€ivajici v tom, Ze si studenti sami vyzkousi, jaké to je pfipravit hodnoceni prace n€koho jiného.
Poprvé se tak stanou uciteli a zjist'uji, jak obtizné a Casové naro¢né je poskytovat kvalitni a zaroven
citlivou a motivujici zpétnou vazbu.

2 Implementace

2.1 Vzijemné hodnoceni video prezentaci na FEKT VUT

Vzéijemné hodnoceni studenti prakticky zkouSime od podzimniho semestru 2021. Pilotnim
kurzem byl pfedmét BPC-MAS Matematicky seminai vyu¢ovany na FEKT VUT, ktery v té dobé
proSel zasadni rekonstrukei, jejimz motivem byla snaha reagovat na restrikce zptisobené pandemii
Covid-19. Predmét si zapisuji studenti nastupujici do bakalarského studia, pocet studentti v kurzu
byva na zacatku semestru kolem 400. Pro prezen¢ni vyuku jsou rozdéleni do seminarnich skupin po
70-80 studentech. Vyuka se zaméfuje na opakovani stfedoskolské matematiky a cilem predmétu je
srovnat vstupni matematické znalosti vSech studentl tak, aby je mohli v nésledujicich semestrech
aktivné pouzivat pti studiu dalSich matematickych a odbornych kurz. Kromé dochézky na seminare
je hlavni povinnosti studenti

1. Gspésné absolvovani pribéznych kvizl, které se zamétuji na procvicovani tiinacti témat;
2. vypracovani pfiprav na zadané téma v multimedialni form¢ (video prezentace s audio popisem
¢i s titulky) [6].

Na pfipravu video prezentace o délce max. 5 minut navazuje vzajemné hodnoceni studentt,
pfi¢emz kazdy student mé k hodnoceni ptidéleny prace tii jinych nahodné vybranych studentt
Z jinych seminarnich skupin. Studenti vkladaji zpétnou vazbu tykajici se hlediska rozsahu (prace
kompletné zpracovava zadané téma), formalni a obsahové piresnosti (matematické pojmy jsou
spravné vyuzivany, postup vysvétleni je logicky a bez chyb) a srozumitelnosti (vyklad je jasny,
pfehledny a nazorny). Studenti praci hodnoti kvantitativné (kazdé ze tii vySe uvedenych kritérii na
Skale od 0 do 10), mohou vSak pfidat i slovni komentar vysvétlujici jednotlivé znamky. Odevzdavani
ptiprav a jejich hodnoceni probiha v e-learningové platformé¢ Moodle v ramci aktivity typu
“workshop”. Po uzavieni kazdého workshopu jsou pak vSechna odevzdana videa v¢etné hodnoceni
zptistupnéna vSem studentim v kurzu.

V roce 2021 méli studenti odevzdat 4 ptipravy ve formé videa. V roce 2022 méli odevzdat
2 ptipravy, kvili nejasnostem ohledné pokynti pro odevzdani vSak nékteii studenti odevzdavali videa,
jini prezentace, skeny nebo fotografie. PoCet témat pro konkrétni ptipravu vzdy odpovidal nejvyssimu
poctu studentl ve skupiné (70 v roce 2021 resp. 75 v roce 2022), aby zadni dva studenti ve stejné
seminarni skupin¢ nem¢li stejné téma.
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Nasledujici odstavec obsahuje ukazku zadani piipravy z podzimniho semestru 2021 (workshop
¢. 3, téma C. 49):

49. Piipravte video, které vénujete piripadiim, kdy limita funkce v n¢jakém bod¢ neexistuje.
Soucasti videa bude:

» vysvétleni, co se mysli limitou funkce zleva, respektive zprava v n¢jakém bod¢

 ukazka funkce a vybraného bodu, pro ktery se limita zprava li§i od limity zleva

* ukéazka funkce a vybraného bodu, pro ktery existuje jedna jednostranna limita, ale druha ne

* stanoveni podminky pro existenci oboustranné limity v zévislosti na jednostrannych limitach

Studenti méli na ptipravu videa 3 tydny (2021), respektive 6 tydnti (2022), a nasledné jeden
tyden na hodnoceni pfidélenych videi. Pro pfedstavu, jak je cely proces realizovan, piikladame
ukazku agendy aktivity typu workshop v systému Moodle z pohledu ucitele (Obrazek 1).

Pfiprava na seminar ¢.2 (7.11.2022 - 18.12.2022) b
Uzavreno
. 2 y B Uzavreno
Prepnout do faze nastaveniQ Pepnout do fize odevzdavaniQ Prepnout do fize hodnoceniQ Pepnout do fize evaluaceQ Aktugini fize @
X
X
X
Zaver

Dékujeme za odevzdani Vasi prace do workshopu a za ohodnoceni praci nékolika Vasich kolegl. Nyni mate moznost prohlédnout si prace v§ech
student( v kurzu, véetné hodnoceni praci. Muzete je vyuzit k lepsimu pochopeni nékterého tématu, nebo jako inspiraci pro Vasi praci/hodnoceni v
nékterém z dalsich workshopd.

Obrazek 1: Agenda aktivity typu workshop z pohledu ucitele v e-learningovém systému Moodle

2.2 Vzajemné hodnoceni domacich ukolid na PdF MU

Na jate 2022 bylo vrstevnické hodnoceni zavedeno i v dals$im predmétu vyu¢ovaném tentokrate
na PdF MU. Jedna se o kurz MA0004 Matematicka analyza 1, ktery pravidelné navstévuje 70-80
studentii bakalafského studijniho programu zaméteného na pfipravu uciteli matematiky 2. stupné
zékladnich Skol. Osnova pfedmétu sestava z diferencialniho poctu funkcei jedné proménné (dve tretiny
semestru) a dvou proménnych (zaverecna tietina vyuky). Kurz je nabizen studentim 2. semestru a
realizovan formou dvouhodinové ptednasky a dvouhodinového seminafe jednou tydné, piicemz
v seminarnich skupinidch byva 25-30 lidi. Dochazka na seminaf je povinnd, studenti v zavéru
vyukového obdobi absolvuji zavérecny pisemny test, v némz prokazi praktické dovednosti. Po
uspésném absolvovani pisemky se mohou pfihlasit k stni zkousSce provétujici i jejich teoretické
znalosti [2].
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Pocinaje jarnim semestrem 2022 byly zavedeny tii prubézné domaci ukoly, které se staly
povinnou soucasti predmétu, jejiz nesplnéni znamena neudé€leni zapoctu. Jako zdroj zadani byly
pouzity jiz piipravené sady matematickych problémi urCenych pro generovani cvicnych
odpovédnikii. Ukazku zadadni doméciho tkolu 2 je mozné nalézt na Obrazku 2.

Odpovédnik si miZete spustit opakované, ale vZdy se Vam zobrazi stejné zadani, které je ndhodné generovano z pfedem pfipravené sady. Po
otevieni odpovédniku se Vam zobrazi zadani, které si zkopirujte ¢i opite. Soucasti jsou téZ instrukce k odevzdani reseni.

Ridte se pokyny uvedenymi v interaktivni osnové, na strance Tyden 7 - Domaci tkol 2.

ReZeni kolu vioZte jako jeden PDF soubor do odevzdavarny s ndzvem Domaéci tkol 2. Termin nejpozdé&jiiho odevzdani: nedéle 9. dubna
2023 23:59.

PFejeme vam hezkou zabavu pfi této matematicko-detektivni praci :)

Varovéni:  Znéni testovych otazek je autorskym dilem. Sifeni otazek bez pisemného souhlasu autora je porusenim autorskych prav a
jako takové miiZe byt postihovano dle platnych zakon(.

1 «  Vysetiete prabéh funkce
fle) =22

a sestrojte jeji graf, na némz vyznacte veskeré vyznacné body (priseliky s osou x, lokaIni extrémy, inflexni bady) i pFimky (asymptoty bez
smérnice i se smérnici), pokud existuji.

Graf nakreslete rukou na papir (pfipadné dotykovym perem na tabletu). Jinou barvou zvyraznéte kfivku funkce, jinou barvou vyznacné
body a jinou barvou asymptoty.

Vase vypotty pfehledné strukturujte a postupujte chronologicky, tj. od uréeni defini¢niho oboru aZ po asymptoty. V ptipadé bod( nas
zajimajl obé soufadnice, u inflexnich bodd [.n_.. y;.,] spocitejte také prvni derivaci f’(‘r“_ Yp)-

Obrazek 2: Ukazka zadani doméaciho tkolu 2 v predmétu MA0004 Matematicka analyza 1

Studenti béhem vyukového obdobi postupné ptipravuji feseni, aby nasledné provadéli vzajemné
hodnoceni ti praci jinych ndhodné vybranych spoluzaki. Kazdy student ma jedine¢né zadani, ¢imz
ucitelé kurzu chtéji zamezit situacim, kdy jeden student feSeni ptipravi a ostatni jej pouze pfevezmou
a odevzdaji. Reseni svych kolegti hodnoti studenti anonymng, na zakladé i kritérii. Vyjadiuji se k

1. spravnosti a korektnosti feseni,

2. obsahové ptesnosti a Uplnosti, pfipadné chybam ve vypoctech, a

3. ptehlednosti, ndzornosti a upravée feSeni.

Zpétna vazba zadavaji studenti kvantitativné (kazdé ze tfi vyse uvedenych kritérii na skéle od 0
do 10) i slovnim komentarem. E-learningovou platformou, na niz vySe zminované aktivity probihaji,
se stal Informacni systém Masarykovy univerzity. Ukazka agendy Vzajemné hodnoceni z pohledu
ucitele je pfilozena niZze, na Obrazku 3. Je nutno podotknout, Ze prvni termin “Zvetejnéni” se tyka
data, kdy budou studenti informovani o spusténi vzajemného hodnoceni, nikoliv terminu, od kterého
jim bude k dispozici zadani tkolu (ten byl stanoven na 9. 3. 2023).

V podzimnim semestru 2022 byla podobnd koncepce tfi domacich ukolt a jejich vzajemného
hodnoceni zavedena i v dalSim pfedmétu MAOOOS Algebra 2 tematicky zaméfeném na linearni
algebru a nabizeném studentiim 3. semestru bakalafského studijniho programu zaméieného na
budouci ptipravu ucitelli matematiky 2. stupné zakladnich skol [3].
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Vzéjemna hodnoceni vybranych predmétd
Domdci tikol 3 - vzajemné Domaci tkol 1 - vzajemné Domci kol 2 - vzajemné
hodnoceni hodnoceni hodnoceni +

PdF: MADOO4 PdF: MAODO4 PdF: MADOD4 ZaloZit nové

ol

& UPRAVIT # ZOBRAZIT Vytvorit kopii
2z 2 2 o PdF: MADOO4
Domaci Ukol 1 - vzajemné hodnoceni
17.3. 2023 08:00 19. 3. 2023 23:59 20.3.2023 08:00 26. 3. 2023 23:59 27. 3. 2023 08:00
N )\ )\ Fa VN
A 7 A ~ s

Zverejnén Termin odevzdani praci Zacatek hodnocenf Ukonéeni hodnoceni Zvefejnéni vysledkd

= Prehledy &4 Hodnotici &4 Odevzdavajici

Obrazek 3: Agenda Vzajemné hodnoceni z pohledu ucitele v Informacnim systému MU

2.3 Kritéria vzajemného hodnoceni a jejich vyvoj

V semestru podzim 2021, kdy bylo vrstevnické hodnoceni poprvé vyzkouseno v predmétu
BPC-MAS Matematicky seminai na FEKT VUT, byla zpétna vazba na video prezentace pozadovana
kvantitativné (na Skale od 0 do 10) s volitelnym slovnim komentafem vysvétlujicim zadanou znamku.
Hodnotitel¢ vyplnovali jednoduchy formulaf, kde kazdé ze tii kritérii bylo popséno timto zptsobem:

1. Rozsah: Ptiprava pokryva kompletné dané téma a je smysluplné strukturovana; délka piipravy
odpovida zadani.

2.Formalni a obsahova presnost: v piipravé jsou spravné pouzivany matematické pojmy;
postup vysvétleni je logicky a bez chyb.

3.Srozumitelnost: vyklad je jasny a pochopitelny; obrazova ¢ast ptipravy je srozumitelna a
piehledna; vyklad je pfiméfené nazorny; piiprava je uziteCna pro pochopeni tématu.

V piipad¢ predméti vyucovanych na PAF MU byla taktéz zvolena tfi kritéria a tentyz zptisob
zpétné vazby pomoci Skaly 0 az 10 a slovniho komentafe k bodovému hodnoceni. Na zakladé
zkusenosti s hodnocenim piiprav studenty FEKT byla vSak jednotliva hlediska podrobnéji vysvétlena
a byla ptfiddna motivace k poctivému vyplnéni slovniho komentéaie. Nabizeny jsou formulace
K jednotlivym kritériim, a to pro Skalové hodnoceni i slovni komentai:

1. Spravnost a korektnost FeSeni: hodnotite, zda je postup feseni zadanych piikladi zvolen
korektn€, zapsan logicky spravné (jednotlivé ¢asti vypoctu na sebe navazuji) a jsou splnény
formalni pozadavky na zépis matematickych rovnic a vyrazt (uvedeni limit a specifikace
limitniho bodu vSude tam, kde to ma byt, spravné vyznacené upravy atd.); pro vSechny priklady
dohromady vyberte hodnoceni na ¢iselné skale (0 ... zcela nespravny a nekorektni postup,
10 ... zcela spravny a korektni postup).

2. Spravnost a korektnost FeSeni (komentai hodnotitele): zde uved’te komentat/vysvétleni
¢iselného hodnoceni co se tyce spravnosti a korektnosti feseni zadanych ptikladi; pomtize to
Vasemu kolegovi/kolegyni k tomu, aby si 1épe uvédomil/a, v ¢em se dopousti chyb; mutze se
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jich v budoucnu vyvarovat, naptiklad béhem feSeni zavérecné zadpoctoveé pisemky, a nepfijit tak
zbytecné o body.

3. Obsahova presnost a uplnost, chyby ve vypoctech: hodnotite, zda je fesSeni ptikladl uplné
(vSechny ukoly ¢i otazky jsou provedeny/zodpovézeny), zda jsou €i nejsou ve vypoctech chyby,
zda jsou vysledky a mezivysledky spravné interpretovany a zapsany a zda je finalni feSeni
uvedeno a je spravné; pro vSechny ptiklady dohromady vyberte hodnoceni na Ciselné skale
(0 ... velké mnozstvi chyb, feSeni neni uplné, 10 ... ve vypoctech nejsou chyby a feSeni je uplné
a spravng).

4. Obsahova presnost a tplnost, chyby ve vypoctech (komentar hodnotitele): zde uvedte
komentat/vysvétleni ¢iselného hodnoceni co se tyce obsahové presnosti, tiplnosti a chybovosti
teSeni zadanych ptikladd; pomiize to VaSemu kolegovi/kolegyni k tomu, aby si uvédomil/a, kde
udélal chyby, na co opomnél odpoveédet a pro¢ nespravng interpretoval vysledky; mutize se jich
v budoucnu vyvarovat, napiiklad béhem feseni zadvérecné zapoctové pisemky, a nepiijit tak
zbyte¢né o body.

5. Piehlednost, nazornost a uprava reSeni: hodnotite, zda je feSeni ptikladi srozumitelné
zapsano a vhodné strukturovano (Ize se v ném dobie orientovat), je doplnéno kratkymi
vysvétlujicimi komentédfi ¢i nazornymi obrazky/grafy; pro vSechny ptiklady dohromady
vyberte hodnoceni na ¢iselné skale (0 ... v feSeni se nelze orientovat, 10 ... feSeni je piehledné
zapsano a jednotlivé kroky jsou mi naprosto srozumitelné).

6. Prehlednost, nazornost a uprava fteSeni (komentiai hodnotitele): zde uvedte
komentat/vysvétleni ¢iselného hodnoceni co se tyce piehlednosti, ndzornosti a upravy feseni
zadanych ptikladi; pomuze to Vasemu kolegovi/kolegyni k tomu, aby si uvédomil/a, jak docilit
Citelnosti a srozumitelnosti zépisu feSeni, aby jeho praci byl schopen ocenit a vyuzit i nékdo
jiny nez on sdm; mize mu to v budoucnu pomoci, napiiklad béhem feSeni zavérecné zapoctové
pisemky, aby zbyte¢né nepftisel o body, protoze se opravujici nezorientuje v jeho vypoctech a
celkovém feSeni.

3 Hodnoceni aktivit vrstevnického hodnoceni studenty

Vzhledem k tomu, Ze vzdjemné hodnoceni bylo ve vSech tfech predmétech zavedeno teprve
nedavno a vice Casu vénovali garanti a ulitelé kurzi spiSe otdzkam navrhu a implementace této
myslenky, na seriézni piipravu vyhodnoceni této studijni aktivity nezbylo mnoho ¢asu. Na PdF MU
byla v jarnim semestru 2022 studentim polozena pouze jedna oteviend a velmi obecna otazku, ktera
se objevila v zadani zavérecného pisemného testu z predmétu MA0004 Matematickd analyza.
V piipadé FEKT VUT a pfedmétu BPC-MAS Matematicky seminai vypliovali studenti na konci
semestrti podzim 2021 a 2022 dotaznik zahrnujici Ctyfi otazky relevantni pro tento ptispévek, z nichz
dve byly uzaviené.

3.1 Slovni komentare studenti PdF MU

Otéazka polozena studentim, kteti absolvovali fadny termin zavére¢ného testu z Matematické
analyzy 1 v semestru jaro 2022, znéla: Jak hodnotite domdci ukoly a vzajemné hodnoceni?
(Smysluplné pozitivni/negativni hodnoceni ¢i namety ke zmeéné budou ocenény bodem navic.).
Odpovédélo celkem 62 studentd (26 mizu, 36 zen). Ze ziskané zpétné vazby bylo identifikovano
celkem 14 riznych typl podnétl, piicemz u vétSiny z nich bylo mozné rozpoznat pozitivni/negativni
charakter hodnoceni. K analyze slovnich komentaii byl zvolen systém podobny otevienému
kodovani, ktery byl pouzit v praci [4].

Nejcastéji se studenti vyjadiovali k aktivité¢ obecné (33 kladnych hodnoceni), pfi¢emz ptiblizné
stejny pocet (28 kladnych vs. 2 negativni hodnoceni) vyzdvihoval moznost procvicit si diky doméacim
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ukoliim a jejich hodnoceni probiranou latku a ptipravit se tak s predstihem na zavére¢ny test. Studenti
také upozornovali na fakt, ze kromé feSeni vlastniho ukolu si museli spocitat i ptiklady, kterymi se
zabyvali tii jejich kolegové, aby jim mohli potvrdit spravnost vysledkii. Nékteti ocenili, ze si jako
budouci ucitelé mohli poprvé vyzkouset hodnotit praci nékoho jiného nebo ze mohli kvalitu svého
feSeni porovnat s ostatnimi. Tti upozornili na ptili§ mnoho bodovych skal pro kazdé¢ ze tii kritérii a
kazdy z teSenych ptikladi, coz je zaméstnavalo na tkor slovniho hodnoceni. S tim ziejmé souvisi i
casova naro¢nost vzajemného hodnoceni, coz pét studentii explicitné uvedlo. Asi nejveétsi problém
studenti vidéli v netplném hodnoceni své prace od spoluzakt (celkem 11 negativnich komentaia
kritizujicich predevsim absenci slovnich komentaiti). UrCity rozpor lze rozpoznat i co se tyce kvality
hodnoceni, kdyz se 12 studentd vyjadtilo k praci svych kolegi negativné, 5 naopak pozitivne.
Nejcastéjsim argumentem podporujicim negativni zkuSenost byla nejednoznacnost zpétné vazby, kdy
spravnost studentova feSeni jeden hodnotitel potvrdil, druhy naopak vyvratil a tieti se nevyjadfil
vubec. Z dalsich podnéta, které studenti poskytli, zminme je$té pozadavek, aby fesitelé ukold zapsali
kromé feSeni i zadéani ptikladl a aby ucitelé po terminu odevzdani doméciho ukolu zvetejnili vzorové
teSeni ptikladi, nebo alespoii vysledky, kviili snadnéj$imu poskytnuti zpétné vazby od hodnotitelt ¢i
naopak jejimu porozuméni autory feseni.

V aktudlnim semestru jaro 2023 bylo nastaveni vzdjemného hodnoceni upraveno dle podnéta
ziskanych ze zpétné vazby. V instrukcich k feSeni ukolil byli studenti pozadani, aby vzdy zapsali i
zadani problémi. Po ukonc€eni terminu pro odevzdani domaciho ukolu bylo vzdy zvetejnéno vzorové
feSeni vybrané sady ptikladii, aby se hodnotitelé pii poskytovani zpétné vazby mohli nechat
inspirovat. Zjednodusen byl téZ systém hodnoceni, kdyz bylo pozadovano Skalové hodnoceni tii vyse
uvedenych kritérii pro vSechny ptiklady dohromady, ¢imzZ vznikl vétsi prostor pro slovni komentat.
Béhem seminafi byli studenti vyzyvani, aby k ptipravé zpétné vazby pfistoupili poctiveé a kolegialné,
tj. aby méli na paméti, ze je v zajmu vSech ziskat kvalitni hodnoceni své prace. Navic bylo pravidelné
zdiiraziiovano, ze jde o povinnou soucéast hodnoceni, takze nesplnéni jedné z ¢asti, at’ uz odevzdani
ukolu ¢i jeho hodnoceni, znamena neudé€leni zapoctu, a tudiz neptipusténi k Gstni ¢asti zkousky. Zda
se tentokrate podafilo zmirnit negativni aspekty vrstevnického hodnoceni, to se ukaze diky
chystanému dotazniku, ktery bude studentiim poslan na konci jarniho semestru 2023.

3.2 Vysledky dotazniku a slovni komentare studenti FEKT VUT

V zavéru obou semestrii (podzim 2021, podzim 2022) byli studenti pozadani o vyplnéni
dotazniku zpétné vazby na predmét BPC-MAS Matematicky seminaf. Dotaznik vyplnilo celkem 108,
respektive 30 studentl. Nahravani videi a vzajemného hodnoceni se tykalo né€kolik otazek. Pro
zhodnoceni, zda myslenka tvorby videi studenty a jejich vzajemné hodnoceni naplnila zaméry
popsané v kapitole 1.1, jsou relevantni tyto:

1. Pomohly mi ptipravy (nahravani a hodnoceni videi) k lepsSimu pochopeni matematiky?

2. Bylo pro mé ptinosné sledovat a hodnotit pfipravy spoluzakti?

3. Co bylo na ptipravach dobré/pozitivni?

4. Co bych na ptipravach vylepsil/a a jak?

Odpovédi na otdzky 1. a 2. jsou shrnuty v nasledujicich grafech.
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Podzim 2021 Podzim 2022

® Ao 54 10
O Ne 45 15
® iné 9 5

Obrazek 4: Odpovédi na otazku “Pomohly mi pfipravy (nahravani a hodnoceni videi) k lepsimu
pochopeni matematiky?”’

Podzim 2021 Podzim 2022
® Ao 53 14
O Ne 47 13
® e 8 3

Obrazek 5: Odpovédi na otazku “Bylo pro mé piinosné sledovat a hodnotit piipravy spoluzaka?”

Z Obrazku 4 a 5 1ze vypozorovat, ze studenti vnimali aktivitu nataeni a vzajemného hodnoceni
videi v roce 2021 pozitivnéji nez v roce 2022, ptestoze jich museli vypracovat dvojnasobné mnoZzstvi,
coz muze pusobit prekvapiveé. Pii¢inou byly s nejvétsi pravdépodobnosti nejasnosti ohledné formy
odevzdavani pfiprav v roce 2022. Studenti dostali moZnost odevzdat prvni pfipravu v libovolném
formatu, zatimco pro druhou pfipravu byla pozadovana forma sjednocena na video. Tito studenti
hodnotili aktivitu negativnéji nez studenti, kteti museli odevzdat 4 ptipravy ve formé videa. Tento
rozdil se projevil vyraznéji v odpoveédich na otdzku cislo 1. Lze tedy usoudit, ze pokud je po
studentech pozadovano vyhradné natoceni videa, tak o néco vice nez polovina studentli to nasledné
vyhodnoti jako ptfinosné k pochopeni matematiky. Pokud ale studenti “vyciti” Sanci, Zze by video
natocit nemuseli, radé€ji se tomu vyhnou a tim padem se pfipravi o moznost, zZe by to pro n¢ mohlo
byt piinosem. Zajimavé je také to, Ze v odpoveédich na otazku Cislo 2 byl rozdil zanedbatelny. Z toho
mizeme odhadovat, ze sledovani videi natocenych spoluzaky studentim obecné nevadilo a ptiblizné
polovina to povazovala za pfinosné.

Z odpovédi na otdzku ¢islo 3 bylo mozné vycist, do jaké miry studenti pochopili smysl aktivity
tvorby videa a vzdjemného hodnoceni. Studenti nejCastéji uvadeéli, ze nataceni videi je piimélo
hloubé;ji si prostudovat a pochopit zadané téma, a také procvicit se v tvorbé videa. Nekteti studenti
ocenili piesnou definici pozadovaného rozsahu a podbodi zadaného tématu, a moznost hodnotit
pfipravy jinych studentl. Piijjemnym piekvapenim byl komentar studenta, ktery diky této aktivité
pochopil, Ze vytvofit néco edukativniho a smysluplného neni nic jednoduchého.
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Odpoveédi na otazku cislo 4 pfinesly uzitecné podnéty, jakym zpiisobem by bylo mozné aktivitu
nataceni videi a jejich vzijemného hodnoceni déale vylepsit. NejCastéji uvadéné konstruktivni
odpovédi byly:

* sjednotit nahravaci médium,

» Zlepsit piistup k videim ostatnich studentt,

* méng videi za semestr, ale s povinnosti napsat aspon né&jaky slovni komentéai k hodnocenym
videim,

* snizit pozadovanou délku videa,

» zadat vSechna témata na zac¢atku semestru,

* prodlouzit lhitu pro hodnoceni,

* porovnani urovné zpracovani vici ostatnim videim,

* navrhy, co vylepsit pfi opakovani hodnoceného tématu,

* Moznost vybéru z vice témat,

 doporucit vhodné prostiedky pro nahravani/editaci videa.

4 Diskuze nad vyhodami a nevyhodami vrstevnického hodnoceni

Ze zkuSenosti pfi implementaci vrstevnického hodnoceni na obou fakultich vyplyva potieba
jasné nastavenych pravidel a termint, které nelze obejit. Vyplaci se pfipravit a na zac¢atku semestru
zvetejnit pisemné harmonogram vSech aktivit, jasné instrukce k odevzdani tkold &i pfiiprav,
vysvétleni, jak bude probihat vzdjemné hodnoceni, jaké jsou postihy za nesplnéni dil¢i Casti nékteré
z aktivit. Na druhou stranu je vyZadovana urcita flexibilita ve vyjimecnych piipadech, kdy je student
nemocny ¢i jinak omluven, a tudiz nedokéze odevzdat ukoly ¢i pfipravit vzajemné hodnoceni do
urc¢enych terminti. Na PdF MU to ucitelé fesili nahradnimi ukoly spocivajicimi naptiklad v ptiprave
vzorového feSeni cvicného odpovédniku na zadané téma. Na FEKT VUT je doba na zpracovani
ptipravy pfiblizné 6 tydni (podzimni semestr 2022), takze i v pfipad¢ 1-2 tydnl nemoci je mozné
zvladnout video prezentaci pfipravit, kdyZ to student nenecha na posledni chvili. Ucitele tedy
neopravuji prace studentli, na druhou stranu fe$i fadu organizacnich zalezitosti spojenych
s aktualizaci informaci o tkolech a vzdjemném hodnoceni, administraci celého procesu, feSenim
vyjimek atd.

V piipad¢ ptredméti na PdF MU si vyucujici vyhrazuji pravo vratit feSeni doméciho ukolu
k prepracovani, nespliuje-li pozadavky formulované v zadani. Tohoto prava uz nékolikrat vyuzili,
kdyz pii letmém prochazeni $kalového hodnoceni objevili piekvapivé nizké hodnoty nebo vyrazny
bodovy nesoulad u nékterych studentd. Dulezité ptitom je, ze vzajemné hodnoceni je anonymni.
Studenti se v ptipadé¢ nedostatkii neboji zadat nizké znamky a tim vyjadfit svou nespokojenost
s kvalitou zpracovani. UCcitel¢ pak snaze odhali ptipady, kdy student odevzdal nehotové ¢i
kvalitativné naprosto nedostacujici feSeni zadanych problémiti. Samotné hodnoceni uz neni
autorizovano uciteli, z ¢ehoz vyplyvaji potencidlni nedostatky vrstevnické zpétné vazby, na coz
ostatn¢ nékteii studenti sami upozornili (viz kapitola 3.1). Na druhou stranu, hodnotitelé pouzivaji
jazyk mozna vice srozumitelny jejich spoluzakiim nez exaktni a formalni zpétna vazba ucitele.
Piedméty, které jsou vyucovany na PdF MU, navitévuji budouci uéitelé matematiky na 2. stupni ZS.
Prostiednictvim vrstevnického hodnoceni se tedy uci nejen jak citlivé vysvétlit nedostatky v feseni,
ale 1 ocenit prednosti prace, piipadné motivovat ke zlepSeni.

Pozadavek natoceni videa pro studenty FEKT VUT mé vyhodu v tom, Ze pokud student pochopi
zadani, tj. “aby vykladu bylo rozumét”, podnécuje to kvalitni praci se zdroji a schopnost vybéru toho
podstatného. Nelze jen vzit stranky z wikipedie o daném tématu a ty pievypravét, je potieba si
rozmyslet koncepci videa, ¢im bude hlas doprovazen, aby byl vyklad uchopitelny a srozumitelny atd.,
a aby se vesel do ¢asového limitu. Nevyhodou videa je heterogenita studentské kohorty. Na zacatku
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bakalarského studia jsou velké rozdily ve vyspélosti a motivaci studentil, a tudiz v tirovni zpracovani
tématu. Vyhodou vrstevnického hodnoceni je, ze student je motivovan odevzdat kvalitni préci, aby
se “neshodil” pied spoluzaky. Pozitivné je vniman i fakt, ze student kvili hodnoceni zhlédne videa
jinych studentli, coz mu muize pomoci k leps§imu pochopeni prezentované latky. Pro vyucujici je
vyhodné, ze nemusi prochazet vSechny odevzdané prace, jen ty namatkou vybrané. Odlisna uroven
zpétné vazby zpisobend rozdily ve vyspélosti a motivaci studentll se naopak jevi jako nevyhoda
vrstevnického hodnoceni. Aby zpétnd vazba byla kvalitni a efektivni, hodnotitelim by pomohl, kromé
jasnych instrukci, také kratky trénink, coz je pro studenty elektroinzenyrstvi nad ramec jejich studia.
Nicméné 1 kvantitativni hodnoceni odevzdanych videi mize piinést uzite¢né informace, podobné jako
hodnoceni videi a jinych produkti na voln¢ dostupnych platformach na internetu (napt. Youtube,
Heureka, Google Maps).

Zavér

Hlavnim cilem, kvili némuz ucitelé na PAF MU zavedli domaci tkoly vyuzivajici vrstevnické
hodnoceni, bylo pfivést studenty k pritbézné¢ domadci ptiprave, kterd doplni jejich ti¢ast na seminafich
o aktivitu spoc¢ivajici v poctivém procviceni ziskanych matematickych znalosti a dovednosti. Takovy
nastroj sice studenti jiz v minulosti m¢li k dispozici (v podobé cviénych odpovédnikt ¢i domacich
ukolll opravovanych uciteli), zpétnd vazba na jejich pocinani vSak byla nedostacujici nebo pfrilis
zatézujici pro vyucujici. Ze ziskanych slovnich komentdii v zavérecném pisemném testu lze
konstatovat, Ze minimalné polovina ucastniki kurzu MA0004 Matematické analyza 1 v semestru Jaro
2022 potvrdila splnéni vyse formulovaného hlavniho cile. Pokud by otazka v testu byla formulovana
presnéji, coz je v planu realizovat v aktualnim semestru, bylo by mozné zjistit objektivnéji (i na
zakladé porovnani s vysledky pisemné a Ustni ¢asti zkouSky), zda jim aktivita pomohla k lepSimu
pochopeni procvi¢ované latky a ke zdokonaleni vlastnich schopnosti feSit zadané problémy.

Cilem nataceni videi na FEKT VUT bylo, aby se studenti zamysleli nad zpracovanim zadaného
tématu a tim doslo k hlubsSimu pochopeni matematického konceptu. Podle odpovédi v dotazniku bylo
tohoto cile dosazeno u mirné nadpolovi¢ni vétSiny studentli v roce 2021 a u necelé poloviny v roce
2022. Dale bylo zamérem, aby se studenti ucili “matematicky” hovofit, tj. vyjadfovat se pfesné tak,
aby vykladu bylo rozumét. DosaZeni tohoto cile nebylo mozné z dostupnych dat ovéfit, ale na zékladé
textovych komentarit ve vrstevnickych hodnocenich se 1ze domnivat, Ze zdmér byl splnén jen
castecné. Cilem vrstevnického hodnoceni bylo dat hodnotiteliim moznost k hlub§imu porozumeéni
témat ptipravenych jinymi studenty. Podle odpovédi v dotazniku bylo tohoto cile dosazeno ptiblizné
u poloviny studenttl, a to v obou letech 2021 a 2022.

Na zaklad¢ zkuSenosti s vrstevnickym hodnocenim popsanych v tomto piispévku muizeme
usoudit, Ze tento koncept lze vyuzit v matematickych pfedmétech v inZenyrskych i jinych
vysokoskolskych studijnich programech. Zaroven je potfeba dodat, ze cile 1 formy vyuziti konceptu
vrstevnického hodnoceni se mohou v rtiznych programech vyrazné lisit. Mezi vyznamné faktory,
které maji vliv na cile a formu vrstevnického hodnoceni, patii: zaméteni studijniho programu, mira
heterogenity studentské kohorty, ¢asové moznosti vyucujicich, casova dotace predmétu.

Podékovani
Tato publikace byla vytvofena za finan¢ni podpory projektu “Boosting Sustainable Digital

Education for European Universities (BoostEdU)”, registraéni ¢islo 2020-1-CZ01-KA226-HE-
094408, v ramci programu Erasmus+, vyzvy Erasmus Strategic Partnerships.
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ROZV0OJ MATEMATICKYCH A INFORMATICKYCH DOVEDNOSTI
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Abstrakt: V c¢lanku je popsan koncept Junior univerzity a zapojeni kolektivu GeoGebra In-
stitutu Ostrava do této aktivity. Jednou z cCinnosti institutu je realizace krouzka pro zaky
zakladnich a stfednich skol se zamérenim na tvorbu zajimavych tloh a programovani jednodu-
chych her. Soustredime se predevsim na vyuziti kreativity u zak a na rozvoj matematickych
a informatickych dovednosti.

Klicova slova: Junior univerzita, matematika, GeoGebra, informatika, vzdélavani

1 Junior univerzita na VSB-TUO

V roce 2012 se zacal na VSB-TUO realizovat projekt pod znackou Zlepsi si techniku, ktery
mel za cil plnit tieti roli univerzity, predevsim zlepsit jméno nasi skoly u vefejnosti, propa-
govat studijni obory a dostat se do povédomi komunikaci se zakladnimi a stfednimi Skolami,
s potencialnimi zajemci o technické a p¥irodovédné obory a pifpadné studium na VSB-TUO.
Pro naplnéni tohoto cile byla postupné vybudovana sit lektort a mentort z fad akademickych
pracovnikit VSB-TUO, ktef{ se podili na piipravé atraktivnich program, se kterymi jezdi do
skol, nebo tridy pfijedou k nam na univerzitu. Dalsi aktivitou pod znackou Zlepsi si techniku
jsou programy pro verejnost a rodi¢e s détmi v mimoskolni c¢as, jako napiiklad Den Zemé,
Art&Science, Noc Védcu.

Komunikace s pedagogy na zakladnich a stfednich skolach i budovani vztahu s verejnosti se
darila. Postupem casu se vsak zacalo ukazovat, ze neni k dispozici zadny nastroj, jak uspokojit
potieby rodicii, kteri chtéji rozvijet zajem déti o prirodovédné a technické obory ¢i potteby peda-
gogl a kariérovych poradcii pro zapojeni talentovanych zakt, tzn. individudlni vztah s détmi.
Stavajici systém bylo tedy potieba upravit a rozsitit o volnocasové aktivity primo pro zaky.
Tato potieba byla i v souladu se vznikajicim Strategickym zdmérem VSB-TUO 2021-2027 a se
Strategii vzdélavani v CR do roku 20304
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Od roku 2019 jsme se v tymu slozeného z fad lektort Zlepsi si techniku (garanti za fakulty)
a z tymu propagace pod vedenim Mgr. Jarmily Cerné vénovali pifpravé nového forméatu. K pro-
gramum pro Skoly a vefejnost nové pribyla ¢ast pro zaky s ndzvem Junior univerzita (JUni) a
vzniklo také nové komplexni webové prostredi, které jiz umoznuje primou komunikaci se zaky
i pedagogy [1].

Junior univerzita je unikatni systém pro déti od 7 let az po maturanty. Pilotni ro¢nik byl
spustén v rijnu 2021. Zajemci se ke studiu mohou prihlasit kdykoliv v prubéhu roku a studovat
1ze i nékolik let za sebou. Zéci si z aktudlni nabidky aktivit (krouzky, prednéasky, exkurze,
workshopy, védecké projekty, SOC, ...) sami vyberou, do které aktivity se zapoji (Obrazek 1,
Obréazek 2).
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Obréazek 1: Webové prostiedi JUni — obory

Programy Moje programy - piihligené programy Obory
Viechny programy pro mij wik.
Vyberte si z nasich programii
Warkshop
Pedniika SAMOSTUDIUM WORKSIIOF FREDNASKA
Najdi si svého mentora Kameny zvérokruhu Netradiéni moznosti investovani @
aneb od tulipani po bitcoiny
beburae Chvstdiszza 425, oroicktl, kempda ey 52 Costa spi apiFaai
Ppatiebujs: moc, evirokrubu? Mate doma ty sve o
Soutsl Lo
rooraz v -+ gt Iobrantartan
HKroutek
— SOUTEE LABORATORNI PRACE LETNI$0LY
peae Geologické kladivkn Chemie v kuchyni lIl Mezindrodni letni Skala
architektury
Beseda %4 .
: o
Online program
[E—— Fabrantdetan -

Komentovand ukarka

Samestudium

Vérdeeky prajekt

Laboralorni priice

Vefujni skee

Vikendové dilny

Letni Soly

67

Obrézek 2: Webové prostredi JUni — programy



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2023

Pro lepsi motivaci k absolvovani vybranych aktivit a k pokracovani ve studiu byl navrzen
systém hodnoceni a odmén. Zaci za absolvovani jednotlivych aktivit ziskdvaji na sviij osobni
ucet body, odznaky ¢i diplomy, které vedou k ziskani titula (Obrazek 3). VSechna ziskana
ocenéni jsou zdkum predana na slavnostni promoci (Obrazek 4).

DIPLOMY

CHEMIK
Piebrino na promoci 2023

ZISKANETITULY

Obrézek 3: Osobni tucet — prehled diplomi a tituli

Prvni promoce v rdmci nasi Junior univerzity probéhla 6. ¢ervna 2022 v Univerzitni aule,
kde byly pfedany nejen odmény a tituly cca 120 aktivnim zakim, ale také ocenéni aktivnim
lektorim a popularizatorum. (Obrazek 4).

Obrazek 4: Promoce JUni v roce 2022
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Zajem o nabizené programy stale roste. Ke konci roku 2022 bylo v systému JUni registro-
vano pres 840 zaku ze SS a ZS, probéhlo vice jak 150 programii véetné 24 krouzki pro 1 100
ucastnikl. Zapojeno je cca 120 lektort z fad odbornych asistentit VSB-TUO.

2 Krouzek Hry s GeoGebrou II

Na VSB-TUO byl v roce 2016 zalozen GeoGebra Institut Ostrava, v soucasné dobé jej
tvori sedm z Katedry matematiky na Fakulté stavebni a z Katedry matematiky a deskriptivni
geometrie na Fakulté strojni. Jednim z hlavnich cili institutu je podporit zajem zaki strednich
a zakladnich skol o studium technickych obortt na vysokych skoldch a propagace nasi skoly.
Z téchto divod se jiz od zac¢atku vzniku institutu aktivné podilime na realizaci popularizac¢nich
a propagac¢nich akei. Hlavni ¢innosti je nejen organizace workshopu pro zdky (Obrazek 5) i
ucitele, ale také priprava podpurnych pomtcek dostupnych na webu institutu [2].

Obrézek 5: Workshop pro zaky

Diky ziskanym zkuSenostem z realizovanych akci pro skoly a spousté kladnych ohlast se
béhem vzniku Junior univerzity ¢tyti ¢lenové institutu rozhodli zapojit i do této aktivity. Jiz
v pilotnim roéniku jsme nabidli dva krouzky pro rtzné vékové skupiny. Po prvotnich zkuse-
nostech z pilotniho ro¢niku jsme nabidku upravili a krouzky rozdélili podle znalosti programu
GeoGebra pro vékovou kategorii 8 az 12 let. Za obdobi 2021 — 2023 jsme zatim realizovali sedm
cykla pro celkem 56 zaku. Lekce jsou primarné zamérené na kreativitu a predstavivost zaki,
oblibené jsou 3D modely a vyuziti animaci (Obrazek 6).
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Obrazek 6: Krouzek pro zaky

3 Ulohy na jednotlivych lekcich

3.1 Geometrie

Prvni seznameni s programem GeoGebra obvykle byva na geometrickych tlohach, na kte-
rych zaktim hravou formou ukazujeme zakladni geometrické principy. Vyuzivame predevsim
moznosti animace, ktera ¢ini tlohy nejen zabavnymi, ale pomaha jim i lépe uvedené principy
pochopit.

Jednou z takovych tloh je demonstrace novoro¢niho ohnostroje, na které ukazujeme princip
rotace. Nejprve rotaci bodu o dany thel sestrojime dva vrcholy budouciho n-tihelnika, ktery
tvori zéklad jednoho ohnostroje (Obrézek 7). S zéky vedeme diskusi, jaky je vztah mezi thlem
a poc¢tem vrcholii n-tihelnika. Zaci obvykle védi, Ze cely kruh ma 360° a délenim pak najdeme
vysledek. Pokud se zaci pti déleni spletou, tak tuto chybu ihned vidi, nebof jim nékteré vrcholy
chybi nebo naopak ptrebyvaji [3].

\ . e \ R

Obrazek 7: Ohnostroj — velikost vnitiniho tthlu n-tthelnika, rotace
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Osovou symetrii a rotaci jsme vyuzili pii tvorbé snéhové vlocky. Vytvoreny n-tithelnik po-
moci osové symetrie zobrazime pies osu a poté provedeme potfebny pocet rotaci. Zaci mohou
zménou tvaru puvodniho n-tthelnika dynamicky ménit tvar celé vlocky (Obrazek 8). Okamzita
vizualizace zmény tvaru vede k intuitivnimu pochopeni principu symetrie a rotace. [4].

Obrazek 8: Snéhova vlocka — osova symetrie, rotace

3.2 Programovani

Pro rozvoj informatickych dovednosti mame pripraveno nékolik her. Na lekci vzdy postu-
pujeme tak, Ze si hotovou hru zkusime, nésledné nechdme zaky popsat, jaky vyznam mohou
mit pouzité objekty a pak si jednotlivé ¢asti hry spolecné vytvorime.

Ukazkou takové hry je simulace hodu kostkou, tedy vygenerovani ndhodného ¢éisla a zobra-
zeni prislusnych pocet ok na kostce. Kostku reprezentuje ¢tverec se sedmi body, jejichz zobrazeni
se Tid{ podle hodnoty ndhodné vygenerovaného ¢isla (Obrazek 9).

[ kdyz zaci na prvnim stupni neznaji logické operace (negace, konjunkee, disjunkce), tak jim
nedéla problém popsat operace neplati, a zaroven, nebo a témito slovy nadefinovat podminky
zobrazeni jednotlivych ok [5].

c=4Vec=5Vec=6 — »@ @<«  c#1
¢c=6 —»9 @ @+—— =6
c#Fl 1 »@ T @«—— c=4Vc=5Vc=6

Obrézek 9: Kostka — logické operace
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Oblibenou komplexni tlohou, ve které se kombinuje matematika, geometrie a informatika,
je naprogramovani zjednodusené verze hry Angry Birds. (Obréazek 10) Podle véku zéku volime
obtiznost prvki dané hry. Se stfedoskolédky si povidame i o funkcich a fyzice. U zakt zakladni
skoly se soustiedime vice na geometrii a hraci prvky. Stavime na oblibé a znalosti dané hry [6].

Hod'

Obrazek 10: Zjednodusena varianta hry Angry Birds

Zavér

7 nasich bohatych zkusSenosti a kladnych ohlast na nase kurzy se ukazuje, ze program
GeoGebra je velmi vhodnym nastrojem pro zatraktivnéni matematiky. Vyhodou je, Ze se jedna
o nekomercéni a zdarma Sititelny program, ktery lze vyuzit pro vSechny vékové kategorie, od
7S az po VS. Zéci i studenti mohou byt aktivni, kreativni a diky okamzité vizualizaci snaze
pochopi probirand témata.
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GENEROVANI HEXAHEDRALNICH SIiTI POMOCI
POLYCUBE DEFORMACE

Motyckova Kristina, Sadowska Marie

VSB-TU Ostrava, IT4Innovations, Studentska 6231/1b, 708 00 Ostrava-Poruba
e-mail na hlavniho autora prispévku: kristina.motyckova@vsh.cz

Abstrakt: Plné automatické a robustni vygenerovani hexahedralnich siti je stale otevienym
problémem navzdory vice nez 30-ti letému usili védecké komunity. Jeden z pristupi, ktery se
toho snazi dosdhnout, je generovani hexahedrélnich siti pomoci deformace daného 3D objektu
na PolyCube. Tento postup je mozné rozdélit do nékolika krokt. Vstupem je kvalitni isotropni
tetrahedralni sit daného objektu. Tu si postupné v péti iteracich ,,preddeformujeme® pomoci
rotaci hran tetrahedronti vzdy o minimalni thel normaly povrchovych uzli k nejblizsimu sourad-
nému sméru za pomoci kvaterniont s jejich naslednou propagaci do objemu. Poté si vytvorime
tzv. charts - oznac¢ime si plochy povrchovych trojuhelniki dle nejvétsi blizkosti jejich normély
k soutadnym smérim. Upravené charts pak narovname a vytvorime PolyCube, tj. reprezentaci
daného objektu pomoci sjednoceni kvadri. Nyni na téchto sjednocenych kvadrech vytvorime
pomeérné jednoduse hexahedralni sit. Vyuzitim barycentrickych soutradnic a stejné konektivity
tetrahedralnich uzli provedeme zpétné mapovani hexahedralni sité z PolyCube na puvodni
objekt. Takto vytvorena hexahedralni sit zpravidla potiebuje jesté upravit kvalitativné horsi
prvky, napt. pomoci paddingu.

Klicova slova: hexahedralni sit, PolyCube, kvaterniony, charts, barycentrické souradnice, pad-
ding
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STRUKTUROVANY OSOBNOSTNI DOTAZNIK PISP
(PORTFOLIO INDIVIDUALNI STRUKTURY POTREB): JEHO
KONSTRUKCE A PRIKLAD POUZITI NA CHARAKTERIZACI
LIDi BEZ DOMOVA VE SROVNANI S BEZNOU POPULACI

A structured personality questionnaire PISP (A Portfolio of the Individual Structure of
Human Needs): Its construction and an application to homeless people’s personality
traits in comparison to a common population

MULLER Ivo

VSB-TUO, KMDG, Ostrava-Poruba
ivo.muller@vsb.cz

Abstrakt: Tento vyzkum si klade za cil empirickymi metodami vytipovat v lidské psychice
dulezité determinanty (dimenze osobnosti), které odliSuji osoby postizené socialni
marginalizaci od lidi do spole¢nosti zaclenénych. Teoretickym vychodiskem a nastrojem je
psychometricky chapana osobnost ¢lovéka. Pfi dimenziondlnim popisu osobnosti je mozné
kazdého Cloveka charakterizovat souborem cisel (profilem skort), kde kazdy jednotlivy skor
umistuje ¢lovéka nékam mezi dva extrémni poly sledované dimenze (vlastnosti). Data
ziskand z vlastniho strukturovaného dotazniku (PISP) od uzivateli domovt se zvlastnim
rezimem provozovanych Armadou spasy jsou zpracovana a vyhodnocena metodami
matematické statistiky (testy hypotéz, faktorova analyza). Jsou prokazany statisticky
vyznamné rozdily (na hladin€ 0,001) mezi cilovou a kontrolni populaci u Sesti dimenzi

z celkem deseti sledovanych, a sice mira aktivace, sobéstacnost, smérovani, zdroje pohody,
centrum Fizeni a transcendence. Nékteré dimenze vytvareji spole¢ny shluk na hlubsi Grovni
osobnosti (faktor 1. fadu), zde nazvany jako ,,orientace na déni kolem*.

Kli¢ova slova: lidé bez domova, dimenze osobnosti, psychologické potieby, domov se
zvlastnim reZimem, faktorova analyza

Abstract: Utilizing empirical methods, the research aims at identifying important mental
determinants (personality traits) that distinguish persons socially marginalized from people
well functioning in society. A theoretical basis and tool is a psychometrically conceptualized
human personality. In a dimensional approach to personality, each person can be
characterized by a set of numbers (a profile of scores), where each score places the person
somewhere in between two extreme endpoints of a given dimension/trait. Data from the
original questionnaire (PISP) administered in Salvation Army’s special-regimen housing
facilities have been put through statistical analysis and properly evaluated (hypothesis testing,
factor analysis). In six dimensions out of ten under consideration, a statistically significant
difference (p-value <.001) has been found between a targeted and control populations, namely
Arousal, Self-reliance, Directedness, Sources of well-being, Center of control,
Transcendence. Several dimensions cluster on a deeper personality level, forming a first-order
factor, here denoted as Involvement in what’s going on around one.

Keywords: homeless people, personality dimensions, psychological needs, special regimen
housing, factor analysis
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1. Uvod

Ptistavy Armady spasy jsou jakozto domovy se zvlastnim rezimem (DZR) specifické svym
poslanim, organizaci sluzby i cilovou skupinou uzivatelt. Pro kvalitu poskytovanych sluzeb je
dilezité sledovat, jakym zpiisobem a do jaké miry jsou zajiStovany Zivotni potieby
ubytovanych klientii, pfi¢emz toto sledovani miize probihat z pohledu samotnych osob,

z pohledu obsluhujiciho personalu, anebo z pohledu celé nasi spole¢nosti, ktera svymi
cilenymi legislativnimi tpravami tuto formu pobytové sluzby umoziuje a upravuje. Obecné
lze tici, ze vSechny tii strany mohou mit zdjem na tom, aby individudlni Ziti i spolecné souZiti
obyvatel Piistavii probihalo jak v atmosféie spokojenosti klientl, tak v dobrych pracovnich
podminkach personalu, a zaroven za konsenzu spolecnosti, ktera ma snahu postarat se o své
marginalizované ¢i riznymi neStastnymi zivotnimi okolnostmi postizené Cleny.

1.1 Jemny uvod do psychologické problematiky osobnosti a potieb

Problematika potieb v téchto zafizenich je velmi Siroké téma, které miize pokryvat veskeré
fungovani ¢loveka, od zakladni hygienické obsluhy, pies zajisténi stravy a oSaceni, az po
mezilidské vztahy a duchovni sméfovani. Potieby zasahuji ¢loveka v jeho fyziologické
existenci, pisobi jako dulezité faktory pti formovani osobnosti, pfi emo¢nim reagovani, pti
budovani sebepojeti a profilovani vlastniho ja, ovliviiuji stanovovani cild 1 schopnost jejich
plnéni, vstupuji do interakci s druhymi lidmi, s prateli i s Gifady, pomahaji dodavat zivotu tad
a smysl — abychom zminili alespon nékteré dulezité oblasti. Problematikou potieb se zabyvala
fada vlivnych psychologickych teorii lidské osobnosti (srv. Balcar, 1991; Drapela, 1997, Hall
& Linzey, 1978; Massey, 1981). Psychologie osobnosti umist'uje potieby do tzv.
energetizujiciho systému psychiky, spole¢né s pudy/instinkty, city/emocemi a motivaci. Tento
systém se pak dopliiuje a spolupracuje s dal$imi systémy, zejména s kognitivnim (mysleni,
jazyk, pamét’, planovani, feSeni problémi) a s volnim (stanovovani a dosahovani cili).

Zakladnim existencnim principem vSech zivych organismi je vyhybat se podnétim
nepiijemnym a vyhledavat podnéty pfijemné. V ptvodni hrubé podobé to znamena pohyb
pry¢ od bolesti a smérem ke slasti. U vyssich zivo€icht a zejména u clovéka se vSak tyto
primarni stimuly rtizn€ transformuji a zjemnuji, takZe namisto fyzické bolesti mize
vystupovat napiiklad trapna situace, nezvyklé prostiedi, absence bézné znamych objektd,
nebo tfeba jen n¢jaka nepiijemna piedstava, vzpominka €i pocit; namisto télesné slasti pak
napfiklad pochvala, zabéhnuty rezim, umélecky pozitek, nebo jen piijemna piedstava,
vzpominka ¢i pocit. Potfebou mtize byt v podstaté cokoli, co se navaze na néktery z vyse
uvedenych podnétil a v organismu vyvola tendenci (touhu, odhodlani) zapocit néjakou ¢innost
(pohybovou ¢i myslenkovou), jez ma v kone¢ném diisledku za cil vyhledat a podrzet to, co je
vnimano jako pfijemné, anebo odstranit to, co je vniméno jako nepiijemné.

Pomérné znama je Maslowova hierarchicka pyramida potieb (Maslow, 1967, 1970),
kdy zakladnu tvofi takzvané potieby nizsi, tedy existencni a fyziologické, jako jsou potieba
potravy, pristiesi, bezpeci, odpocinku a rozmnozovani, na néz navazuji dalsi vrstvy potieb
vys8ich, napf. potieby néaleZeni, piijeti, sebelcty, az po potieby nejvyssi, jez jsou produktem
civiliza¢niho vyvoje a kam se fadi potieby estetické, vzdélavaci, relaxacni ¢i duchovni.
Soucasti tohoto modelu je princip, Ze potfeby na vyssich urovnich zac¢inaji byt pocitovany
jako aktualni az v okamziku, kdy jsou uspokojeny potieby z urovni nizsich, a naopak, pii
nedostatku v potiebach zakladnich ustupuji vSechny vyssi vrstvy do pozadi. Jinymi slovy,
kruci-li ndm v bfiSe hlady, tak ndm az tolik nevadi, nemizeme-li si zajit do divadla na
Shakespeara.

Tento zékladni Maslowliv model mtze dobte poslouzit jako vychozi bod 1 pro zde
popisovany vyzkum, bude vsak uzite¢né ptipojit k nému nékolik dopliujicich pozndmek.
Zaprvé, struktura potieb je u kazdého ¢lovéka individualni, pticemz kazda obecna potieba,
napf. potieba naleZeni, se ¢leni na dil¢i a drobnéjsi, avSak konkrétnéjsi potieby, napt. mit
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kolem sebe rodinu a byt jejim platnym ¢lenem, mit kruh pratel a byt mezi nimi obliben,
zastavat funkci v pracovnim kolektivu apod. Toto ¢lenéni je mozné provadéet do libovolného
stupn¢ podrobnosti. Zadruhé, struktura potieb neni statickd, nybrz se dynamicky proménuje

Vv Case, jednak pusobenim vnéjSich podminek (zména prostiedi, proménlivost stimultl), jednak
v dtsledku pouhého plynuti biologického ¢asu (hlad a Zizen, procesy zrani a starnuti). Tato
proménlivost se projevuje v ¢asovych horizontech riznych ada, u n€kterych potreb v fadu let
¢i desetileti (potieba partnerského vztahu), u jinych v fadu dnt 1 hodin (potieba odpocinku
nebo vybiti napéti).

Zatteti, Clovek je schopen zamérnym volnim usilim ovliviiovat relativni dilezitost
jednotlivych potieb, tzn. ze n¢které, které povazuje za uslechtilé (napt. potteba se vzdélavat),
uptednostni, zatimco jiné (napf. potieba ovladat druhé lidi) se snazi potlacovat. Toto zdméerné
uptednostiiovani a upozad’ovani potieb ve smyslu péstovani urcitych ryst osobnosti na tkor
jinych, je soucasti budovani a prebudovavani charakteru, které probiha vlastné po cely zivot
cloveka, od détstvi az do pozdniho stafi. Jako hlavni tendence se v ném obvykle projevuje
jista kontinuita vyvoje, €ili dilezitym determina¢nim faktorem je uz to, které potieby a jakym
zpusobem se ¢lovek naucil uspokojovat v minulosti. Metody a postupy, které se mu
osveédcily, si s sebou nese dale Zivotem jako navyky a zaélenuje je do vice ¢i méné stabilni
struktury osobnosti, jako nadstavbu nad zékladni vrozeny temperament. Tato struktura se
pfirozené a samovolné méni pusobenim vlivi, jako jsou napfiklad hormonalni zmény nebo
akumulace zkuSenosti, avSak pozménit ji né¢jakym zasadnéjSim zptisobem byva obtizné,
zejména neni-li k tomu &lovék opravdu odhodlan. Cili shrnuto, vymanit se ze zajetych koleji
neni snadné, avsak pfi dostatecné motivaci ¢i silné vili je to uskutecnitelné.

Zactvrté, potieby je mozné ,,vyrabet umele®, nékdy docela snadno, napft. potieba dat si
n¢kolikrat denné kavu nebo cigaretu, potteba dokoncit rozlusténou kiizovku, potieba koupit si
ten nejlepsi produkt opévovany v reklamé. Jde vlastné o to, Ze ¢lov€k dobrovolné piijme
néjaky cil (tieba i ne zcela védomé), jehoz dosazeni mu pfinese piijemny pocit — a naopak,
stav nedosaZeného cile je spojen s pocity spiSe nelibymi €ili s frustraci. Jedna se o pomérné
zajimavy postieh ohledné fungovani lidské motivace: aktivni ¢lovek, ktery je zvykly si
stanovovat cile a usilovat o jejich plnéni, si pfipravuje spoustu ptileZitosti pro pfijemné pocity
Z odmény, pokud se mu cilt dati dosahovat nebo se k nim alespon pfibliZovat, avSak zaroven
riskuje frustraci a zklamani, pokud se mu toto nedati; zatimco pasivni €lovek, ktery si navykl
o nic piili$ neusilovat, se sice vyhne nepfijemnym pocitiim zklamani z prohry, avSak zaroven
se piipravuje o moznost pocitl radostnych z ptipadnych Gspéchi. I toto je soucasti strategii
pii uspokojovani potieb, které se odrazeji ve struktufe osobnosti.

Zapaté, o jakém Clovéku bychom mohli fici, Ze jsou vSechny jeho potieby
uspokojeny? Znamena to, Ze v z&dném okamziku viitbec nevnima pocit nedostatku? Evidentné
nikoli, vzdyt toto tvrzeni samo o sob& ptedstavuje antitezi zivota, kdy Zivot je souborem
slozitych a vzajemné se ovliviiujicich procest, jejichz souhra v lepSim ptipad¢ dosahuje jakési
dynamické, tj. neustale porusované a obnovované rovnovéahy. Stav uspokojenych potieb nelze
tedy chapat v takto striktnim smyslu, ale volngji, a to mozna na dvou rovinach. Jako viceméné
pravidelné obnovovani rovnovahy, tj. vyrovnavani deficitu, u potteb zékladnéjsich a
kratkodobé¢jsich, které dany ¢lovek pocituje jako pro néj dulezité (strava, hygiena,
spolecensky kontakt, zabava, sex), na jednom polu, a jako urcity pocit spokojenosti ¢i smifeni
v dilezitych Zivotnich oblastech (profesni dréha, rodina, smysl Zivota) v dlouhodobé;jsi
perspektivé na pélu druhém. Pokud bychom hledali k vyrazu ,,uspokojeni potieb* synonyma,
asi bychom nenasli lepsi slova nez spokojenost, pohoda, dobra nalada, vyrovnanost. OvSem
za témito slovy se mohou skryvat riizné cesty k vyslednému stavu a rtizné mira vynalozené¢ho
usili na jeho dosazeni a udrZeni.

Vsechny vyse uvedené postiehy je dobré mit na zfeteli, je-li naSim tkolem sledovat a
vyhodnotit miru uspokojovani potieb u populace osob dlouhodobé¢ pobyvajicich v Piistavech.
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Ackoli v jednotlivostech mohou byt jejich individualni osudy a zivotni okolnosti velmi
rozmanité, obecné je mozné u této skupiny lidi vystihnout nésledujici specifika, kterd se
promitaji i do oblasti potfeb a osobnosti:
a) vyssi vek, tj. faze pozdni dospélosti a stafi,
b) ubytek kognitivnich schopnosti, tj. zhorSena pamét’, ubytek jazykovych schopnosti,
narusené logické mysleni, zhorSen4 komunikace, demence,
€) oslabeni socialni sité, tj. zhorSené ¢i prerusené kontakty s rodinou i s byvalymi prateli,
d) omezeni kontaktu s okolnim svétem, Casto v dusledku télesného postizeni, dusevniho
onemocnéni nebo finan¢ni tisné,
e) stiny minulosti: zivotni krachy, zavislosti na navykovych latkach, exekuce, ztrata
domova, rozpad osobnosti apod.

V ramci zde prezentovaného vyzkumu jsme hledali vhodny kompromis, ktery by nam
umoznil neslevit pfili§ v §ifi zaberu, a pfitom se neutopit v detailech problematiky, jejiz
rozmanitost jsme se snazili nastinit v piedchozich odstavcich. Jednalo se spise o pilotni
prizkum v dané oblasti, 0 mapovani a hledani zajimavych témat a souvislosti, nez o
ovetovani konkrétnich, jiz formulovanych hypotéz. V tomto ¢lanku se zamétime na porovnani
uzivateld Piistava s $ir§i populaci, a sice pomoci statistické analyzy kvantitativnich dat.
Kromé¢ vysledkii pro souhrnnou populaci uzivatell vSech Ctyf stavajicich Piistavii Armady
spasy v CR uvedeme rovnéz nékteré idaje pro Piistav v Sumperku, ktery jsme zvolili jako
vhodného predstavitele stfedné velkého zatizeni tohoto typu.

1.2 Stripky do mozaiky z vyzkumnych studii

Snaha podchytit specifické osobnostni rysy ¢lovéka bez domova neni zdaleka nova, nicméné
prvotni usili bylo zaméfeno spise popisné a kvalitativné (Levinson, 1965). Pozdé&jsi studie jiz
vyuzivaly kvantitativnich postuptl, pfi¢emz se jednak rozsifoval okruh zkoumanych
vzajemnych souvislosti, jednak se zachazelo do detailnéjSich analyz. Problematice
konkrétnich osobnostnich vlastnosti a psychickych stavii u lidi bez domova se vénovali
naptiklad Guarnaccia a Henderson (1993), kteti se zaméftili na efektivitu, komunikacni
kompetenci a snahu zalibit se druhym, nebo Summerlin (1995), ktery zkoumal
sebeaktualizaci, osamélost a depresivitu. Rada studii se snaZila podchytit skutenost, Ze mezi
lidmi bez pfistiesi se pomérné Casto vyskytuji psychické poruchy, pficemz nebyva vzdy
ziejmé, zda se jednd o pfi¢innou souvislost a kterym smérem tato pfi¢innost mifi. Napiiklad
Churchard et al. (2019) se vénuji projeviim autismu. Vyslovuji pfedbézny zavér, Ze komunita
bezdomovci skutecné vykazuje zvySeny vyskyt autistickych rysu a Ze jednotlivci takto
postiZzeni mohou mit urcité spole¢né osobnostni vzorce a potieby, konkrétné, Ze byvaji vice
spolecCensky vylouceni a Ze mivaji mensi sklony ke zneuzivani navykovych latek. Salavera et
al. (2013) sledovali aspésnost 1écby v zavislosti na typu dusevni poruchy. Zjistili, Ze u poruch
osobnosti typu B (antisocidlni, hrani¢ni a narcistni — dle DSM IV) jsou horsi vyhlidky
setrvani v 1é€be€ oproti porucham typu C (zavislostni).

Z Maslowovy hierarchie potfeb vychazel vyzkum Sumerlina a Normana (1992), v némz
se snazili prokazat, ze v dusledku neuspokojenych zakladnich potieb bude skupina lidi bez
domova skorovat vyznamné nize na stupnici sebeaktualizace (Short Index of Self-
actualization, Jones & Crandall, 1986). Tento ptedpoklad se nicméné nepotvrdil, coz svéd¢i
ve prospech jistych specifickych adaptivnich strategii bezdomovci.

Faktorovy piistup pro popis struktury osobnosti predstavil jiz Cattell (1946, 1950). Od té
doby je tento pfistup stale vyuzivany, i kdyz ma své zastance 1 odptrce, vyhody 1 nevyhody
(viz napt. McDonald, 1991). Naprtiklad Schnittgerova et al. (2012) jej pouzili pfi hledani
klicovych komponent psychické pohody a psycho-socialniho fungovani u starsich lidi
ptebyvajicich v domovech pro seniory. Za tfi latentni faktory oznacili: niternou psychickou
nepohodu, socialni podpiirné site a fyziologickou funk¢énost (zejména spanek). Sumerlin
(1995) aplikoval faktorovou analyzu pti hledani modelu adaptivniho pfizptisobeni na vzorku
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145 1idi Zijicich na ulici. Jeho vysledny model obsahoval tfi faktory: snahu o ptizptsobeni,
nadhled nad situaci a adaptacni zdroje. Pfitom se potvrdila Maslowova domnénka, ze
uspokojivé mezilidské vztahy jsou dobrou cestou k dusevnimu zdravi.

2. Metody a nastroje

2.1 Testovy dotaznik

Sbér dat jsme provedli formou dotaznikového Setifeni mezi uzivateli i zaméstnanci Piistavi.
Nas zékladni nastroj, Portfolio individualni struktury poti‘eb (PISP), je koncipovan jako
strukturovany psychologicky test osobnosti malého rozsahu (30 polozek), ve formé testového
dotazniku pro vyplnéni respondentem (self-report questionnaire). Forma dotazniku byla
vedena zdmérem jeho nasledného zpracovani metodou faktorové analyzy. Tato statisticka
metoda umoziiuje pomoci rozboru korelacni struktury mezi polozkami ziskéavat z tzv.
povrchovych faktort skryté (latentni) faktory vyssiho fadu. Polozky (otazky) byly sestaveny
tak, aby vzdy tfi z nich sytily jeden povrchovy faktor. Téchto povrchovych faktorti bylo tedy
deset a zaroven predstavovaly vybrané oblasti potfeb. Lze se na né téz divat jako na urcité
dimenze ve struktuie osobnosti, které nas zajimaji pravé s ohledem na riznorodé potieby
uzivatelii. Kazdou z dimenzi chapeme jako kontinuum, které je charakterizovano popisem
svych dvou protilehlych péli. I kdyz se tyto poly tradiéné oznacuji jako plus a minus,
neznamena to nutng, ze minus pol je néjakym zpisobem Spatny, ménécenny ¢i
opovrzenihodny. Miize se jednat pouze o odlisné preference ¢i zptisoby uspokojovani potieb.
Vybranych deset dimenzi pro analyzu potieb popisuje tabulka 1. Dimenze jsou uspofadany

Vv

zhruba ve sméru potieb od nizsich po vyssi.
Tabulka 1. Dimenze z portfolia potieb PISP.

dimenze plus pél (+) minus pol (-) pol.
o y f qxont . 2
1 M’A ‘ ¢innost, spolecenské déni, komunikace, klid, Gstranni, neginnost 11
mira aktivace pohyb 8
SO sobé&stacnost, bézné denni ukony, aktivity | zabezpecenost, nechat se opeCovavat, |8
2. | sobéstacnost denniho Zivota (jidlo, obleCeni, hygiena, | nestarat se o domacnost (dostat 23
(zékladni provoz) | vafeni, prani, koupani) obléct, najist, vyspat) 26
up . s poradek, utulno, ¢isto, véci na svych provozni chaos, nezatézovat se "
3. |udrzovani , . , 1 . 19
o mistech (jako v klicce) uklidem (jako v tanku)
potadku 25
SD rezim dne, pravidelnost, dodrzovani volna napln dne, zmény a prekvapeni, !
4. . " Yo N o , 20
struktura dne pravidel, rovnost v§ech pfed zakonem tolerance prestupktl druhych 21
5 SM planovani do budoucnosti, postupné cile, | nic si neplanovat, brat véci jak 2 6
" | sméfovani smysluplné sméfovani ptichazeji 24
7p trvalé vnimani radosti z kazdodennich ¢as od Casu vysadit a pofadné 10
6. . malickosti, z zivé viry, vnitini zdroj zrelaxovat, zapomenout na starosti, 14
zdroje pohody . -
energie vnéj$i zdroj tlevy 18
. _— . 5
7. SZ o | eden t,)thy thah, n?lt s¢ komu vice povrchnich znadmosti, Siroka sit” | 12
socialni zakotveni | vypovidat, mit pevny bod 30
CR svét jako vyzva, ve které umim obstat; svét jako ohrozeni, s nimz stéale 6
8. o zvladani vlastnimi silami, vira ve vlastni | zapasim; zvladani zuby nehty, nameé |13
centrum rizent . . o
schopnosti si nepfijdou 22
P§ . pocit dilezitosti pro druhé, mam jim co | nechat se hyckat druhymi, maji mé 3
9. |pfinos svétu a . L . f s no .. 4
, nabidnout, umim je zaujmout a vést radi, jsem oblibeny, stmeluji
druhym 15
TR .. L e - | . ‘s . 17
zivot ma vyssi smysl, smrti vSe nekon¢i, | zivot vznikla bézi nahodou, smrt je
10. | transcendence Btih jako dobro a laska konec, Btih je lidsky vymysl 27
(smysl Zivota) J ’ J yvymy 29
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Tticet polozek bylo do dotazniku zafazeno v ndhodném poradi. Formatem odpovédi je
Sestibodova Likertova stupnice s moznostmi od ,,uplné nesouhlasi* po ,,ipIné souhlasi®.
Vystupem z dotazniku je uspotadany vektor deseti skort, jeden skor pro kazdou dimenzi,
pricemz tento vektor je mozno chépat jako osobnostni profil. Pro standardizaci dotazniku a
zarovefi pro moznost srovnani populace uZivatell v Piistavech s obecnou populaci CR jsme
dotaznik PISP pfipravili rovnéz ve formé pro vetejnost, kterd byla k dispozici online a urena
k vyplnéni komukoli, pfedev§im vSak vSem zaméstnancim Armady spasy.

2.2 Metody pro vyzkumné otazky

Ackoli se jednalo o testovani v zasad¢ pilotni, ¢ili prizkumové, ptresto nas uz ve fazi
koncipovani dotazniku zajimaly ne€které vyzkumné otazky (pracovni hypotézy):

Ol. Projevi se v nékterych dimenzich vyznamny rozdil mezi [idmi z Pristavii a Sirsi
populaci?
Odpovéd poskytne standardni dvouvybérovy t-test na ovérovani shodnosti stiednich hodnot u
dvou nezavislych populaci.

O2. Budou sledované dimenze mezi sebou relativné nezavisle, anebo se seskupi do
urcitych shluku? Jinymi slovy, bude prirozené vysledné skory interpretovat jako
vicerozmerny profil, anebo je bude mozné scitat do podoby nadrazenych indexu?

03. Objevi-li se shluky, bude mozné mezi nimi identifikovat néjaky shluk cili

faktor vyssiho Fadu?
Odpoveéd’ na tyto dvé otazky je zcela v moznostech faktorové analyzy, kterou jsme nasledné
pouzili ke zpracovani dat. Pro nase vypocty v programovacim prostiedi ,,Matlab* jsme
adaptovali explora¢ni faktorovou analyzu s iteraénim postupem a s pomocnou metodou
hlavnich komponent pro odhad parametri. Rotaci vyslednych faktorovych zaté€zi jsme
neprovadéli, aby bylo mozné snaze porovnat vystupy pro riazné datové sady. Kritériem pro
vysledny pocet faktori (tj. skrytych dimenzi vyssiho fadu) byl pocet ptisluSnych vlastnich
Cisel vétsich nez jednicka a zaroven alespont 80% vysvétlené spolecné variability, tj. index
podminénosti (i.p.) > 0,80.

3. Data a subjekty

Sbér dat prob&hl ve viech &tyfech Pfistavech Armady spasy na uzemi CR: Frydek-Mistek,
Ostrava-Kunéicky, Ostrava-Zukalova a Sumperk, a sice v prib&hu srpna az ¥{jna 2020. Se
sbérem dat od uzivatelti pomahali tfi vySkoleni tazatelé. Uzivatelé se ucastnili dobrovolné a za
svou ucast neobdrzeli Zadnou odménu. Ziskana data byla anonymizovana. Z celkového poctu
179 uzivateld se podafilo ziskat kompletné vyplnény dotaznik PISP od 118 z nich, coz
pfedstavuje miru navratnosti 66%.

Pted statistickym zpracovanim jsme se rozhodli tento soubor dale filtrovat. Cilem
tohoto postupu bylo odstranit z dat malo vérohodné vypovédi (ackoli uzivatel sice néjaké
odpoveédi poskytl, tak méme podezieni, Ze jsou jeho odpovédi zkreslené, napt. Ze se
nesoustiedil, Ze otazky nepochopil, Ze nemél zajem o nich premyslet apod.). Jedna se o
obdobu lie-score (LS), tedy skaly obcas zatazované do osobnostnich dotazniki na podchyceni
respondenttl, ktefi at’ uz zdmerné ¢i nezdmérné dodavaji nestandardni odpovedi. Zde pouzity
LS-skor se pohybuje v rozmezi 0 az 10, pticemz vyssi hodnoty svéd¢i o nevérohodnych
udajich. Vyse zminéné filtrovani dat pak spocivalo v tom, Ze do dal$i analyzy vstupovaly
pouze dotazniky s hodnotou LS-skoru nizsi nebo rovnou péti a tyto predstavovaly zakladni
statisticky soubor z Ptistavi (N = 86). Filtrovanim jsme tedy ztratili 32 (pravdépodobné
nevérohodnych) statistickych jednotek. Pfi pouziti téhoz filtru u standardizacniho souboru
nebyl vytazen nikdo.
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Zékladni demografické charakteristiky dvou hlavnich soubord, tj. sledované populace
z Pristavil a standardiza¢niho souboru, jsou uvedeny v tabulce 2, pro ilustraci doplnéné o
udaje za Sumpersky Piistav.

Tabulka 2. Zakladni demografické charakteristiky.

soubor | N pohlavi veék
muzi zeny | priimér | 20-30 | 30-40| 40-50 | 50-60 | 60-70 | 70-80 | 80-90

stdizacni | 113| 29 84 | 404 23 32 29 24 5 0 0
Pristavy | 86 | 59 27 | 64,0 0 0 4 18 41 22 1
Sumperk | 25 | 17 8 63,4 0 0 1 8 8 7 1

4. Vysledky

Zakladni popisné charakteristiky jednotlivych dimenzi z portfolia potieb PISP spolu
s vysledky t-testu jsou uvedeny v tabulce 3 a v grafu 1.

Tabulka 3. Charakteristiky dimenzi z portfolia potfeb a jejich statisticka vyznamnost.

soubor MA SO upP SD SM ZP Sz CR PS TR
mira sobésta¢- | udrzovani | struktura ., .| zdroje socialni | centrum | prospéch | transcen-
aktivace nost potadku dne smerovant pohody | zakotveni | fizeni svétu dence
stdizaéni | @ 12,4 13,9 12,9 10,3 13,0 12,8 12,8 12,6 10,7 10,9
s.0. 2,7 2,6 3,6 2,6 2,0 2,2 2,2 2,4 19 4,6
*kx **k%k *k*k *kx *k*k **k*x
Pristavy | @ 9,7 12,3 13,7 10,3 11,3 9,8 12,8 9,3 10,6 8,1
s.0. 37 3,7 3,0 3,2 3,4 2,5 31 3,0 3,0 51
Sumperk | @ 9,3 12,0 14,7 10,2 9,8 9,8 13,0 8,5 10,2 8,6
s.0. 38 31 2,9 3,7 2,9 3,0 3,0 2,9 3,0 47

Pozn.: @ primeér, s.o. smérodatna odchylka; hvézdicky oznacuji statisticky vyznamnou odchylku od priméru
z predchoziho fadku ( * na hlading 0,05, ** na hlading 0,01, *** na hladin¢ 0,001).

Graf 1. Profily dimenzi z portfolia potfeb.
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4.1 Rozdily v pramérné urovni dimenzi

Primérné hodnoty dimenzi ze standardizacniho souboru nam mohou poslouzit jako vhodna
zakladni nivelizacni latka, se kterou pak miizeme porovnavat hodnoty z Pfistavii. U nékterych
dimenzi je pramér umistén vyse (kolem 13 az 14), u jinych nize (kolem 10 az 11). Tyto
rozdily nemaji pro interpretaci zddny vyznam, jde vlastné jen o stanoveni jakési arbitrarni
,huly* na pomysIné stupnici méficiho pfistroje. Hodnoty nizsi nez primér znamenaji posun
k zapornému polu, vyssi nez primér ke kladnému polu piislusné dimenze (Ohledné naplné
jednotlivych dimenzi a jejich poli viz tabulku 1.) Variabilita dimenzi vyjadiena smérodatnou
odchylkou se pohybuje v rozmezi 2 az 3, pouze u transcendence (TR) je znateln¢ vyssi (4,6).
Znamena to veétsi rozptylenost odpovedi v této dimenzi smérem k obéma krajnim polim
skaly.

Primérné hodnoty z Ptistavll jsou oproti souboru standardizacnimu obecné na stejné
nebo nizsi urovni (smérodatné odchylky se o néco zvysily). Jedinou vyjimkou je udrzovani
potadku (UP), kde se uzivatelé Pristavii (mozna piekvapive) jevi jako vice tihnouci k poradku
nez obecna populace. Mozné vysvétleni by mohlo souviset s vékem, na stati clovek totiz vice
oceni, najde-li véci na svych mistech. Vyrazné nizs§i primérné hodnoty (statisticky vyznamné
na hladin¢ 0,001) maji skaly mira aktivace (MA), sobéstac¢nost (SO), sméfovani (SM), zdroje
pohody (ZP), centrum fizeni (CR) a transcendence (TR).

Zastavme se na chvili u téchto skal jednotlive. Strucné feceno, nizsi mira aktivace
(MA) zfejmé souvisi ptfedevsim s vékem, nebot’ se stafim stale markantnéji nartistaji
problémy se snizenou pohyblivosti, se zhorSenymi kognitivnimi schopnostmi (pamét’,
pozornost, komunikace) a pro ¢lovéka je pak piijemnéjsi uzavirat se do svého vnitiniho
poklidného a bezpec¢ného svéta, kde na né€j nejsou kladeny takové naroky. Navic na stari
¢lovek jiz nepotiebuje byt vydéle¢né €inny, ¢imz odpadé spousta diive nevyhnutelnych
aktivit. Nicmén¢ je rovnéZ mozné, ze u niz$i miry aktivace pretrvava néjaky rys osobnosti
samotaiské sklony.

Zajimavy je nizsi skor u zdroji pohody (ZP), ktery naznacuje, ze lidé z Ptistavii nejsou
zvykli hledat a nachdzet rozptyleni, osvéZeni a povzbuzeni v drobnych vécech kazdodenniho
Zivota, ale spiSe prozivaji trvale urcity neklid a napéti, které pak jednou za Cas potiebuji vybit
razantnéjSim zptsobem. U zdravého Zivotniho stylu by to mohlo znamenat zajit si do
posilovny nebo na hokejovy zapas, av§ak do tohoto polu spadaji také rizné nezdravé vzorce,
jako alkoholové excesy €1 nakupni horecky. Posun k zapornému p6lu u centra fizeni (CR)
znamena snizenou sebedliivéru v tom smyslu, Ze ¢lovek neustale bojuje s okolnim
neptatelskym svétem, ptfi¢emz spiSe prohrava nez vyhrava, nebo ho to alespon stoji velké
mnozstvi sil. Musi vymyslet rizné klicky a strategie, aby vlibec obstal, a pfitom nebyl
piistizen. Znamena to zivot v ohrozeni. Niz$i hodnota transcendence (TR) vypovida o
vSechno bezi jen néjakou setrvacnosti ¢i nahodou a Ze smrti ¢lovéka je nevyhnutné vSemu
konec. MoZna Ze samy o sob& nemuseji byt pozice v blizkosti téchto tii poli nutné nijak
nezdravé ani ohrozujici, zvlasté jsou-li vykompenzovany nécim piijemnym a posilujicim

Pokles pozorujeme jeste u dalSich dvou dimenzi, ackoli uz ne tak markantni (piesto
statisticky vyznamny). Niz§i sob&stacnost (SO) je pochopitelnd uz jen s ohledem na cilovou
skupinu, rovnéz tak smetovani (SM), kdy ¢lovek na staii, spolu s ubytkem sil, zdravi,
spolecenskych kontaktl i finan¢nich prosttedkl pfichazi také o své plany a cile. Nicméné toto
je mozné chapat i jako urcity plod zivotni moudrosti, kdy clov€ék nakonec zjist'uje, Ze vlastné
o nic usilovat nepotiebuje a ze je ptijemné brat véci tak, jak ptichazeji.
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Udaje za Sumpersky Piistav musime brat vzhledem k malému rozsahu vybéru
S rezervou, nicméné i ony vykazuji tytéz tendence jako data pro Pfistavy celkové. U zadné
z dimenzi jsme nezjistili vyznamny rozdil v Grovni oproti souboru ze vSech Piistavii.

4.2 Shluky dimenzi ¢ili faktory

Posuny v prumérnych trovnich vSak nezachycuji zdaleka vSechny souvislosti, které je mozné
Z dotaznikt PISP ziskat. Zajimavé informace ptfinaSeji rovnéz vztahy mezi dimenzemi,
vyjadfené pomoci riizn¢ vztahovanych korelaci. Pfitomnost korelaci mezi dimenzemi potieb
by nasvédcovala tomu, ze tyto dimenze maji néco spole¢ného, ze vlastné méti néjaké
spolecné jadro, spole¢ny koncept. Naopak nekorelované dimenze predstavuji samostatné
sméry v osobnosti, néco jako pravouhlé souradnicova soustava v geometrii. Obé varianty maji
své piijemné stranky: ta prvni umoznuje hledat a koncipovat skryté dimenze vyssich fadu, Cili
obecngéjsi faktory osobnosti (praveé o toto se snazi metoda faktorové analyzy), ta druha
znamena existenci dale neslucitelnych zakladnich os, neredukovatelné ,,kostry* osobnosti, na
niz mohou byt navéseny dalsi dil¢i dimenze. Aniz bychom zabihali do podrobnosti,
poznamenejme pouze, ze faktorova analyza hledd v datech hlubsi strukturu pravé pomoci
vhodné maximalizovanych korelaci, pficemz pfi jejich hledani jsou v ramci statistického
modelu kladeny uréité doplitujici pozadavky na rozlozeni variability do jednotlivych
proménnych.

Jaké byly vysledky? Podivejme se nejprve na standardizacni soubor z internetového
dotazniku. Obycejné korelace mezi deseti dimenzemi (sledovanymi proménnymi) se
pohybovaly v absolutni hodnoté v rozmezi 0,20 az 0,33, coz hodnotime jako korelace spise
mirné az nepodstatné, vzhledem k ocekavané ptitomnosti nahodného Sumu, bézného u
spolecenskovédnich dat. Ziejmé neni vyloucena ani jedna z moznosti, tj. Ze by dimenze
mohly stat samostatn¢, anebo Ze by se mohly nékteré z nich seskupovat. Vystupy z faktorové
analyzy uvadi tabulka 4 a graf 2. Udaje z tabulky je mozno interpretovat nasledovné. Prvni
faktor je sycen, postupné¢ od vice k méné vyznamnym, dimenzemi mira aktivace (MA),
socialni zakotveni (SZ) a struktura dne (SD), pfi¢emZ mirou vyznamnosti jsou ¢isla uvedena
pod nimi neboli faktorové zatéze (jsou to vlastné korelace mezi ptislusnou dimenzi a prvnim
faktorem). Zaporné znaménko udava neptimy vztah mezi dimenzi a faktorem. Vidime tedy,
ze prvni faktor je predevs§im ur¢ovan mirou aktivace (pfimo, tj. ¢im vyss$i aktivace, tim vyssi
faktor) a do mensi miry socidlnim zakotvenim a strukturou dne (neptimo). Otdzka pro
interpretaci zni, jaky spolecny koncept by mohly tyto tfi proménné pokryvat, pficemz je tieba
uvazit i orientaci k plus nebo minus polu (viz tabulku 1). Jako pfijatelné se jevi interpretace
tohoto prvniho faktoru jako ,,orientace na déni kolem* (Cinnost, komunikace, Siroka sit’
znamosti, volné népli dne, zmény a piekvapeni).

Tabulka 4. Faktorova analyza pro data PISP.

soubor index I. faktor I1. faktor 11. faktor
podminénosti |  grientace na déni kolem | stala kontrola nad okolim
stdiza¢ni 0,86 MA SZ SD ZP SM UP SO
0,78 -0,55 -0,54 0,52 046 045 041
Ptistavy 0,91 SD SZ ZP MA | PS SM SO UP SO
-0,56 -0,54 -051 0,38 |-0,43 -0,42 0,40 0,39 0,57
Sumperk | 0,90 SZ CR SM zP | MA TR
-0,68 -0,67 -0,58 -0,52| 0,75 0,50
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Graf 2. Faktorova analyza pro data PISP — dva nejvyraznéjsi faktory.
Legenda: vnitini kruh — standardizacni soubor, mezikruzi — Pfistavy celkove,
vnéjsi kruh — Piistav Sumperk. Vepsana ¢isla pfedstavuji faktorové zatéze.

Faktor l.

Orientace na déni kolem

O MA mira aktivace
B SZ socialni zakotveni
0O SD struktura dne
0O ZP zdroje pohody

B CR centrum fizeni

Faktor Il.

Stala kontrola nad
bezprostirednim okolim

@ SM sméfovani

@ UP udrzovani pofadku
0O SO sobéstacnost

0O ZP zdroje pohody

B PS piinos svétu

O MA mira aktivace

Obdobn¢ postupujeme u druhého faktoru. Zde vystupuji zhruba ve stejné mife a se stejnym
znaménkem Ctyfi dimenze: zdroje pohody (ZP), smétovani (SM), udrzovani potadku (UP) a
sobéstacnost (SO). Snad by se daly shrnout pod hlavicku ,,stala kontrola nad
bezprostifednim okolim*. Tteti vyznamny faktor jiz nalezen nebyl.

Nyni k vysledktim pro data z Ptistavii. Na prvni pohled je patrné, Ze vystupy jsou 0
néco rozttisténéjsi (vice dimenzi pod jednim faktorem, mensi zatéze) a svou strukturou se od
standardizac¢nich dat lisi. Odlisnost jsme sice ocekavali, jde vSak o to, zda se podafi ji néjak
smyslupln¢ vysvétlit. Prvni faktor ma spolecné proménné miru aktivace (MA), socialni
zakotveni (SZ) a strukturu dne (SD), s tymiz znaménky, ¢€ili je pomérné dobfe patrné, ze se
jedné o tentyz faktor, ktery jsme vySe oznacili jako ,,orientaci na déni kolem®. Pouze mira
aktivace je zde mén¢ vyrazna a navic se piipojila dimenze zdroje pohody (ZP), ve sméru

83



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2023

vnéjSich zdrojt ulevy, coz odpovida orientaci na vnéjsi déni. Druhy faktor ma spole¢né
smétovani (SM, s opaénym znaménkem), sobéstac¢nost (SO) a udrzovani poradku (UP), navic
se pripojuje piinos svétu a druhym (PS). TotoZznost tohoto faktoru s vyse identifikovanym
,,stala kontrola nad bezprostfednim okolim* neni zcela jasna, nebot’ kromé z&jmu o
bezprostiedni okoli (kladné¢ UP, SO) se zde rovnéz projevuje zaméteni na sebe a na
ptitomnost (zaporné SM, PS). Pro dosazeni dostateéné vysokého indexu podminénosti byl
piipojen jesté treti faktor, ktery vSak obsahuje jedinou vyznamnou dimenzi sobéstacnost (SO).
Ta se projevila uz ve faktoru pfedchozim, nicméné se zda, Ze je pro tento soubor proménnou
dualezitou, proto se nyni objevuje jesté samostatné.

Udaje pro Sumperk jsou uvedeny spise jen pro ilustraci, nebot’ soubor neobsahuje
dostatecné mnozstvi respondentii. Je vidét, ze vyse nalezena struktura se dale tfisti a dimenze
se preskupuji, to je vSak nutnym vysledkem naristajiciho Sumu v malych datech.

Shrneme-li tuto ¢ast vyzkumu, podafilo se nam u souboru bézné populace
identifikovat dva faktory (skryté dimenze vyssiho fadu), které jsme pracovné nazvali jako
orientaci na déni kolem, primarné sycenou mirou aktivace (MA), a stalou kontrolou nad
bezprostiednim okolim, sycenou zhruba ve stejné mife n¢kolika dimenzemi. Prvni z téchto
faktoru je docela dobfe pozorovatelny rovnéz u populace uzivateld Ptistavii. Druhy z nich je
mén¢ vyrazny a je patrné pon¢kud posunuty, smérem k vétSimu zaméfeni na vlastni osobu a
ptitomny okamzik.

Na zavér jesté dodejme, Ze interpretace vystupti z faktorové analyzy obecné nebyva
jednoduché a vyzaduje znaény vhled do zkoumané problematiky. Ve snaze doséhnout lepSiho
vysvétleni vysledkl se nékdy pouziva tzv. rotace faktorovych zatézi, ktera vSak do celého
postupu vnasi mnohem vétsi miru subjektivity a nejednoznacénosti.

6. Diskuze a vyhledy

Na tomto misté bychom radi poznamenali, Ze dotaznik PISP ptfedstavuje metodologicky
pomérné sofistikovany néstroj naseho vyzkumu, sestaveny podle dobrych psychometrickych
zasad (srv. Furr, 2008; Kaplan & Sacuzzo, 1993; Rust & Golombok, 2009). O zadném jiném
psychologickém testu, ktery by se zamétoval na tuto ¢ast struktury osobnosti a na tuto
skupinu respondentil, v souc¢asné dob€ nevime, ani v republikovém, ani v celosvétovém
meéfitku. Z tohoto hlediska mizeme PISP povazovat za zcela pivodni pfinos této studie.

Nase dal$i vyzkumné usili bychom radi zaméftili na provedeni konstruktové a
diskriminac¢ni validace porovnanim s nékterymi vybranymi psychologickymi testy, naptiklad
se Skdlou dusevni pohody (Ryff, 1995) &i s Kratkou Skalou resilience (Brief Resilience Scale,
Smith et al., 2008, 2010; Sanchez et al., 2021), na rozsifeni standardiza¢niho souboru a na
administraci dotazniku u dalSich respondentskych skupin.
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Abstrakt: Cilem piispévku je sdilet zkuSenost se vznikem a provozem podpurného centra pro vyuku
matematiky (Maths Support Centre) na Univerzit¢ Tomase Bati ve Zlin€. Support centrum nabizi
studentim univerzity moznost konzultaci matematickych témat mimo rozvrhovanou vyuku
V bezpeéném prostiedi. S dlouhodobym plisobenim support centra jsou svazané také rizné provozni
a organiza¢ni aspekty. Popisem jejich konkrétniho stavu vV nasem support centru se zabyvame v tomto
¢lanku.

Kli¢ova slova: vyuka matematiky, support centrum, konzultace matematiky

1 Uvod

Vzhledem k tomu, Ze matematika je zakladem a klicovym nastrojem ve vSech technickych
oborech, je pro uspésné studium na vysokych skolach technického typu nezbytné, aby studenti méli
v této zasadni védni disciplin€ znalosti a dovednosti na dostatecné vysoké Urovni. Bez nich maji
vétSinou velké potize s porozuménim pokrocilejsim matematickym konceptliim a jejich aplikaci v
téchto oborech, coz byva velmi ¢asto spojeno s ptedcasnym ukoncenim studia. Z tohoto diivodu jsme
se na nasi univerzit¢ rozhodli poskytnout studentim pomoc a posilit podporu pravé pii zvladani
matematickych pfedmétti. Vybudovali jsme podplrné centrum pro podporu vyuky matematiky
(Maths Support Centre, MSC), které si klade za cil poskytovat studentim individualni a efektivni
pomoc pii zvladani matematického uciva.

Univerzita Tomase Bati ve Zliné ma Sest fakult, matematické predméty se uci na ctyfech z nich
a jejich vyuku zajistuji akademiéti pracovnici Ustavu matematiky, ktery je organizatné zatazen pod
Fakultu aplikované informatiky. Vyucujeme vétSinou studenty prvnich ro¢nikd technicky a
ekonomicky zamétenych obord. Na univerzit¢ nemame odborné matematické studijni programy ani
programy s ucitelstvim matematiky. Nase Maths Support Centrum vzniklo na poc¢atku akademického
roku 2016/17. Kjeho vzniku vedla identifikace potifeby, zajisténi personalniho zabezpeceni a
podminek provozu, a to na zakladé koncepce support center, se kterou jsme se seznamili v zahranici
[1, 2]. Nize popiseme nasi potiebu vzniku MSC a dosavadni zkuSenosti s provozem tohoto support
centra.

86



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2023

2 Pro¢ potiebujeme MSC?

V poslednich desetiletich 1ze konstatovat, ze iroveit matematickych znalosti a schopnosti u
studentt prichazejicich do prvnich ro¢nikli vysokych skol se postupné snizuje. Pozorovany jsou vazné
nedostatky novych studenti v technickych matematickych dovednostech, jako jsou plynulé
algebraické 1 numerické vypocty, znaény pokles schopnosti zpracovat problém, ktery vyzaduje vice
nez jednoradkové feseni a zménény posun vnimani toho, co matematika je a co nabizi. Vzhledem k
tomu, ze matematické zaklady, zvladnuti n¢kterych matematickych technik i schopnost samostatné
logicky myslet, jsou potfeba v mnoha dalSich navazujicich pfedmétech a odpovidaji profilu
absolventa technicky zaméfené vysoké Skoly, je potfeba tento stav reflektovat a reagovat na ng;.
Tento stav je zrcadlen v celé Ceské republice, ale je podstatné znatelngjsi na mensich univerzitach
lokalniho charakteru. Nastupujici studenti pfichdzeji z riznych druhtt Skol s rtznou dotaci
matematiky. Navic trendem poslednich let je v Ceské republice fakt, Ze statni maturitu z matematiky
voli stale mén¢ zajemct (17 % v roce 2022) a studenti tak ptichdzeji do hodin matematiky v prvnim
roéniku VS po dlouhé pauze bez procvi¢ovani a upeviovani. Cilem naseho MSC je umoznit
studentlim, ktefi maji z4jem, dorovnat iroveini znalosti na potfebnou urovei a také poskytnout prostor
studentiim, ktefi k pochopeni matematického uciva potiebuji vice ¢asu a prace pod vedenim.

Zdaleka ne vSichni studenti, ktefi by mohli vyuZit sluzeb MSC z diivodu nizkych znalosti, tak
nakonec ¢ini. Je to mozna také proto, Ze nezanedbatelna cast studentd jde na vysokou $kolu jen na
zkousku, aniZ jsou sami motivovani k Usili, které s sebou studium pfinasi. Tento stav je umoznén i
tim, Ze na mnoha nasich oborech lze ke studiu nastoupit bez piijimacich zkousek, a na skolu se tak
dostanou 1 ti, kdo pro toto studium nemaji ptedpoklady. Tézko fici, zda je nizka motivace k dal§imu
vzdélavani ovlivnénd hlavné spolecenskym nastavenim na rychly zisk co nejjednodussi cestou,
nepotiebnosti vysokoSkolského titulu v oborech s nedostatkem zaméstnancl, a tudiZz moznosti
vydélavat dostatek penéz bez této podminky, nebo jinymi divody. My zde chceme byt podporou pro
ty, kdo o ni stoji. A také pro ty, ktefi nemaji s matematikou problém, ale chtéji se o ni dozvédét vice.
Nastésti 1 takovi studenti jsou.

3 Personalni zajiSténi MSC

Myslenka vzniku a provozovani support centra byla od pocatku kladné piijata vétSinou
pedagogickych pracovnikli ustavu matematiky na UTB ve Zlin€. V pribc¢hu let snami
spolupracovalo také nékolik studentli (vSech urovni). Tyto aktivity byly ale vétSinou kratkodobé
Z diivodu dalSich pracovnich povinnosti student. Zapojeni pedagogicti pracovnici maji k této praci
své ditvody — vétSinou pievlada touha pomoci studentlim a podpotfit je tak v jejich snaze o pochopeni
nckterych témat a uspesné tak zvladnout studium nelehkého predmétu, jako je matematika. Vyucujici
také vyuzivaji centrum k nadstandardni mozZnosti konzultaci se svymi studijnimi skupinami, a tim
tedy dalS$i moznost seberealizace v pracovnim procesu. Finan¢ni hledisko zde nehraje roli. Spise
zalezi na Casovych moznostech jednotlivych pracovnikli v daném obdobi. Kritickym mistem
personalniho zaji$téni u nés je osoba manaZera support centra. Tato role aktualné leZi na jediné osobé
bez vyhledu na moznost prostfidani nebo pfedani zodpoveédnosti dal. Zapojeni tutofi jsou tim
pomoci zbyte¢né snizuje. Nasim aktualnim tukolem je nadchnout a zapojit nové spolupracovniky, a
také zajistit nahraditelnost manazersko-koordina¢ni pozice.
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4 Podpora institucionalniho vedeni

Support centrum u nds nevzniklo nafizenim ,,shora®, ale na zaklad¢ podnétu z fad pedagogt, a
vedenim fakulty byla tato myslenka od poc¢atku velmi podporovana. Materidlni a finan¢ni podpora
byla zavisla na aktualnich moznostech vedeni fakulty. Podafilo se ndm dohodnout zakladni podminky
ohodnoceni tutort a také ziskat distojny prostor pro konzultace. Pod pojmem support centrum si také
Ize piedstavit specialné upravenou a vybavenou ucebnu vyclenénou pouze pro toto vyuziti. Tutofi
z tfad pedagogickych pracovnikl dostavaji za sluzby symbolické odmény navic, v systému hodnoceni
pracovnikd se jim sluzby pro MSC také zapocitdvaji do pedagogického uvazku. Studenti tutofi
dostavaji stipendium, které je sice nizs§i nez bézna odmeéna za brigaddni praci jinde, ale zatim jsme
nenarazili na to, ze by nizka odména byla diivodem k ukonceni spoluprace. Se support centrem je
pocitano pfi realizaci rtznych typl projekti na snizovani studijni netspésnosti. Diky takovym
ptilezitostem jsme méli moznost vytvofit materidly pro studenty (aktivita fakulty) a také nakoupit
licence hry Variant Limits, kterou jsme pod hlavickou MSC mohli nabizet (aktivita rektoratu).
Centrum zatim zlstava pod fakultou, i kdyz slouzi v§em studentim univerzity. Jednim z moznych
dalSich krokt je pfesunuti organizacni jednotky pod rektorat, ale zatim v tomto kroku nespatfujeme
vyhody, které by prevazily aktudlni stabilni stav.

5 Forma podpory vyuky, lokace a vybaveni

Volba formy podpory vyuky matematiky byla od pocatku inspirovana drop in centry v Norsku a
Anglii. Proto prvnim napadem bylo vytvofit jednu konzultacni mistnost vybavenou literaturou,
vhodnym nabytkem, tabuli a PC a zde provozovat prezen¢ni konzultaéni sluzby. Pro tyto potieby se
nam podafilo ziskat mistnost, kterd nebyla vyuZivana pro béZnou vyuku z diivodu malé kapacity.
Umisténi mistnosti je docela vhodné pro studenty studujici v budové fakulty, nachazi se v hlavnim
foyer na dohled od vstupu do budovy. Na druhou stranu poloha nasi budovy stranou od ostatnich
budov univerzity ve Zlin¢ mtize byt mirnou nevyhodou pro studeny ostatnich fakult.

V této mistnosti konzultace probihaly vyhradné az do doby ,,covidové®. Béhem tohoto obdobi
jsme rozsifili nase sluzby také do online prostfedi ve formé konzultaci pres MS Teams za vyuziti
grafickych tabletl. Aktudlné¢ nabizime ob& mozZnosti podpory studentii: konzultace prezencni
Vv mistnosti MSC ¢1 jin€ a konzultace online ptes Teams. Nov¢ rozSifujeme prezen¢ni konzultace také
do dalSich budov univerzity, abychom moZznost jejich vyuZiti ptibliZili jak studentim jinych fakult,
tak pedagogim naSeho ustavu, ktefi zde zajistuji vyuku. Vyzvou do dalSich obdobi je navazat
spolupréci s dal$imi fakultami univerzity a rozsifit sluzbu support centra i do jejich lokaci. Slibujeme
si od toho vice studentl vyuzivajicich naSich sluzeb.

O online konzultace maji z4jem zejména studenti kombinovaného studia, vyuZzivame ji také se
studenty Fakulty logistiky a krizového fizeni, ktera sidli mimo Zlin, v Uherském Hradisti. Online
forma je také hojné vyuzivana studenty relevantnich fakult pfi opakovani hlavnich témat ve vétsich
skupindch na zacatku zkouSkového obdobi. S t€émito akcemi mame velmi dobré zkuSenosti,
propagujeme je pies prodékany pro vyuku na jednotlivych fakultach.

6 Propagace a udrzitelnost

Proto, aby support centrum mélo smysl a jeho sluzby mohli vyuzivat studenti, ktefi je potfebuyji,
je nutné nasSe sluzby propagovat. Od pocatku provozu mame webovou stranku [3], na které je
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zvefejnén aktudlni rozvrh, ale také materidly a rizné odkazy pro podporu vyuky. Méame zaloZen
facebookovy ucet, ktery vSak neni pfili§ aktivni. Hlavni propagace probihd v tivodnich hodinach
matematiky nasimi vyucujicimi. Studenti dostanou letacek s detailnimi informacemi o MSC a
odkazem na webovou stranku. S grafickou formou leta¢ku ndm ochotné pomohli univerzitni grafici.

Rezervy stile vidime ve zvySeni informovanosti o existenci a funkci MSC v fadach
nematematickych pedagogickych pracovniki. V piipadé jejich informovanosti mohou pravé oni
doporucit studentiim konzultaci, zpozoruji-li jejich nedostatky v matematice.

Velkou nevyhodu spatfujeme v nutnosti kazdy rok centrum znovu a znovu propagovat, protoze
studenti nas nejvice potiebuji praveé v prvnim ro¢niku studia. Na poc¢atku kazdého akademického roku
se snazime dat o sob¢ védét, a to formou oznameni na socialnich sitich blizkych organizacnich
jednotek, umisténim oznameni do univerzitniho televizniho systému, zvySovanim povédomi o nas
kontaktem se zastupci studentské unie. Déle vidime velky prostor k rozsifeni propagace a zviditelnéni
centra jiz ve fazi, kdy si studenti vybiraji zaméteni studia. Obava pravé z matematiky je u studentd
velmi Castd, a informace o tom, ze zde bude n¢kdo, na koho se budu moci v ptipad¢ nesnazi pii studiu
matematiky obratit, jim mtze ptfinést v této oblasti uklidnéni.

Pro lepsi udrzitelnost centra je potieba pracovat pribézné na persondlnim zajisténi tutort i na
podpoie vedeni. Vyzvou pro nas je prilakat spolupracujici studenty tutory, ktefi by s nami pracovali
delsi dobu. O navstévach v MSC vedeme zdkladni statistiku, na jejim zakladé¢ provadime
vyhodnoceni poctu studentl a také po¢tu oducenych hodin jednotlivymi tutory. Zpravu pololetné
rozesilame vedeni ustavu a vedeni fakulty.

7 Spoluprace s dalSimi podpiirnymi centry

Support centrum jisté miize existovat 1 zcela samostatné bez kontakti s dalSimi centry. Pro MSC
ve Zlin¢ je vSak kontakt s ostatnimi podobné¢ naladénymi lidmi a institu¢nimi jednotkami velmi
praci. Sdileni zkuSenosti napfi€ institucemi pomaha lepsi funk¢nosti a produktivité center. Proto uizce
spolupracujeme a sdilime nase Gspéchy i neuspéchy s dal$imi support centry, kterym chceme za tuto
podporu a spolupraci touto cestou podekovat.

KaZzdé centrum je postaveno na lidech a jejich pracovnich i osobnich kvalitach, a sdruZeni téchto
nadSenct do vétsiho celku pfinési benefity z kontaktli s podobné zaméfenymi lidmi. Spoluprace na
Skolenich nebo projektech mé témet ptimy dopad na studenty, se kterymi se v centrech pracuje. Navic
to vSe prispiva k profesnimu rozvoji zapojenych tutort z fad pedagogt 1 studentt. Ve Velké Britanii,
domovské zemi support center, existuje jejich aktivni sit’ pod nazvem Sigma Network [4]. Piestoze
Sigma Network vznikala za jinych podminek, nez jsou aktualné v Ceské republice, pesto by obdobné
definovani ramce spolupréce support center u nads mohlo vést k produktivni spolupréaci a také ke
stabilizaci podpory vyuky matematiky na vysokych Skolach.

Zavér

Celkov¢ Ize konstatovat, ze support centra pro podporu vyuky matematiky jsou velmi uzitecnym
nastrojem, ktery pfispiva k efektivnimu vzdélavani studentli. Pokud se studenti setkavaji s obtizemi
V matematice, mohou se obratit na pfisluSné support centrum, kde ziskaji pomoc od zkuSenych
lektorti. Tato pomoc jim umozni piekonat obtize a zlepSit vysledky v nejen matematickych
predmétech. V dnesni dobé, kdy urovenn matematickych dovednosti a znalosti studentt vstupujicich

vvvvvv
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Zabezpecuji kvalitni vzd€lavani studentld a pomahaji jim pfipravit se na naro¢nou vysokoskolskou
vyuku. Doufejme, Ze se bude tato sluzba dale rozvijet, a Ze ji bude moci vyuzivat co nejvice studenti,
protoze nasi hlavni motivaci je pomoci studentim, aby mohli s jistotou a Gspéchem absolvovat
matematické predméty, a tim ziskat dulezité védomosti a dovednosti pro sviij dalsi akademicky 1
profesni rust.
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Abstrakt: Neparametrickd prediktivni inference je moderni metoda, ktera ke klasickym tlo-
ham ve statistice pristupuje zcela nestandardnim zptisobem. Velkou vyhodou neparametrické
prediktivni inference je pouzitelnost pro data malého rozsahu. Pii pouziti této metody neni
treba predpokladat zadny vstupni tvar rozdéleni, jako tomu byva u klasickych pristupi.

Klicova slova: neparametricka prediktivni inference, horni, dolni pravdépodobnost, anasto-
moza

1 Neparametricka prediktivni inference

Neparametrickd prediktivni inference (Nonparametric predictive inference, NPI) je moderni
metoda, ktera ke klasickym tloham ve statistice pristupuje zcela nestandardnim zptsobem. Ne-
parametrickd prediktivni inference indikuje vlastnosti nasledujictho pozorovani x,, 1 vstupuji-
ciho do studie na zakladé predchozich n pozorovani x4, ..., x,. NPI pristup nahrazuje testovani
hypotéz u standardnich metod.

Neparametricka prediktivni inference ma siroké pole pusobnosti. Mtze suplovat testovani
hypotéz pti srovnavani kvantilti dvou skupin, lze jej pouzit pti odhadech parametrii binomického
rozdéleni a také pti srovnani doby preziti pro rizné 1é¢ebné skupiny. Tento pristup je vhodny
prevazné v pripadech, kdy ma datovy soubor maly rozsah.

Koncepci neparametrické prediktivni inference [1] predstavil v roce 1993 prof. Frank Coolen,
ktery nyni ptsobi na Durhamské univerzité.

1.1 Teoreticky zaklad NPI

Teoreticky zaklad neparametrické prediktivni indukce je postaven na nékolika pojmech,
které jsou definovany za zakladé standardnich pojmi z axiomatické teorie pravdépodobnosti.
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Definice 1. Necht (£2,.4) je méfitelny prostor. Funkci P na A spliujici Kolmogorovovy
axiomy

(A1) P (A) >0, Ac A
(A2) P () =1,

(A3) P (U A;) = >_ P (A;), pro mnoziny A; € A po dvou disjunktni,
i=1 =1

nazyvame pravdépodobnost. Struktura (£, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

V definici 1 jsme zopakovali definici standardné chapané pravdépodobnosti zavedené axio-
matickym zptisobem, kterou v tomto kontextu budeme nazyvat klasickd pravdépodobnost. V né-
sledujici definici uvedeme zcela odlisny pristup k zavedeni pojmu pravdépodobnost. Této prav-
dépoodobnosti se nékdy tika intervalovd pravdépodobnost, protoze kazdému nahodnému jevu
neprirazuje pouze jednu hodnotu pravdépodobnosti, ale interval moznych pravdépodobnosti.

Definice 2. Necht (£2,.4) je méFitelny prostor. Necht K oznac¢uje mnozinu pravdépodobnosti
na (€2, A). Funkce F' na A se nazyva F-pravdépodobnost se strukturou M, jestlize pro libovolné
A € A plati

1. F(A) = [L(A),U(A)], kde 0 < L(A) < U(A) < 1,
2. M ={PeK|LA) < P(A) <U(A)} £0,

3. inf P(A) = L(A), sup P(A) =U(A).
PeM PeM

Funkce L se nazyva dolni pravdépodobnost (lower probability), funkce U se nazyva horni
pravdépodobnost (upper probability). Struktura (€2, A, L) se nazyva F-pravdépodobnostni pole.

Pozn. F-pravdépodobnost byva také nazyvana prediktivni intervalovd pravdépodobnost, ne-
bot kazdému ndhodnému jevu A pfifazuje interval [L(A), U(A)]. Rozdil U(A)—L(A), tedy délka
tohoto intervalu, je oznacovan jako neurcitost (nejistota). F-pravdépodobnost je oznacovéna za
imprecise probability, v kontrastu k precise probability'.

F-pravdépodobnost je zobecnénim standardné zavedené pravdépodobnosti, ale F-pravdépo-
dobnost jiz nespliuje Kolmogorovovy axiomy (neni splnéna o-aditivita). Kolmogorovska prav-
dépodobnost je specidlnim pripadem F-pravdépodobnosti pro L=U. F-pravdépodobnost v tomto
ptipadé prifazuje ndhodnému jevu A € A jediné ¢islo, klasickd pravdépodobnost P(A), které
je degenerovanym pripadem intervalu [L(A),U(A)].

F-pravdépodobnost ma radu vlastnosti, z nichz uvedeme pro ilustraci nasledujici:

1. Pro libovolnou F-pravdépodobnost a libovolny jev A jsou L a U konjugované, tj. pro
kazdé A € A plati L(A) = 1 — U(A°), kde A° je komplement jevu A. Konjugovanost
zajistuje, ze F-pravdépodobnost je jednoznacéné dana jednou z funkei L, U.

2. Funkce L je superaditivni a funkce U je subaditivni, tj. pro libovolné disjunktni jevy
A, B € A plati
L(A)+ L(B) < L(AUB),
UAUB) <U(A)+ U(B).

I Teorii F-pravdépodobnosti se zabyva spole¢nost The society for Imprecise probability
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3. Necht (€2, A) je méritelny prostor, necht M, oznacuje neprazdnou mnozinu klasickych
pravdépodobnosti na (€2, A). Pak Fy = [Lo, Upl, kde

Lo(d) = ,inf, P(4), Up(4) = sup P(4)

je F-pravdépodobnost, pricemz plati, ze My C M.

Pozn. V dalsim textu bude pouzito nasledujici znaceni pro dolni a horni pravdépodobnost.
Dolni pravdépodobnost budeme oznacovat symbolem P, horni pravdépodobnost symbolem P.

1.2 Hillav piedpoklad A(n)

Predpokladejme, Ze je déno n (n € N) pozorovani xy, 2o, ..., 2y, kde z; e Ra 0 < 1 <
Ty < -0 < x, < oo. Terminem Hilliv predpoklad A(n) je oznaCovan vstupni predpoklad
studie, viz [3]: schopnost predikovat pravdépodobnosti vyskytu nasledujiciho pozorovani x4
na zakladé vyskytu n predchozich pozorovani xi, xs, ..., x, vztahem

PO < Xpy1 <x1) =Py < Xpp1 <@iq1) = Pla, < Xpp1 < 00) =

1
= ,kdei=1,...,n—1.
n+1

Necht B je Borelovské o-pole nad R, necht B € B. Dolni a horni pravdépodobnost jevu
Xn41 € B jsou dany po tadé vztahy (|A| oznacuje pocet prvki mnoziny A)

1 .
P(X,41 € B) = T H{j: I; C B},

PXp € B)= —— [{j: 0 (a,b)#0},

Pozn. Elementarnimi prostiedky klasické teorie pravdépodobnosti nelze obecné urcit pres-
nou (precise) pravdépodobnost jevu X, 11 € B, pokud neni mnozina B piimo rovna sjednoceni
intervala (x;, z;41). Uzitim klasické teorie pravdépodobnosti lze pouze odhadnout, v jakych me-
zich se bude hodnota pravdépodobnosti jevu X, 11 € B pohybovat. Hodnoty téchto mezi jsou
pravé hodnoty dolni a horni pravdépodobnosti pro jev X, 11 € B.

1.3 Zavedeni M-funkce
M-funkci (mass function) ndhodné veli¢iny X na intervale (a,b) rozumime mnoZinovou
funkci My, jejiz predpis je dan vztahem
Mx(a,b) = Pla < X <b).

Jednd se tedy o mnozinovou funkci, jejimz argumentem je interval (a,b) a vystupni hod-
notou pravdépodobnost jevu X € (a,b).

Jelikoz v tomto pojeti obecné nemusi byt splnény Kolmogorovovy axiomy, plati vztahy,
které v klasické teorii pravdépodobnosti neplati. Napi. soucet pravdépodobnosti pres vsechny
mnoziny, které nemusi byt disjunktni, je rovna 1.
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Vlastnosti M funkce:
1. ¥(a,b) : Mx(a,b) € [0,1],

2. > Mx(a,b) =1.
V(a,b)

Meé¢jme dano n pozorovani xy,...,x,, 0 < z; < --- < x, < 00, splnujicich Hilliv predpo-
klad. Zabyvejme se prediktivni pravdépodobnosti pro ndhodnou veli¢inu X, .1, jejiz realizaci je
nasledujici pozorovani x,.1, které chceme odhadnout na zakladé predchozich n pozorovani. Na
zakladé Hillova predpokladu plati, ze pravdépodobnost padnuti nasledujiciho pozorovani x,, 1
do libovolného z intervalu (z;, x;11), i = 0,...,n je konstatni a je rovna n+r1, nebot n délicich
bodi rozdéli kladnou poloosu na n+1 intervali a dle Hillova predpokladu maji vSechny stejnou
pravdépodobnost, ze obsdhnou x,,;. Tento predpoklad je ponékud prekvapivy, nebof intervaly

(x;, ¢;11) mohou byt obecné nestejné délky.
Vyse uvedené lze pomoci M-funkce zapsat nasledujicim zptsobem:

1

MXn+1 (07 xl) = MX7L+1 ('r“ ':C7,+1) = MX n + 17

(T, 00) =

i1 t=1,...,n—1

2 Analyza pieziti pomoci NPI

V této kapitole se budeme zabyvat pouze situaci pro necenzorovana data. Popis situace pro
cenzorovand data a dalsi podrobnéjsi informace muze ¢tenaf nalézt v napt. lit. [2], [6].

2.1 Dolni a horni funkce preZiti pro necenzorovana data

Definice 3. Necht T oznacuje dobu preziti, S funkci preziti. Dolni funkce preZiti S pro dobu
prezit{ T je definovana vztahem S(t) = P(T > t) pro t > 0, horni funkce preZiti S vztahem
S(t) = P(T >t) prot > 0.

Pozn. Dolni S, resp. horni S, funkce pfeziti pro dobu preziti X, .1 jsou dany pro z > 0
vztahy

S(x) = P(Xpi1 > ), S(x) = P(Xpy1 > 7).

Hodnoty K-M odhadu S'Xn ., funkce preziti v setfidénych casech 0 < z; < -+ <z, < 00
lze pro necenzorovana data vyjadrit ve tvaru

N n+1—-75 |
SXn+1(xj):—n+1 ,i=1,...,n—1,

anH(x) =1, x <, gxnﬂ(x) =0, x> x,.

Dolni a horni funkce preziti pro necenzorovana data, 7 =1,...,n—1
~ n—j
Sx, .. (¥) = P(X,p1 > 1) =S, (2j41) = a1 TE (T, 2541),
G - A n+1-y
SXn+1($) - P(Xn-i-l > ZE) - SXn+1(xj) = n——i—l’ S ($j737j+1)a
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Sx,a(x) =1, . <z1, Sx,,,(z) = T > T,

n+1’

n
Sx,..(x) = T r<my, Sy, (v)=0, x>z,

Dolni a horni funkce preziti jsou po Castech konstantni funkce. Jejich grafy proto maji
schodovy tvar, stejné jako grafy Kaplanovych-Meierovych krivek preziti. Pokud data nejsou
cenzorovana, tak graf horni funkce preziti splyva s Kaplanovou-Meierovou krivkou. Graf dolni
funkce preziti v tomto pripadé vznikd pouze ,posunutim® grafu horni funkce preziti. Situace
je jind v pripadé cenzorovanych dat. Cenzorovani rozsituje plochu mezi NPI kiivkami. Graf
dolni funkce preziti strmeéji klesa v pripadé cenzorovanych dat. Horni funkce preziti klesa jen
v pozorovaném case sledované udalosti, dolni funkce preziti klesa v kazdém pozorovaném case
udalosti, tj. v ¢ase sledované udalosti i v cenzorovaném case. Na prvnim intervale, tj. na intervale
[0,21), je horn{ funkce pieZiti je rovna jedné a doln{ funkce pfeZiti rovna ;%5. Na poslednim
intervalu, tj. na intervalu (x,, 00), je horni funkce preziti rovna kladné konstanté a dolni funkce
preziti rovna nule.

2.2 Porovnani doby preziti dvou skupin v piipadé necenzorovanych dat

V predchozi kapitole bylo popsano, jak konstruovat grafy k¥ivek dolnich a hornich funkci
preziti, které jsou obdobou Kaplan-Meierovych ktivek v klasickém pojeti analyzy preziti. V této
kapitole uvedeme popis rozhodovaciho pravidla, na zékladé jehoz vysledku mtuzeme jednozacné
rozhodnout, zda se doby preziti X, Y, dvou skupin pacienti lisi. Nejprve uvedme vztahy pro
dolni a horni pravdépodobnost jevu: , doba preziti nasledujiciho pacienta ze skupiny X je mensi
nez doba preziti nasledujicitho pacienta ze skupiny Y .

Necht x1,...,Zn,, Y1, .., Yn, Pledstavuji dvé skupiny X, Y setifdénych pozorovanych casii
preziti. Oznacme ng, resp. n,, pocet jedincl, u nichz nastala sledované udalost ve skupiné X,
resp. Y. V pripadé necenzorovanych dat jsou dolni a horni pravdépodobnosti pro jev X, 1 <
Y11 dany nasledujicimi vztahy

1 Ny ng
P(X, <Y, = i <Yi),
_( z+1 y+1) (TLI + 1)(ny + 1) Z Z X(x 3/])

j=1 i=1

ZyZX(xi<yj)+(nx+ny+1) .

j=1 i=1

_ 1
P(X, 1 <Yy 1) =
(Xno 1 v+1) (ne + 1)(ny + 1)

Neurcitost je v tomto pripadé rovna

1 n L ng+n,+1
ng+1 n,+1 (ng+1)(n, +1)

(1)

F(Xn—i-l < Yny-i-l) - B(Xn—l—l < Yny+1> =

NPI indikace rozdilu mezi dobou pieziti u dvou skupin

V ptipadé porovnavani dvou skupin pomoci NPI se pouziva k detekci rozdilu mezi dobou
preziti dvou skupin X, Y jedno z nésledujicich dvou rozhodovacich pravidel [2]:

1. (Silnd indikace) platnost vztahu
P(Xo, 11 <Yo1) > 0,5 (2)
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silne indikuje, ze doba preziti Y je delsi nez doba preziti X.
2. (Slabd indikace) platnost vztahu
B(Xna:+1 < Yny+1) > B(Xna:+1 Z Yny+1) (3)

slabé indikuje, ze doba preziti Y je delsi nez doba preziti X.

3 Aplikace NPI pristupu pro analyzu preziti v oblasti biomedicinskych dat

Nejprve uvedme klasicky pristup k analyze preziti pro redlna data. Data se tykala analyzy
vyskytu anastomotického leaku pri operacich rekta. Studie byla realizovana na chirurgickém
oddéleni Nemocnice Novy Jicin a.s. a ¢itala 200 pacientii. Data ve studii byla necenzorovana.

3.1 Klasicky pristup analyzy preziti modelujici dobu do vyskytu leaku

Analyza preziti se tykala kvalitativni proménné s nazvem TTLEAK popisujici dobu do
vyskytu leaku (dny). Prvnim krokem klasické analyzy preziti byva konstrukce Kaplanova-
Meierova odhadu a vizudlni porovnani skupin pomoci Kaplanovych-Meierovych krivek [4]. Pro
stanoveni exaktniho zavéru byl pouzit test pomoci G, tiidy funkci. Funkci tiidy G, pouzitou
pro testovani existence signifikantniho rozdilu doby do vyskytu leaku pro varianty kategorial-
nich proménnych zavedli Harrington a Fleming (1982), s vahami na kazdém okamziku udélosti
(ne vzdy nutné amrti) S’p(t), kde S je Kaplantv-Meiertiv odhad funkce pieziti S. V piipadsé
p = 0 se jedna o log-rank test a v pripadé p = 1 se jedna o ekvivalent Peto-Peto modifikace
Gehanova-Wilcoxonova testu, ad [5]. Pfehled p-hodnot log-rank testu a Mannova-Whitneyova
testu je uveden v nasledujici tabulce.

Nyni uvedme prehled proménnych vyskytujicich se v dalsich analyzach; proménné souvi-
sejici s anamnézou pacienta: ateroskleréza (AS), cukrovka (DM), hypertenze (HT), lokalizace
nadoru (LOK), pohlavi (SEX); proménné souvisejici s pouzitymi pristupy pri operaci a na-
slednou terapii: zachovani brisni tepny (CSPRESERV), fluorescen¢ni angiografie (ICG), neo-
adjuvantni terapie (NEOADJ), specidlni trubice zavedend v koneéniku (NOCOIL), operacni
technika (TECH).

Tabulka 1: Analyza doby do vyskytu leaku, klasicky pristup (p-value)

Proménna  Log-rank test Wilcoxon test

NOCOIL 0,001% 0,034%
LOK 0,070* 0,240
ICG 0,600 0,313
SEX 0,770 0,867
TECH 0,960 0,577
HT 0,450 0,712
DM 0,350 0,623
AS 0,560 0,707
CSPRESERV 0,890 0,928
NEOADJ 0,270 0,502
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Vzhledem k tomu, ze data nebyla cenzorovand, tak v tabulce 1 nevidime prilis velky rozdil
v zavérech pouziti Mannova-Whitneyova testu a log-rank testu. Jako signifikantni proménné
promeénné ovliviujici dobu do vyskytu leaku se ukazaly dvé proménné: NOCOIL a LOK. Doba
do vyskytu anastomotického leaku pro pacienty se zavedenym transanalnim drenem nocoil je
signifikantné kratsi, nez u pacientti bez transanédlniho drenu nocoil (p-value=0,001, log-rank
test). Kaplanova-Meierova kiivka pro dobu do vyskytu leaku pro patienty bez transandlniho
drenu nocoil lezi pod Kaplanovou-Meierovou kfivkou doby do vyskytu leaku pro pacienty s
transanalnim drenem nocoil, viz obrazek 1. Doba do vyskytu anastomotického leaku pro paci-
enty s lokalizaci middle je signifikantné krat$i nez u pacient s lokalizaci low (p-value=0,070,
log-rank test). K-M kiivka pro dobu do vyskytu leaku pro pacienty s lokalizaci middle, tj. ve
stfedni ¢asti rekta, lezi pod K-M kiivkou doby do vyskytu leaku pro patienty s lokalizaci low,
tedy v dolni ¢asti rekta. Nebyl nalezen statisticky vyznamny vliv nésledujicich proménnych na
dobu do vyskytu leaku: ICG (p-value=0,600), SEX (p-value=0,770), TECH (p-value=0,960),
HT (p-value=0,450). K-M kfivky pro varianty téchto proménnych se protinaji v nékolika bo-
dech, nelezi jedna pod druhou. Vyznamny vliv na dobu do vyskytu leaku nebyl prokédzan ani u
proménnych DM (p-value=0,350), AS (p-value=0,560), CSPRESERV (p-value= 0,890), NEO-
ADJ (p-value=0,270).

Strata ~ NOCOIL=NO = NOCOIL=YES Strata - LOK=Low = LOK=Middle Strata - ICG=NO = ICG=YES
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Obréazek 1: Doba do vyskytu leaku pro jednotlivé proménné (K-M kiivky)

Zaver klasické analyzy preziti. Uzitim klasické analyzy preziti byl potvrzen statisticky vy-
znamny rozdil mezi dobou do vyskytu anastomotického leaku pro varianty proménnych NO-
COIL (p-value= 0,001) a LOK (p-value=0,070). Pacienti, ktefi méli zaveden transanalni dren
NOCOIL meéli signifikantné kratsi dobu do vyskytu leaku. Pacienti s lokalizaci nadoru middle
(stfedni oblast) méli signifikantné kratsi dobu do vyskytu leaku nez pacienti s lokalizaci low
(nizsi oblast). Nebyl nalezen statisticky vyznamny rozdil mezi dobou do vyskytu leaku a va-
riantami ostatnich monitorovanych proménnych: ICG (p-value=0,600), SEX (p-value=0,770),
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TECH (p-value=0,960), HT (p-value=0,450), DM (p-value=0,350), AS (p-value=0,560), CSP-
RESERV (p-value= 0,890), NEOADJ (p-value=0,270). Doba do vyskytu leaku se tedy statis-
ticky vyznamné nelisila pro pacienty s pouzitou zobrazovaci technikou nebo bez pouziti této
techniky, nelisila se ani u muzi a Zen, u pacienti s a bez hypertenze, cukrovky, prip. atero-
sklorézy, pti zachovani, resp. nezachovani biisni tepny, pri pouziti resp. nepouziti neoadjuvantni
terapie. K otestovani byl pouzit log-rang test. Testovano bylo na 10% hladiné vyznamnosti.

3.2 NPI pristup analyzy preziti aplikovany pro popis doby do vyskytu anastomotického leaku

K vypoctim pomoci NPI jsme urcili hodnoty M-funkce, dolnich a hornich funkei preziti
doby do vyskytu anastomotického leaku na intervalech (z;,x;11),7 = 0,1,...,n, viz tabulka
2. Situace je graficky zndzornéna na obrazku grafit dolni a horni funkce pfeziti pro vSechny
varianty monitorovanych proménnych. Dolni pravdépodobnosti jevu X, 11 < ¥, 41 jsou pro
vsechny pripady variant monitorovanych proménnych uvedeny v tabulce 3. Neurcitost indikace
pro jednotlivé proménné jsme v tomto pripadé urcili na zakladé vztahu 1.

Tabulka 2: Dolni a horni funkce preziti

v € (v, xi41) M(zizie1) S(x)  S(z)

(0,3) 1/20  28/29 1
(3,8) 1/20  27/29 28/29
(23,25) 2,/29 19/29 20/29
(25,27) 1/29 18/29 19/29
(27,29) 2/29 16/29 17/29
(113,197) 1/29 3/29  4/29
(197,217) 1/29 2/29  3/29
(217,240) 1/29 1/29  2/29
(240,00) 1/29 0 1/29

Pomoci NPI ptistupu byla potvrzena silna indikace rozdilu mezi dobou do vyskytu anasto-
motického leaku u variant péti monitorovanych proménnych: NOCOIL, LOK, ICG, CSPRE-
SERV, NEOADJ. Doba do vyskytu anastomotického leaku pro pacienty se zavedenym transa-
nalnim drenem nocoil je kratsi nez u pacientt bez transanalniho drenu nocoil (silné indikace).
Dolni pravdépodobnost P = 0,635 jevu: ,doba do vyskytu leaku pro nasledujici pozorovani
pro NOCOIL=YES je mensi nez pro NOCOIL=NO* je vétsi nez 0,5

P(INOCOIL = YES]; < [NOCOIL = NOJ35) = 0,635 > 0,5.

Obé krivky, dolni i horni funkce preziti, pro pacienty s nocoil lezi pod NPI kiivkami pteziti pro
pacienty bez nocoil, viz obrazek 2.

Pro zeny je doba do vyskytu leaku kratsi nez pro muze (slabé indikace, P([SEX = M];9 >
[SEX = F|;1) > P([SEX = M]yg < [SEX = FJy3).

Zaver analyzy preziti pomoci NPI pro dobu do vyskytu leaku. Uzitim neparametrické pre-
diktivni inference jsme nalezli pét vyznamnych faktort pro dobu do vyskytu anastomotického
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Tabulka 3: Silna a slaba indikace doby do vyskytu leaku

Proménné X (ng) Y (n,) PX<Y) PX>Y)
NOCOIL YES (3) NO (25) 0,635 0,077
LOK Middle (15) Low (13) 0,549 0,317
ICG YES (9) NO (19) 0,530 0,320
SEX F (10) M (18) 0,445 0,407
TECH DaVinci (7) Lap (21) 0,477 0,352
HT YES (19) NO (9) 0,465 0,385
DM YES (9) NO (19) 0,480 0,375
AS NO (17)  YES (11) 0468 0,389
CSPRESERV  NO (23) YES (5) 0,583 0,382
NEOADJ NO (6)  YES (22) 0,509 0,329

Tabulka 4: Neurcitost indikace rozdilu doby do vyskytu leaku

Proménné X (ng) Y (n,) P(X<Y) P(X<Y) P-P
NOCOIL YES (3)  NO (25) 0,635 0,913 0,279
LOK Middle (15) Low (13) 0,549 0,679 0,129
ICG YES (9)  NO (19) 0,530 0,675 0,145
SEX F (10) M (18) 0,445 0,584 0,139
TECH DaVinci (7) Lap (21) 0,477 0,642 0,165
HT YES (19)  NO (9) 0,465 0,610 0,145
DM YES (9)  NO (19) 0,480 0,625 0,145
AS NO (17)  YES (11) 0,468 0,602 0,134
CSPRESERV  NO (23)  YES (5) 0,583 0,784 0,201
NEOADJ NO (6)  YES (22) 0,509 0,689 0,180

leaku. Pomoci NPI pristupu byla potvrzena silndg indikace rozdilu mezi dobou do vyskytu
anastomotického leaku variant proménnych NOCOIL, LOK, ICG, CSPRESERV a NEOADJ.
Pravdépodobnost jevu, ze doba do vyskytu leaku pro dalsi pozorovani pro NOCOIL=YES je
mensi nez doba do vyskytu leaku pro dalsi pozorovani pro NOCOIL=NO je rovna P = 0,634,
pro LOK (P = 0,549), ICG (P = 0,530), CSPRESERV (P = 0,583) a NEOADJ (P = 0, 509).
V téchto trech pripadech byla tato pravdépodobnost vétsi nez 50%. Déle byla pomoci NPI pii-
stupu detekovana slabd indikace rozdilu mezi dobou do vyskytu anastomotického leaku variant
ostatnich proménnych. Rozdil nebyl detekovan jako silny mezi pravdépodobnostmi preziti pro
dobu do vyskytu anastomotického leaku proménnych: SEX (P = 0,407), TECH (P = 0, 352),
HT (P = 0,465), DM (P = 0,480), AS (P = 0,389). Grafickd vizualizace vysledki byla
realizovana pomoci kiivek dolni a horni funkce preziti pro vSechny varianty monitorovanych
proménnych. Koncepci pouziti NPI pristupu analyzy preziti pro popis rizikovych faktort doby
do vyskytu leaku jsme prezentovali v [7].
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Obrézek 2: Dolni a horni doba do vyskytu leaku pro jednotlivé proménné

3.3 Srovnani zavéra klasické analyzy preziti a neparametrické prediktivni inference

Metodou klasické analyzy preziti jsme oznacili dva signifikantni faktory ovliviiujici dobu do
vyskytu leaku: zavedeni specialni trubice do kone¢niku (NOCOIL) a lokalizace nddoru (LOK).
U ostatnich proménnych (ICG, SEX, TECH, HT, DM, AS, CSPRESERV, NEOADJ) nebyl
nalezen statisticky vyznamny rozdil mezi dobou do vyskytu leaku a jednotlivymi variantami
proménnych. Testovano bylo na hladiné vyznamnosti a = 0, 10 pomoci log-rank testu.

Tabulka 5: Srovnani vysledku klasického a NPI pristupu pro dobu do vyskytu leaku

Proménné  p-value (log-rank test) P(X,41 < Y1)

NOCOIL 0,001% 0,634
LOK 0,070* 0,549
ICG 0,600 0,530
SEX 0,770 0,445

TECH 0,960 0,477
HT 0,450 0,465

DM 0,350 0,480

AS 0,970 0,468
ICHS 0,400 0,404
CSPRESERV 0,890 0,583
NEOADJ 0,270 0,509

Zavislost doby do vyskytu leaku na kategoridlnich proménnych byla metodou neparame-
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trické prediktivni inference charakterizovana nasledujicim zptisobem. Pokud byla dolni prav-
dépodobnost jevu: ndsledujici pozorovani ze skupiny X je mensi neZ nasledujici pozorovdani ze
skupiny Y vétsi nez 50 %, tedy tento jev je pravdépodobnéjsi nez jev opacny, tak byl silné indi-
kovan rozdil mezi ¢asy do vyskytu u skupin X a Y. Konkrétné byl tento rozdil silné indikovdn
u proménnych NOCOIL, LOK, ICG, CSPRESERV a NEOADJ. U vsech ostatnich proménnych
SEX, TECH, HT, DM, AS, ICHS, byl indikovan rozdil pouze slabou indikaci mezi dobou do
vyskytu leaku a variantami proménnych.

Zavér

Pti porovnéani vysledkii obou metod je treba brat na ztretel skutec¢nost, ze kazdéa z téchto
dvou metod vypovida néco jiného. Klasicka analyza preziti na zakladé nahodného vybéru do-
kaze indukovat vlastnost populace, z niz byla vybrana. Kdezto NPI indikuje chovani nasledu-
jictho pozorovani na zakladé predchozich n pozorovani. V tabulce 5 jsou uvedeny p-hodnoty
log-rank testu a hodnoty pravdépodobnosti P(X,,+1 < Y,41) pro indikaci pomoci NPI testu.
Srovnani zavéru klasické analyzy preziti a neparametrické prediktivni inference pro analyzy
rizikovych faktort pro dobu do vyskytu leaku bylo publikovéano v [7].
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Abstrakt: Tento ptispévek se zabyva moznosti, jak zatraktivnit vyuku statistiky zatazenim vhodnych
prikladii na vypocet stfedni hodnoty ndhodné veli¢iny. K tomuto ucelu mizou slouzit ukazky
konkrétni aplikace stiedni hodnoty v praxi, v oblastech jako je naptiklad teorie hazardnich her. Cilem
je ukazat studentlim vyznam a aplikovatelnost statistickych konceptii v redlném zivoté, ptitdhnout
jejich pozornost a zvysit jejich zdjem o studium statistiky.

Kli¢ova slova: stiedni hodnota, ndhodna veli¢ina, pravdépodobnost, statistika

1 Uvod

VétSina statistickych kurzi zacina kapitolami o kombinatorice a pravdépodobnosti, coZ je
problematika, ktera vyZzaduje vice logického mysleni nez nékteré jiné kapitoly, v nichz sta¢i jen
“mechanicky” dosazovat do zndmych vzoreckli. Kvili tomu nebyva zafatek kurzu pro nékteré
studenty oblibeny.

Poté nasleduje téma ndhodné veli¢iny. K uvodu této kapitoly, kdy je nutné definovat ndhodnou
veli¢inu a vSechny jeji charakteristiky, se vaze spousta teorie a vzoreckl, coz byva pro studenty
nezadzivné a Casto 1 naro¢né na pochopeni. Ukazkové piiklady, kterymi je tfeba se “prokousat”, byvaji
Casto strohé, bez ukazek praktického vyuziti, a to zejména z ¢asovych ditvodii (malokdy je v osnovach
dostatecny prostor na to, aby se tomuto tématu dalo vénovat vice). V této fazi pak rapidné ubyde
studentu, ktefi az doposud jevili o probiranou problematiku alespofi minimalni zajem. Proto, pokud
to okolnosti dovoli, rada v této ¢asti zatfazuji par piikladi na vyuziti stfedni hodnoty nahodné veli¢iny
v oblasti hazardnich her. Toto téma spolehlivé pfitdhne pozornost a v nékterych studentech vzbudi
dokonce nadseni a touhu proniknout do této problematiky hloubéji.

V réamci ptispevku se nejprve seznamime se zakladni definici nahodné veliCiny a jeji sttedni
hodnoty, poté prejdeme k predstaveni konkrétnich ptikladi vyuziti stfedni hodnoty v teorii
hazardnich her.
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2 Nahodna veli¢ina

Vysledky nékterych nahodnych pokust (NP) jsou vyjadieny realnym cislem (soucet bodi pii
hodu dvéma kostkami, vzdalenost zasahu od stiedu terce, doba do poruchy urcitého zatizeni, délka
vyrabéné soucastkys, ...), u jinych tomu tak neni (hod minci, vysledek piijimaciho fizeni, ...). Také u
druhé skupiny vSak byva ucelné kazdému vysledku nahodného pokusu pfiradit ¢islo (napft. ,,lic* =1,
,rub® = 0; ,uspél” = 1, ,,neuspél™ = 0). Funkci, kterd kazdému jevu pfiradi realné ¢islo, nazyvame
nahodna veli¢ina (NV).

Nahodna veli¢ina X je funkce definovana na mnozin¢ vSech elementarnich jevi, ktera kazdému
jevu ptifadi realné Cislo.

Podle oboru hodnot rozliSujeme dva zakladni typy ndhodnych veli¢in — diskrétni, jejichz obor
hodnot je kone¢na nebo nekonecné posloupnost, a spojité, jejichz oborem hodnot je interval. Zde
jsou priklady n€kterych ndhodnych veli¢in X a jejich oborti hodnot H (X):

1) NP ... hod dvéma kostkami
X ... soucet bodli na obou kostkach
H(X) ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

2) NP ... hod minci
X ... pocet lict, které padly
H(X) ={0,1}

3) NP ... taZeni dvou karet z balicku mariasovych karet
X ... poCet es mezi tazenymi kartami
H(X) ={0,1,2}

4) NP ... stfelba na cil
X ... vzdélenost zasahu od stiedu terce
H(X) =(0,)

Kazda nahodna veli¢ina mize byt popsana svym oborem hodnot a pravdépodobnosti vyskyta
jednotlivych hodnot. Podstatou teorie pravdépodobnosti je moznost vyjadiit skute¢nost, Ze ndhodné
veli¢iny, navzdory nahodilosti své realizace, podlé€haji uritym zakonitostem. Tyto zakonitosti
charakterizuji distribu¢ni a frekven¢ni funkce nahodné veliciny.

Frekvencni funkce se v ptipad¢ diskrétni ndhodné veli¢iny nazyva pravdépodobnostni funkce
nebo taky (zakon) rozdéleni pravdépodobnosti a definuje se takto:

Pravdépodobnostni funkce nahodné velifiny X je redlna funkce p definovana vztahem:
p(x;) = P(X = x;), Vx; € H(X),
tedy jako pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X nabyla hodnoty x;.

Sti‘edni hodnotu nahodné veli¢iny X znac¢ime E (X) nebo taky u. Je to zakladni charakteristika
ndhodné veli¢iny, kterd urcuje jakysi “stfed”, kolem né&hoz kolisaji jeji hodnoty. Pro diskrétni
nahodnou veli¢inu se definuje vztahem:

EX) = Xixip(x)-
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3 Hazardni hry

Hazardni hra je aktivita, pfi které jsou vkladany sazky na nejisty vysledek s cilem ziskat penézni

nebo jiny druh hodnoty. Tato aktivita zahrnuje ndhodny prvek, ktery ovliviuje vysledek, a sazky jsou
obvykle pfijimany organizaci nebo jednotlivecem, ktery z hazardni hry ma zisk.

Hazardni hra se nazyva spravedliva (férova), je-li stiedni hodnota vyhry rovna vkladu do hry.

Ocekavany vynos ze sazky je pak roven nule, tj. zadna strana v dlouhém obdobi nedosahne ani zisku,
ani neutrpi ztratu.

Pi.1:

Pr.2:

V rulet€ se pfi sazce na jedno Cislo (od 0 do 36) vyplaci v piipad¢ vyhry 35nasobek vsazené
Castky. Je tato hra spravedliva?

Reseni:

v ... vklad do hry

X ... velikost vyhry

H(X) ={0,35v} = {x;,x,}
p(x) =P(X =0) =2

p(x;) = P(X =35v) = -

35 1 35
E(X) =Lixp(x) =0-Z+35v--=_v<v

Stfedni hodnota vyhry je mensi neZ vklad do hry a tato hra neni spravedliva (je vyhodna pro
provozovatele).

Pti hodu tfemi kostkami dostanete:

180 K¢, padnou-li tfi Sestky,

14 K¢, padnou-li dvé Sestky,

2 K¢, padne-li jedna Sestka.

Stanovte vklad do hry, aby hra byla spravedliva.

Reseni:

v ... vklad do hry

X ... velikost vyhry

H(X) ={0,2,14,180} = {xy,x,, x3, X4}

pa) = P(x = 0) = ()’
16]

p(x;) = P(X = 14) = 3 (%)2 S

p(x;) =PX=2)=3"

[ N

1 3
p(xs) = P(X = 180) = (3)
E(X) = Yixp(x) = 0-(%)3 +2:3-1 (g)2 +14-3- (%)2 2+180- (%)3 =25

Aby byla tato hra spravedliva, musel by byt vklad do hry 2,50 K¢&.
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Pt.3: Pii hodu jednou kostkou:
dostanete 5 K¢, padne-li ¢islo 6,
dostanete 1 K¢, padne-li ¢islo 4 nebo 5,
zaplatite 2 K¢, padne-li ¢islo 1, 2 nebo 3.
Je tato hra spravedliva?

Reseni:
v ... vklad do hry

X ... velikost vyhry
H(X) = {_ 2! 1!5} = {x11x2!x3}

p(ry) = P(X = -2) =
p(r) =P(X=1)=
p(xs) = P(X = 5) =

3 2 1 1

Nl OoIN

Stfedni hodnota vyhry je vétsi nez vklad do hry a tato hra neni spravedliva (je vyhodna pro
hrace).

Zavér

Zahrnuti ptiklada z teorie hazardnich her do vyuky statistiky ma né€kolik vyhod. Zaprvé, ukazuje
studentiim konkrétni situace, ve kterych Ize stfedni hodnotu aplikovat. To pomaha studentim vidét
statistiku jako prakticky a relevantni nastroj, ktery nachazi uplatnéni v rznych oblastech Zivota.
Zadruhé, vyuziti piikladii z oblasti hazardnich her mliZze vzbudit zvédavost a zdjem studentii, protoZe
tato oblast je pro mnoho z nich pfitazliva a zajimava.

Volba jednodussich typt prikladl pak studenty povzbuzuje v jejich studiu, stavaji se aktivngjsi,
angazovangj$i a zapojuji se vice do ucebniho procesu, coz vede k hlubSimu porozumeéni a lepSimu
zapamatovani uciva.
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Abstract: Feedback is often mentioned as an important part of evaluation of Mathematics and
Statistics Learning Support (MSLS) provision. Focus of the feedback in MSLS is given mostly on
student feedback to the support they received, and to MSLS in general. However, we can look at
MSLS and feedback from another perspective: the service itself might be considered as an agent
providing feedback which is, or should be, an integral part of the learning process. In this paper we
argue that MSLS provision perfectly fits within constructivist approach to feedback and should be
promoted with this perspective.

Keywords: mathematics and statistics learning support, constructivist approach to feedback, learner-
centered feedback, feedback as a part of the learning process

1 Introduction

Mathematics and statistics learning support (MSLS) in universities can be defined as ,,any extra,
optional, non-compulsory programme or facility that assists students in developing mathematical
and/or statistical confidence and skills during their enrolled study in a degree course, whether
undergraduate or postgraduate, but with no credit associated with the learning support programme.
Sometimes, such learning support may be aligned with specific components of the degree course, but
its assistance is optional and supplementary to the designated activities of the programme attaining
credit towards a degree.* ([3])

Mathematics and statistics learning support (MSLS) has developed throughout years from an
individual-based response to local needs and small-scale operations into a respected service
embedded in universities’ organisational structures. In England, the sigma Network was established
as a professional association for those working in (or with an active interest in) mathematics and
statistics support in higher education ([7]). It collaborates with similar networks that cover Scotland
and Ireland and has links to MSLS services at universities in other countries including Australia, New
Zealand, Norway, Czech Republic, Switzerland, Germany and the Netherlands.
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In our context we focus on physical centres or online-based services providing general MSLS,
with at least some autonomy, and with focus on the general development of students’ mathematical
and statistical skills. The general overall aim for a MSLS centre is to help students attain the level of
mathematical and statistical confidence they need to achieve their potential in their degree, whatever
that level might be, and whatever the discipline of their degree ([3]).

Anecdotal evidence would suggest that MSLS services have been invaluable in developing the
confidence and competence of individual students and in enhancing students’ experience of
mathematics at university. However, such evidence is rarely sufficient to convince those who allocate
funding, and MSLS services obviously need resources for their operation. Because MSLS centres
have developed in response to student needs, scarce resources are almost completely oriented to
meeting these needs. It requires a cultural shift in the views held of MSLS centres by universities and
by the centres themselves, as playing a vital role in the overall learning fabric for the academic health
and fulfilment of students and hence of the whole university ([3]).

Feedback is information provided by an agent (e.g., teacher, peer, book, parent, experience)
regarding aspects of one's performance or understanding.

Feedback provision is seen as a key process in learning, providing information on actual
performance in relation to the goal of performance. There is a large body of literature arguing for the
importance of feedback in learning, yet there is an accruing body of evidence pointing to an inability
of feedback to perform its function in practice. In particular, learner surveys have indicated that
feedback is one of the most problematic aspects of the student experience ([4]).

On the other hand, in general, feedback is psychologically reassuring, and people like to obtain
feedback about their performance even if it has no impact on their performance ([1]). It is important,
therefore, not to confuse feelings that feedback is desirable with the question of whether feedback
benefits performance ([2]).

2 Mathematics and Statistics Learning Support as a resource for feedback
provision in learning mathematics

2.1 What is needed for effective feedback provision?

Feedback is often mentioned as an important part of evaluation of MSLS provision. Focus of the
feedback in MSLS is given mostly on student feedback to the support they received in the drop-in or
online, or to MSLS in general ([3], [5], [8]). But there is much more about feedback in MSLS.

Effective feedback answers three major questions: Where am I going? (the goals, FEED UP)
How am I going? (FEED BACK) and Where to next? (FEED FORWARD) A major aim of the
educative process is to assist in identifying these gaps ("How am I going?" relative to "Where am |
going?") and to provide remediation in the form of alternative or other steps ("Where to next?"). That
is, the pre-requisite properties for feedback include: i) information on the goal of performance, ii)
information about how performance meets the goal, commonly referred to as the ‘gap’ and, iii)
strategies to address the gap.
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Teachers need to view feedback from the perspective of the individuals engaged in the learning
and become proactive in providing information addressing the three feedback questions and
developing ways for students to ask these questions of themselves. Students, too often, view feedback
as the responsibility of someone else, usually teachers, whose job it is to provide feedback information
by deciding for the students how well they are going, what the goals are, and what to do next ([2]).

This is not surprising. Typically, learners have rarely had explicit instruction or support in how
to seek or use feedback, particularly when it might contradict or challenge their own internal view of
how they see their performance. In order to improve the effectiveness of feedback, we need to focus
not only on improving the quality of the externally provided message, but also focus on strengthening
the self-evaluative capacity of learners. We need to shift focus to the role of the learner in engaging
and using feedback. Some authors promote a constructivist approach to feedback rather than a
didactic provision of performance information. This alternative framework encourages learners and
educators to view feedback as a system of learning, rather than discreet episodes of educators ‘telling’
learners about their performance. This constructivist framework positions the learner as having
agency and sets the learner on a path towards self-evaluation and self-regulation. Individual, relational
and environmental factors can impact on the utility of feedback as a performance changing device

([4D.

For efficient learning, the focus of feedback is critically important. There are four major levels
and the level at which feedback is directed influences its effectiveness. Feedback information can be
targeted at the task (e.g., “Yes, that is the correct answer.”), process (e.g., “It looks like you used the
wrong strategy for step two.”), regulative (e.g., “What would happen if you changed variable X?”)
and/or self-level (e.g., “Great job!”). Effective feedback at the task, process, and self-regulatory levels
is interrelated ([2]). We note that effective feedback at the task, process, and self-regulatory levels is
also desired.

A better way to do feedback, underpinned by the theories of constructivist learning, puts 1) the
student at the centre of the feedback experience, and ii) frames feedback as an iterative, continuous
part of learning that helps the learner to develop independent skills in self-monitoring and self-
regulation. Contesting the traditional, behaviourist ‘feedback ritual’ requires leadership from
educators, and a deliberate commitment to curricular re-design with purposeful and structured
opportunities for learners to engage in feedback episodes, to put into place changes triggered by
feedback, and finally, to re-evaluate performance in relation to set goals. Such a ‘system-orientated’
take on feedback design requires upskilling of both educators and learners and needs to factor in the
influence of context, culture and relationships in learning ([4]).

Moreover, there is value in separating feedback from grading. When students receive grades and
written comments, students focus on the grades and consequently learn less from the feedback ([6]).

To summarise, empirical evidence suggests that feedback is complex, and the interrelationship
between the learner, the educator, the environment, the practice/knowledge culture and the specific
task mean that a one size fits all model on ‘how to do feedback’ is likely to fall down on many levels
in application ([4]).

2.2 How to address the needs for effective feedback provision in learning mathematics?

The question is, how to deal with all these theoretical requirements together? We argue that we
can look for an answer by focusing on the environment component, which is often overlooked. It
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might sound surprising, but without noticing it, universities and other higher education institutions
have developed an environment where all the requirements mentioned earlier in this paper can be
fulfilled. This brings us into the MSLS domain. The potential is there, and we will now take a brief
overview of how the MSLS services can meet the expectations of constructivist approach to feedback.

We have mentioned that there is a distinction between the four levels of feedback: about the task
(FT), about the processing of the task (FP), about self-regulation (FR), and about the self as a person
(FS). FS is the least effective, FR and FP are powerful in terms of deep processing and mastery of
tasks, and FT is powerful when the task information subsequently is useful for improving strategy
processing or enhancing self-regulation ([2]). Within MSLS provision, it is possible to provide
feedback on any of those four levels. If a learner brings in a completed task and asks for feedback on
the result, FT might be provided. However, if feedback to the solving process is asked instead, it gives
more space to FP and likely to FR as well, provided the MSLS tutors are prepared to give hints and
cues and ask questions.

The effects of immediate feedback are likely to be more powerful for FT and delayed feedback
more powerful for FP. There is no such a simple answer for FR ([2]). However, both immediate and
delayed feedback can be provided within a MSLS service, both at a drop-in or online. It seems that it
is easier to provide immediate feedback at a drop-in and delayed feedback online. However, there are
strategies which tutors can develop to cover both immediate and delayed feedback in both
environments. For example, the tutor at the drop-in might “need to walk around to see how other
visitors are doing” and come back in a couple of minutes. Or try to type several short messages instead
of composing one longer message in case of an online chat.

The essence of MSLS is that it is not formal. It enables students to try to engage with mathematics
or statistics in an environment with no formal expectations of them other than that they are there to
try. This is strength in providing an environment for students to face their fears, conquer weaknesses
and develop confidence and self-knowledge ([3]). As we already have noticed, it is the feedback
information and interpretations from assessments, not the numbers or grades, that matter, and the
grades can even distract students from learning. It all means that the MSLS is convenient for
providing feedback in this sense, as there are no grades or scores given. Learning progress is measured
by the learner’s satisfaction, and that is the part where the learner’s feedback comes into action. It is
very important because it contributes to improvement of the quality of provided services, and to
tutors’ learning as well.

A vital contribution of MSLS systems is the message to students that it is both important and
acceptable to identify mathematical weaknesses, and to seek and accept help. However, the use of
MSLS systems is not restricted to those with the weakest skills. MSLS facilities play a significant
role in the provision of sufficient systematic support to facilitate the development of confidence in
mathematical and statistical skills to the level perceived by individual students to be necessary for
their success in their tertiary studies. Like language, the totality of development in mathematics and
statistics comes from formal and informal learning; MSLS is part of the overall spectrum of this
development. The focus of MSLS tends to be on building mathematical and statistical fitness,
confidence and transferability, all with reference to specific courses being taken by the students ([3]).
This feature of MSLS provision is well in line with the concept of feedback as an integral part of the
learning process, because it motivates learners to seek feedback whenever they feel they need it, and
can provide both immediate and delayed feedback when it is needed.
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It is important to note, however, that under particular circumstances, instruction is more effective
than feedback. Feedback can only build on something; it is of little use when there is no initial learning
or surface information. Feedback is what happens second. With inefficient learners, it is better for a
teacher to provide elaborations through instruction than to provide feedback on poorly understood
concepts ([2]). This fact should be acknowledged by MSLS managers, and if such situation happens,
corresponding arrangements need to be made. For example, workshops with focus on poorly
understood topics can be organised.

The last sentence of one of the recent papers is “Feedback, on average, is powerful, but some feedback
is more powerful.” ([9]) We could paraphrase it as “Feedback, on average, is powerful, but feedback
in a convenient environment is more powerful.”

Conclusion

We conclude by claiming that MSLS provision perfectly fits within constructivist approach to
feedback and should be promoted with this perspective. Consequently, once this perspective is
accepted by those who allocate funding, it will be right and proper to ask about the role of MSLS in
student learning and in universities in general, not just to secure funding. We should push forward
the cultural shift in the views held of MSLS centres by universities and by the centres themselves to
ensure that MSLS services play their full role in universities.
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ZAJIMAVE DUSLEDKY PREROVNANI
NEABSOLUTNE KONVERGENTNICH RAD
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Ekonomické fakutla VSB-TUO, Katedra matematickych metod v ekonomice, Sokolska tiida
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Abstrakt: Prispévek pojednava o specidlni tiidé nekonecnych ciselnych tad, jejichz prerov-
nani ma vliv na jeji konvergenci. Prostrednictivin elementarnich postupt lze ukazat, jakym
zpusobem ovliviiuje zptsob prerovnani neabsolutné konvergentni fady hodnotu jejiho souctu.
Sv{m zaméfenim rozsifuje piispévek standardni u¢ivo matematické analyzy na VS predevsim
ve vztahu k Riemannové véte o prerovnani nekonec¢nych rad.

Klicova slova: nekonecna tada, prerovnani rad, neabsolutné konvergentni fada, alternujici
harmonické rada, Riemannova véta

1 Uvod

Neabsolutné konveregentni fadou rozumime nekone¢nou fadu - | a, redlnych ¢isel, kterd

konverguje, avsak fada >~ |a,| diverguje k +o00. Dusledkem toho je, ze rozdélime-li neabso-
lutné konvergentni fadu na dvé fady obsahujici pouze kladné, resp. zaporné ¢leny posloupnosti
(an), pak tyto fady jsou nutné divergentni, tj.

oo o0

g Ap = — g Ay = +00.
n=1 n=1
an>0 an<0

Tato skutec¢nost hraje zasadni roli pri prerovnavani takovych rad, jak bude ukazano ve vété 1.
Pti praci s cleny neabsolutné konvergentnich fad je zapotiebi jisté obezfetnosti, ponévadz
v tomto pripadé neni zarucena platnost béznych aritmetickych zdkonu (komutativni, asoci-
ativni, popf. distributivni zdkon). V dalsich ¢astech se zaméfime zejména na dusledky plynouci
z poruseni komutativniho zdkonu. To ma tzkou souvislost s tzv. pferovnanim nekonecéné rady.

Definice 1. Radu Y.~ al, nazjvdme prerovndnim nekonecné rady > - | a,, existuje-li bijekce
7 na mnoziné N takovd, Ze a;, = Gy, pron =1,2,...
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Vezmeme-li alternujici harmonickou radu a jeji prerovnani:

= (1)t 1 1 1 1 1 1 1 1
s T 1
; n 2 3 a5 st st W
i Lol Ly_, 1ttt 1 1. 1. 1 1 @)
f~\4n—-3 4n—-1 22) ~ 3 2 5 7 4 9 11 6 ’

pak pomoci jednoduchych odhadu lze ukézat, ze dané prerovnani (2) (tj. ndsobnd aplikace
komutativniho zadkona) nezachovava soucet puvodni fady (1). Oznac¢ime-li jejich soucty po radé
s a s, pak plati

1 1+1 (1 1) (1 1) <5
S = _ — _ — _— = — _— = — —_
2 3 4 5 6 7 6’
>0 >0
s’—1+1 1+<1—|—1 1>+(1+1 1)+
n 3 2 5 7 4 9 11 6
_1+1 1+<1 1 1 1) <1 1+1 1>+ >5
3 2 5 8 7 8 9 12 11 12 6
>0 >0 >0 >0

Ve standardnim kurzu matematické analyzy se ¢asto objevuje Riemannova véta o prerov-
nani neabsolutné konvergentnich rad, které na tento vysledek dava obecnéjsi ndhled.

Véta 1 (Riemann, [2, str. 318]). Necht >~ | a, je neabsolutné konvergentni tada. Pak lze najit
jeji prerovndni y_ | al, majici nékterou z wvedengch vlastnosti:

1. tada konverguje k predem zvolenému redlnému cislu s,
2. 1ada diverquje k 400, nebo k —oo,
3. rada osciluje, tj. existuji konstanty o < 3 takové, Ze

N N
liminf Y a, =« a zdroveri lim sup Z a, = f.
N—00 N—o0
n=1 n=1
Ditkaz Riemannovy véty je v podstaté konstruktivni — ukazuje postup, jak danou radu
> > | a, prerovnat, aby nastal jeden z uvedenych pfipadu. Nicméné nedava predem predpis
bijekce 7 (ndvod), ktera toto prerovnani realizuje. Tento nedostatek 1ze ve specialnich pripadech
odstranit a pozadovany predpis bijekce odvodit. To lze provést napr. u alternujicich rad, jimiz
se budeme v dalsich ¢astech podrobnéji vénovat.
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2 Prerovnani alternujicich rad

Nejdiive definujeme specialni typ prerovnani.
Definice 2. Necht (a,,) je klesajici posloupnost kladnych redlngjch cisel a p a q jsou prirozend
cisla. Prerovndame-li alternujici radu

o0

> (=1)"a, (3)

n=1

tak, aby se pravidelne stridaly bloky s p kladnymi a q zapornymi a shodné usporadanymi cleny
rady (3), budeme nové vzniklou tadu Y~ | al, nazyvat prerovndnim tady (3) typu (p,q), t.

n=1""n
o
/
E A, =01 +az+---+dagp-1 — a2 — a4 — - — dyg
A N -
n=1 ~ V
P q
+ Aopp1 + Aopi3 - Qapo1 — Aog42 — A2g4q — 00— Ggqt e (4)
N ~~ -\ - 7/
p q

Pripadny soucet této Tady oznacime s'(p,q).

Napr. fada (2) je prerovnanim fady (1) typu (2,1).

2.1 Prerovnani alternujici harmonické fady do blokt o konstantnim poctu ¢leni

Uvazujme alternujici harmonickou fadu (1). Jiz dfive jsme ukézali, Ze tato fada a jeji pre-
rovnani (2) maji rizné soucty. Protoze soucet fady (1) je dobfe znam (In2), lze z néj vhodnymi
upravami odvodit také soucet druhé z uvedenych rad. Definujeme dvé posloupnosti

(—1)n*t 0 pro n =2k — 1,
an::— bn_ (_1)k+l
n 5% pron =2k, k € N.
Pak najdeme soucet s'(2,1) snadno takto:
- 1 1 1 1 1 1 1
R T T e T
;“ 2371 5 678" "
- 1 1 1 1 1
by=0+-+40—-+0+—-4+0—=+---==In2,
; +5H0— 7 H0F o +0— o+ 5 n
- 1 1 1 1 1 1 1 1 3
ntby)=1+—-+-4+-—-=4+-+——=-+---=5(2,1) = =In2,
;(a-i-) tz-gtztsoItotogt 5(2,1) =S n

pricemz v posledni fadé jsme vynechali nulové ¢leny. Definujeme-li navic posloupnost

S (_12):“ pron =3k, k € N,
" 0 jinak,

muzeme podobnym zpusobem ziskat soucet s'(4, 1):

> 1 1
2.1 § =144 =
s(,)—l—n:1c +3+5+

11 01 1 1 1 ,
s T T3 1" $(4,1) =2

1
7
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Uvedeny postup lze zobecnit a urcit tak soucty

t t
§'(281) = (1 + 5) In 2, §'(1,2") = (1 — 5) In 2, t € Np.

Bohuzel jeho nevyhodou je, zZe jej nelze pouzit v pripadé, kdy pocet kladnych, resp. zapornych
¢lent v daném bloku neni mocninou ¢isla 2. Tento problém vytesil uz v roce 1839 némecky
matematik Martin Ohm (1792 1872):

Véta 2 (Ohm, [3]). Necht p a q jsou prirozend cisla. Pak pro soucet rady s'(p,q), kterd je
prerovnanim alternujici harmonické tady typu (p, q), plati

L.op

s'(p,q) =In24 = In*~.

(p,q) ol

Diikaz. Dikaz je zaloZzen na vztahu mezi n-tym c¢astecnym souc¢tem harmonické rady a priro-

zenym logaritmem:
n

1
Zgzlnn—i—fy—i—gn, lim ¢, =0,

n—00
k=1

pricemz v = 0,577215 ... je Eulerova konstanta. Nyni urc¢ime n-ty ¢astecny soucet prerovnani
fady (1) typu (p,q) tvoreny N bloky kladnych a zdpornych ¢lent (tj. n = (p+ ¢)N):

(m+1)q

1 1 1 1
(P b D R B e NP I

k
0 \ k=mp+1 k=mg+1 k=1 k=1
- %1_%1 Ry
- E 2 k 2 k
k=1 k=1 =

1
=In(2Np) + v+ canp — 5 (In(Np) +v+enp + In(Ng) + v+ eng)

1. p 1
=In2+ 511154-62]\71,— E(ng"i_qu)-

Limitnim prechodem pro N — oo ziskame:

1
S s,y =2+ 3 hlg : (5)

Pro ostatni indexy n lze vzdy nalézt N takové, ze (p+ q¢)N <n < (p+ q)(N + 1). Pak s/, se

lisi od Sl(p—‘,-q)N nejvyse o p + q clent, které se limitné blizi 0, tj.
- 1 ! 1
/ / . / / o
‘Sn_s(erq)N‘ <;2(Np+k)—1 +;2(Nq+k:) = nh_{go|5n_5(p+q)N| =0.

Odtud a z (5) plyne tvrzeni véty, tj.

P
q

n—oo

1
s'(p,q) = lim s/, =In2+ iln
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Aplikaci predchozi véty dostavame konkrétni vyjadreni souctu nasledujicich rad:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
39 =14+ -—4-—=—"= b4 _Z4...=-In6
@2 =ltgtr-g-gtstgtg -5 5" 5 o
1 1 1 1 1 1 1 1 1
M 4)=]—=——=-— >4 -~ — = _ .=
s(1,4) 571 6 873 10 12 14 165 0,
$'(1,100) = L1 L 1 1 L L — _In5
’ N 2 4 200 3 202 204 400 5 N ‘

Prostrednictvim tohoto typu prerovnani lze vyjadrit pouze omezenou mnozinu realnych cisel
ve tvaru ln(2\/]%), p,q € N. Jinak feceno je-li e*/4 € Q, pro n&jaké a € R, pak existuje
prerovnani fady (1) typu (p,q), jehoZ soucet je a. Pro ostatni redlnd ¢isla neni takova kore-
spondence mozné. Pokud bychom se pokusili takto vyjadfit napt. redlna ¢sla v/2 nebo %ln 2,
dostali bychom se do sporu s algebraickou povahou (racionalitou) ¢isla §, viz napft.

1 1 1
s(p,) =V2 = S—Zeﬁ, s(p.g) =32 = g_—\%} (6)

2.2 Prerovnani alternujici harmonické fady do blokt o proménlivém poctu ¢leni

V téchto ptipadech lze pouzit obecnéjsi typ prerovnani rady (1) obsahujici bloky s pro-
meénlivym poctem ¢lent se shodnym znaménkem. Nejdiive vsak predstavime obecnéjsi tvrzeni,
v némz staci pozadovat, aby se relativni poc¢ty kladnych a zapornych c¢lenti v prvnich n clenech
prerovnané fady limitné blizily k jisté hodnoté. Nasledujici véta je tedy zobecnénim véty 2.

Véta 3 (Pringsheim, [4]). Necht > 7 al, je prerovndni alternujici harmonické tady a w, ozna-
!/

cuje pocet kladngch cleni v posloupnosti ay,al, ... al. Necht ddle existuje limita

»'n

L:=1lm ¥  0<L<l.

n—oo M,

Pak tada > 7, al, konverguje a pro jeji soucet s’ plati

n=1""n
1 L
"=In2+ =1 )
R R
Diikaz. Oznacime-li s], ¢asteény soucet prerovnané fady » -, aj,, pak plati
Unp 1 n—1un 1
/ f— —_— —
W= o g
k=1 k=1
Néasledné postupujeme obdobné jako pri dokazovani véty 2. O]

Soucet s’ 1ze vyjadrit i v jiném tvaru. Oznac¢ime-li v,, pocet zapornych ¢lent v posloupnosti
/

ay,al, ..., al, pak z existence limity L plyne

n— U,

n 1 n
lim —% = lim =1—-1L a S:ln2—|—§limlnu—. (7)

n—oo M n—00 n n—0o0 Un

Pro tadu (1) dostavdme L = 1/2, pro jeji prerovnéani typu (p,q) pak L = p/(p + q).
V limitnich ptipadech, kdy L = 0, resp. L = 1, pferovnana fada -, al, diverguje k —oo,
resp. +o0.
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Volme nyni redlné ¢islo a takové, ze €*®/4 je iraciondlni. V minulé ¢asti jsme ukazali, Ze
neexistuje prerovnani fady (1) typu (p, ¢), které by mélo soucet «. Prerovnejme nyni fadu (1)
podle definice 2 s tim rozdilem, ze v N-tém bloku bude pravé py kladnych a gy zapornych
¢lenu fady (1), dostaneme tak fadu

ia,_1+1+ L] 11 (R SRR SR 1
e n . 3 2p1—1/ 2 4 ZQL\ 2p1+1 2p1+3 2(p1 —|—p2)—1
P M ~
1 1 1
C2p+2 2144 2(q1 + q2)

a2
Rozlisime dva pripady.
1. Necht o > In2, pak €*®/4 > 1. Vytvorime posloupnost nezidpornych celych ¢isel (uy) tak,
aby ug=0apro N =1,2,...

uy  €*  uy+1

N1 N

NGQ(XJ

y tJ unN ‘= \\ 4

pficem? |z| oznacuje nejvétsi celé ¢islo mensi nebo rovno x. Pak ziejmé uy /N — e2*/4
pro N — co. Bude-li v pferovnané fadé (8) mezi jejimi cleny aj, aj, ..., a, ., n Pravé uy
kladnych a N zapornych ¢lent, pak podle véty 3 bude mit soucet o (volime n = uy + N).
K tomu staci definovat pocet kladnych a zapornych ¢lent v N-tém bloku takto:

PN ‘= UN — UN-1, qn =1, N=12...

Jinak feceno pocet kladnych, resp. zapornych, ¢lenii v prvnich N blocich je roven p; +
po+ -+ py = un, resp. ¢ + g + -+ + gy = N. Prerovnani (8), které takto ziskdme,
je specifické tim, ze se mezi dvéma bloky s kladnymi ¢leny nachazi jediny zdporny clen.
Oznacime-li 3 = e?*/4, pak pro N = 1,2, ... platf

uy = [NB| = |[(N=1)+ 8] = [[(N = )] +{(N = 1)5} + f]
= (N=D8]+ {(N =1)B} + 8] = un—r + [{(N = 1)} + 5],

kde {z} := = — |z]| oznacuje zlomkovou ¢ast ¢isla z. Protoze posledni celd ¢ast muze
nabyt pouze hodnot 0, nebo 1, snadno se ukaze, ze

e2a

2c
pN:\‘eTJ7 nebo pNZl_i_\‘TJu N:17277 (9)

a posloupnost (py) je tak omezend. V prerovnané radé (8) jsou tudiz jednotlivé cleny
sefazeny takto:

ia’ ST RN S ! !
e 3 2p1—1 2 2p+1 2p+3 2pi+p2)—1 4
|e26:/4], nebo 1+|e2e/4] (02 /4], mobo 1+ [o% /4]
1 1 1

1
+ + +t —— - (10
2pr +p2)+ 1 2(pr +p2) +3 2(pr+p2t+ps) =1 6 (10)

le2/4], neB:) 1+ [e2/4|
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e 4 v v 7z v . / _ / v 7 v / v
Nyni ukdzeme, Ze fada (10) md soucet roven av. Je-lis), , .\ = s, .y Cdsteny soucet

prerovnané fady (8) obsahujici pravé N bloku kladnych ¢lent a N blokt zépornych ¢lent,

pak ze (7) vyplyva

. 1. un 1. e
]\}IE)I;OSLN+NIIHQ+§]&1_I};OIDW:ln2—|—§hl?:a. (11)

Ve zbyvajicich pripadech, kdy uy + N < n < unyy1 + N + 1 pro néjaké prirozené N,

existuje takové m € {1,2,... pni1}, Ze

m 1 PN+1 1 1
I Y s -
Sn SuN+N + ; Q(UN + k) -1 SuN—i-N + ; 2(UN + k) -1 SUN+1+N+1 + IN
Navic plati s, > s, . v, t].
1

/ / /
Sun+N < S0 S Suyantn o

Z véty o sevienych posloupnostech a z (11) ihned plyne, ze

: /
lim s, =«
n—oo

a tedy rada (10) ma soucet a.
Timto postupem miiZeme najit prerovnani fady (1), jehoz soucet je roven napi. v/2. V né-
sledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty prvnich nékolika ¢lenti posloupnosti uy (celkovy

pocet kladnych ¢lent v prvnich N blocich) a posloupnosti py (poéet kladnych ¢lentt v N-
tém bloku).

Tabulka 1: Pferovnani fady (1) majici soucet o = /2

N 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
uy 4 8 12 16 21 25 29 33 38 42 46 50 54 59 63 67 T1
py 4 4 4 4 5 4 4 4 5 4 4 4 4 5 4 4 4
gy 11171 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Z (9) plyne, Ze posloupnost (py) nabyva hodnot 4 a 5. Protoze je ¢islo e2V2 /4 iracionalni,
vyskyt hodnoty 5 mezi hodnotami 4 v posloupnosti (py) neni periodicky. V prerovnané
radé (10) se tedy nepravidelné stiidaji bloky se ¢tyfmi, resp. péti kladnymi ¢éleny. Pro
doplnéni je nize uveden vycet nékolika prvnich indext N, pro které N-ty blok obsahuje
praveé pét kladnych clent, tj. py = 5:

N =5,9,14,18,22,27,31, 35,40, 44, 48, 53, 57,61, 66, 70, 75,79, 83, 88,92, 96, . . .
Miizeme tedy psat
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

11
5-14-424-_-4y2 2 _ 2, . 4t 42
V2=ld ot oot ottt ittt T et

+1+1+1+1 1+1+1+1+1+1 1+
25 27 29 31 8 33 35 37 39 41 10
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2. Necht nyni a < In2, pak €**/4 < 1. Postupujme podobné jako v pfechozim piipadu.
Nejdrive definujeme posloupnost nezapornych celych ¢isel vy tak, aby vg =0 a pro N =
1,2,...

N e2a

< < N = +1> —4N > tj
— - Un, Un, . VN =
vy, + 1 4 Uy, e2o . N

AN
Pak zrejmé N/vy — €**/4 pro N — co. Aby prerovnana rada (8) méla soudet «, staci,

aby mezi jejimi ¢cleny a},as,...,ay,,, bylo pravé N kladnych a vy zapornych clenii.
Necht pro pocet kladnych ¢lent py, resp. zapornych ¢lent gy v N-tém bloku plati:

PN =1, N ‘= UN — UN-1, N=12...

Pocet kladnych, resp. zapornych, ¢lenti v prvnich N blocich je roven p;+ps+---+py = N,
resp. q1 + qa + -+ + qv = vy. V prerovnané radé (8) se tedy mezi dvéma bloky se
zapornymi ¢leny nachézi jediny kladny ¢len. Z analogickych tvah jako v pripadu 1 plyne,
ze posloupnost (qy) je omezena a

4 4
gn = \‘ J, nebo QN:1+ \‘TJa N:172’ (12)
e2o

eZa

V prerovnané fadé (8) jsou tudiz jednotlivé ¢leny sefazeny takto:

Z q 1 1 1 n 1 1 1 1 n 1
aTL =] — - — = — U [ — J— e — J—
— o2 4 2 3 2@ +1) 2(q+2) 2 +q) 5
[4/e2e], negg 1+[4/e2| [4/e2e ], negg 14 4/e2 |
1 1 1 1 (13)
20+ +1)  2(q+q+2) 20 +q@+q) 7

J

[4/e2e], nel;; 14(4/e2 |

Nyni ukézme, ze soucet fady (13) je roven «. Postupujeme obdobné jako v piipadé
a > 1n2. Ze (7) piimo plyne
1 e2a

1 N
= lim sy, =In2+ - lim ln—:ln2—|—§ln?:a. (14)

lim s
N—oo 2 N—oo UN

/
Nsoo  N+aqi++an

Ve zbyvajicich ptipadech, kdy N +vy < n < N + 1 4 vyy1 pro néjaké prirozené N,
existuje takové m € {0,1,...,qn1 — 1}, Ze

m 1 AN +1 1

1 1
o B S g i _ '
Sp = SNtoy T INFI ; ow +F) SNyoy T INT1 ; 2ow +F) SN+1+un1

Navic plati s, < sy, +1/(2N + 1), tj.

1
/ / /
8N+1+UN+1 < STL — 8N+’UN + 2N + 1 :

Z véty o sevienych posloupnostech a ze (14) pak plyne, Ze

: /
lim s, = a.
n—0o0
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Tabulka 2: Pferovnani fady (1) majici soucet o = 17/33

N 12 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
uw 1111111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
oy 1 2 4 5 7 8 9 11 12 14 15 17 18 19 21 22 24
gy 1 1.2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2

Prerovnejme nyni fadu (1) tak, aby novd rada méla soucet 17/33. Tabulka 2 obsahuje
hodnoty prvnich nékolika ¢lenti posloupnosti vy (celkovy pocet zapornych ¢lenti v prvnich
N blocich) a posloupnosti gy (pocet zapornych ¢lentt v N-tém bloku).

Z (12) plyne, Ze posloupnost (¢y) nabyva hodnot 1 a 2. I nyni se v pferovnané fadé ne-
pravidelné stridaji bloky s jednim, resp. s dvéma zapornymi ¢leny. Pro nazornost uvadime
nize vycet nékolika prvnich indexti N, pro které N-ty blok obsahuje pravé dva zaporné
cleny, tj. gy = 2:

n=3,5,8,10,12,15,17,19, 22,24, 26, 29, 31, 33, 36, 38,40, 43, 45,47, 50, 52, . ...
Mizeme tedy psat

17_1 1+1 1+1 1 1+1 1+1 1 1+1 1+1 1
33 2 3 4 5 6 8 7 10 9 12 14 11 16 13 18
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4+ -t =4+ — - — — — 4+ — — — e

5 20 217 24719 26 8T 30T 32 mu
2.3 Prerovnani obecné alternujici fady do blokt o konstantnim poctu ¢leni

V posledni ¢asti predstavime nékolik zakladnich poznatki o pferovnani alternujicich rad
(3) obecnéjsich nez rada (1), napr.

S RN
~ -~ d.
; N ; nlnn apo

Omezime se pouze na prerovnani fady (3) typu (p, q), viz (4). O konvergenci, pip. souc¢tu takto
prerovnanych fad, hovori nasledujici véta, kterou v roce 1873 dokazal némecky matematik Oscar
Xavier Schlomilch.

Véta 4 (Schlomilch, [5]). Necht (a,,) je klesajici posloupnost kladnijch redlnich cisel takovd, Ze
ezistuje lim na, (vlastni, nebo nevlastni). Necht s je soucet Tady (3), tj.

n—oo
oo
_ n+1
s = E (=1)""ay,.
n=1
Pak prerovnand rada (4), tj.
[o.¢]
!/
E an:a1+a3+'--+a2p_1 — Qg — Q4 — ... — Qyq
nzl Vv ~ Vo
P q
T Qopy1 + Qopy3 -+ Qap—1 — A2g42 — A2g4d — - — Qag+ ...,
N ~~ o\ ~~
P q
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ma soucet s (konecny, nebo nekonecny), pro ktery plati

1
s =s+ 5 lim <nan In 2—)) . (15)

n—oo q
Diitkaz véty se opird o znamou vétu o sttedni hodnoté pro integraly.

Véta 5 (Theorem 3.16, [1]). Necht u je spojitd funkce na (a,b) a v je integrovatelnd funkce na
(a,b), kterd na ném neméni své znaménko. Pak existuje cislo ¢ € (a,b) takové, Ze

/a " (o) dz = u(e) / o) de

Diikaz véty 4. Necht s, resp s/ oznacuje n-ty Castecny soucet fady (3), resp (4). Nyni mohou
nastat tii pripady.

1. Je-li p = q, pak pro kazdé n existuje ptrirozené N, ze plati 2pN < n < 2p(N + 1) a navic
Sonp < Si < Sonp + Aanpi1 + Ganprs + 0+ Qanprop-1-

Z konvergence tady (3) plyne a, — 0, s, = s, a tedy s/, — s, coz je ve shodé s (15), kde
limitni ¢len je podle predpokladu p = ¢ nulovy.

2. Je-li p > ¢, definujme kladnou klesajici funkci f takovou, ze Dy = R*, f(n) = a, pro
n=12,... a f(x) - 0 pro x — oco. Uvazujme Castecny soucet s/, kde n = (p + q)N,
ktery obsahuje N bloku kladnych a N bloku zapornych ¢lenti fady (4), a ¢astecny soucet
Sonp, ktery obsahuje kromé jinych také veskeré kladné cleny, které jsou obsazeny v s’(

Pak

p+q)N -

/ —_
S(p+q)N — S2Np = (2Ng+2 + G2Ng4+4 + -+ + A2nyp.

Rozdil castecnych soucti 1ze odhadnout z obou stran jednoduchymi integraly funkce f,
viz také Obréazek 1.

1 2Np 1 2Np
d / d
3 f(z) dz + aanp < S{ppgn — Sanp < 5 f(z) dz + asnga.
2Ng+2 2Nq+2
Yy Yy
2Ng+2 2Ng+4 2Ng+6 "** 2Np—2 2Np T 2Ng+2 2Ng+4 2Ng+6 *~** 2Np—2 2Np €z

Obrazek 1: Dolni a horni odhad rozdilu s’( — Sgnp integralem

p+q)N

Po substituci £ = Nt dostavame

1 (% Nt-f(Nt 1 (% Nt-f(Nt
2 2

5 dt + A2Ng+2-

Q“!‘% 13 q—|—% t
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Nyni pouZijeme vétu o stfedni hodnoté pro integraly (véta 5), ve které polozime wu(t) =
Nt- f(Nt), v(t) =1/t,a =29+ 2/N a b=2p:

1 P 1 P
—Nc- f(Ne) - lna + agnp < Sl(p-f—q)N — Sanp < §NC - f(Nc) - lna + a2ng+2,

2
kde ¢ € (2q + %, 2p). Aplikaci limitniho pfechodu pro N — oo dostavame
1 p [ p
5}\}1_}11;0 Nf(N) lng + asny | < hm 3(p+q)N —s< 51\}1_{20 Nf(N) lna + aang+2

a odtud plyne

, L. P
]\}gnoo Siprgn = 5+ 3 lim <nan In 5) : (16)
Pro ostatni indexy n lze vzdy nalézt N takové, ze (p+q)N <n < (p+q)(N +1). Pak s/,
se lisf od s’(p+q)N nejvyse o p + ¢ clent, tj.

p
|81, = Sprgn| < Z A2(Np+k)—1 T Z A2(Ng-+k) = lim |s,, = (g x| = 0.

n—oo
k=1 k=1

Odtud a z (16) plyne tvrzeni véty, tj.

S = lim s%zs—i—1 lim (nanlng> :
2 q

n—oo n—oo

3. Je-li p < ¢, odhadujeme pro zménu rozdil syn, —
v pripadé 2.

s’(p+q)N a postupujeme podobné jako

m
Polozime-li a,, = 1//n, pak lim na, = oo a z véty 4 vyplyva, ze jakékoliv prerovnani rady
n—oo

>0 (=1)"*//n typu (p,q) diverguje k +00 pro p > ¢, resp. k —oco pro p < ¢, napr.

1 1 1 1 1 1 1 1
l+—=— -t —=t+-5-———=t+-"st——=— "5+ =+o0.
V3 V2 VB VT VA VI VIT VB
Na druhou stranu pro a, = 1/(nlnn) plati lim na, = 0. Ozna¢ime-li s soucet Fady
n—00

>0 ,(—1)"t/(nlnn), pak jakékoliv jeji pferovnani typu (p,q) konverguje vzdy k pivodnimu
souctu s, napf.
1 1 1 1 1 1 1 1
"2m2 4lnd 66 33 88 1010 1212  Hlus

Nakonec vezmeme-li a,, = 1/(2n—1), pak 11m 0 nay, = +. Z Taylorova rozvoje funkce arctan z
plyne znama identita pro soucet rady

i(—m“l 1 1 1 1 1 s

- = S.

m-1 35 7 9 1T

n=1

Z véty 4 plyne, Ze jakékoliv prerovnéni této fady typu (p,¢) ma soucet s’ ve tvaru

1
s':Z(Wqung),

1+1+1+1 1+1+1+1+1 1+1+1+1+1 1+ 7r+1n2
5 9 13 3 17 21 25 29 7 33 37 41 45 11 4 2
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Zavér

Teorie neabsolutné konvergentnich fad patii mezi nedocenéné partie obecné teorie neko-
nec¢nych tad. Skyta siroké spektrum pozoruhodnych vysledk, jez lze navic odvodit zdkladnim,
popr. mirné pokrocilym aparatem plné pokrytym zakladnimi kurzy matematické analyzy vy-
ucované na vysoké skole. Predlozené vysledky mohou slouzit zajemcim k hlubsimu pochopeni
nekonec¢nych fad a mohou tak byt vhodnym namétem vybérovych seminar.
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DOBRA PRAXE SUPPORT CENTRA PRI VSTE VvV CESKYCH BUDEJOVICICH

SMETANOVA Dana, NAHLIK Tom4s, OPRSAL Ivo, DUSEK Zden&k

VSTE v Ceskych Budgjovicich, Katedra informatiky a ptirodnich véd, Okruzni 10 370 01 Ceské
Budé¢jovice
e-mail: smetanova@mail.vstecb.cz

Abstrakt: V &lanku uvadime piiklady dobré praxe Support centra v Ceskych Budgjovicich. Jedn4 se
o opakovaci hodiny pfipravované v piedmétech matematického a fyzikalniho zakladu, online kurz
matematickych zakladi fyziky, nebo matematicko-fyzikalni, popft. statistické zaklady odbornych
pfedmétt jako napiiklad pro pfedmét Mechanika tekutin. Jako velice zadané se jevi rizné formy
popularizace matematiky a fyziky.

Klic¢ova slova: dobra praxe, (online) konzultace, popularizace matematiky a fyziky

1 Uvod

Na vysokych skolach technického sméru se velmi Casto setkdvame s tim, ze studenti nastupuji
do skoly s nesourodymi znalostmi, popiipad€ maji chybné zatixované postupy u feseni riznych uloh.
Matematika je zdkladem vsech technickych i ekonomickych obord a jeji dobré zvladnuti pomuze
studentiim 1 v jejich odbornych predmétech.

Koncepce vyuky matematiky na technickych vysokych Skolach byla mnohokrat diskutovana,
napt. [6]. Jednou z kli¢ovych roli podpory matematiky a statistiky, poptipadé fyziky je umoznit vS§em
studentim dosahnout jejich plného potencidlu ve zvoleném oboru tim, Ze jim pomize rozvijet
znalosti, dovednosti a porozuméni ve vztahu k matematice a statistice, poptipadé fyzice a sebevédomi
pii feSeni problémil. Support centra byla zaloZena s myslenkou dopomoci studentiim rozvinout a plné
vyuzit jejich potencial ve studiu matematiky a statistiky [5].

V Ceské republice je nékolik support center, které se vénuji podpofe piedeviim piedmétu
zakladniho kurzu z oblasti matematiky, statistiky a fyziky. Prace ostravského centra je popsana v [1],
[2] a [7]. Prvni rok prace centra v Ceskych Bud&jovicich je diskutovan v [3].

V tomto ¢lanku uvadime piiklady dobré praxe ze Support centra v Ceskych Bud&jovicich.
Inspiraci ndm byly webové stranky Ministerstva Skolstvi, mladeze a télovychovy, na kterych jsou
uvedené piiklady dobfe praxe na riznych typech skol [4].
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2 Priklady z praxe Support centra v Ceskych Budé&jovicich

V této kapitole zminime né&které piipady zpraxe Support centra p¥i VSTE v Ceskych
Bud¢jovicich, o kterych se domnivame, ze by mohly byt inspiraci do budoucna nejen pro ¢leny
naseho centra.

Do zakladniho programu Budé&jovického Support centra patii tutoridly pro zajemce z fad
studentt, které bézi dle naplanovaného rozvrhu. Na zéklad€ zpétné vazby studentti, jsme do hlavni
¢innosti centra zafadili opakovaci hodiny z matematiky a fyziky. V ptipad¢, Ze se naskytne vhodna
prilezitost, tak se podilime na popularizacnich akcich a jsme schopni nachystat mimotadné hromadné
konzultace na zéklad¢ pozadavk a potieb studentt.

2.1 Opakovaci hodiny z fyziky a matematiky

Sylabus predméta Fyzika a Fyzika I je velmi rozsahly. Fyzika pro studenty oborti Technologie
a tizeni dopravy a Pozemni stavby je v zimnim semestru, Fyzika I pro studenty Strojirenstvi je
Vv letnim semestru. Studenti tento pfedmét vnimaji jako naro€ny a maji problémy z né&j slozit zkousku.
Z tohoto divodu v Support centru kazdy semestr pro studenty poradame opakovaci hodiny. Hodiny
se odehravaji prezen¢né. Obvykle jsou tiikrat za semestr.

Prvni hodina byva vé€novéana rychlému shrnuti pfednasSek — Kinematika, Dynamika, Prace-
Vykon-Energie, Tuhé T¢leso. Druhd hodina se tyka témat Gravitace, Kmitani, VInéni, Akustika.
Posledni opakovaci hodina byva pied koncem semestru — témata: Mechanika tekutin, Kineticka teorie
latek, Termika a Optika. V ptipadé potieby ¢i zadosti student byvaji opakovaci hodiny z fyziky i
Vv pribéhu zkouskového obdobi.

Z kazdého tématu byvaji zopakovany zékladni poznatky, veli€iny a vzorce, jejich uvedeni
do kontextu vypoétu moznych piikladii. Zmini Se ndvaznosti a propojeni jednotlivych kapitol.
Z kazdého tématu vyfeSen obecné alespon jeden typovy ptiklad. Dale byvaji prubéZzné zodpovidany
dotazy studentl. V prubéhu opakovacich hodin je moznost pocitani piikladti na pfani — tlohy
Z pribéznych testu i ulohy ze sbirky piikladd, ktera je pouzivana na seminafich. Studenti téméf vzdy
projevuji zdjem o dalsi opakovaci hodiny.

Opakovaci hodiny z Matematiky, Matematiky I a Matematiky II byvaji online, obvykle
ve vSedni den v podvecernich hodindch. Setkéni se studenty probiha prostiednictvim MS Teams,
do kterych maji vSichni studenti piistup diky ziizenému Skolnimu mailu. Staci jim rozeslat emailem
ptistupovy kod.

Hodiny probihaji jednou az dvakrat v pribéhu semestru a jednou az dvakrat v prabéhu
zkouskového obdobi. Opakovana témata jsou vybirdna na zdkladé domluvy se studenty. Na zavér
kazdé opakovaci hodiny je prostor na libovolné dotazy. Tyto dotazy se nemusi vztahovat pouze
k opakovanému tématu, mohou byt i z jinych oblasti matematiky.

U opakovacich hodin z matematiky se velmi osvéd¢ilo potfadat je online v podvecernich
hodindch. Divodem je velky pocet studenti v kombinované formé, ktefi jsou z rtiznych koutt
republiky. V né¢kterych letech se dokonce stavalo, ze pocet studentti v kombinované formé u daného
oboru prevysoval pocet studentli v prezen¢ni forme. Ve chvili, kdy byly opakovaci hodiny pfesunuty
do online prostfedi do podvecernich hodin, se stalo, Ze pocet studentli prezen¢ni formy na hodinach
neubyl a pfibylo vét§i mnozstvi Gcastnikit z kombinované formy. Studenti si oblibili opakovaci
hodiny z matematiky zejména ve zkouskovém obdobi.

Na opakovaci hodiny z fyziky a matematiky chodi obvykle fadové desitky studentii. Obcas se
stava, ze jich ptijde jen kolem desiti. Je totiz velmi tézké urcit termin vyhovujici vSem, obcas se
podaii vybrat nevhodny termin. Témét vSechny matematické a fyzikalni pfedméty jdou naptic obory
a studenti jsou déleni do velkého poctu skupin, proto i v rdmci oboru mohou mit vyrazn¢ jiné rozvrhy.
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2.2 Online hodina Matematické zaklady fyziky

Studenti oboru Strojirenstvi maji Fyziku II, ktera obsahuje zdklady elektromagnetické teorie.
U zkousky nastaly potiZe zejména s parcidlnimi derivacemi slozené funkce a velkému poctu studentt
se zkouSku nepodafilo slozit. Studentim byla nabidnuta online hodina obsahujici matematické
zaklady fyziky.

Hodina byla piipravena ve spolupraci vyucujiciho predmétu Fyzika II s vyucujici matematiky.
Na této hodin€ byl vysvétlen kalkulus parcidlnich derivaci, byly opakovany vypocty s operatory —
gradient, divergence, rotace, vse bylo ilustrovano na jednoduchych ptikladech z Fyziky II. Na zavér
hodiny byl dan prostor na dotazy. V navaznosti na online lekci vysvétlujici pouzivany matematicky
aparat se zvysila uspésnost studentli u zkousky.

Na zéakladé¢ domluvy se studenty vznikl ptehledny vyukovy text a videozaznam online lekce.
Tyto materialy byly dany k dispozici studentim i v dalSich semestrech. Takto vznikly nové podptrné
materialy pro predmeét cilené na slaba mista v dovednostech studentt.

2.3 Online konzultace pro studenty pfedmétu Mechanika tekutin

Do Support centra ptislo nékolik studenti oboru Strojirenstvi, Zze maji problém s piikladem
ze seminafe Mechanika tekutin. Pfisli se informovat, zda bychom jim mohli poradit S vypoctem casti
ptikladu (viz. Obr. 1).

Priklad | s

Ve svislé sténé je trojuhelnikovy otvor o rozmérech B a H.

Hloubka otvoru pod hladinou je h;. Vytokovy soucinitel je ho| 4

K. Uréete mnoiZstvi vody, které protéka timto otvorem.

Zanedbeijte vliv pfitokové rychlosti. Jaké chyby A bychom |
se dopustili, kdybychom uvazovali konstantni rychlost,

D: h,= 0,05 m B=0,4 m
u=0,7 H=0,3 m
U: Vg, Vi, A

Obr 1. Zadany priklad v predmétu Mechanika tekutin

K zadanému piikladu také donesli vzorec V = u f:l >\J2gh + b(h) - dh pro vypodet vytoku
velkym otvorem, ktery méli pouZit k vyfeSeni ¢asti prikladu.

Z rozhovoru se studenty bylo zfejmé, Ze nerozumi zejména tomu, co znamena funkce b(h). Navic
se zminili, Ze takovych studentd, ktefi tomu nerozumi je vice. Domluvili jsme se na online konzultaci,
kterd prob¢hla nasledujici den.

Konzultace byla konana se Sesti studenty formou brainstormingu. Po prozrazeni faktu, ze funkce
b(h) popisuje prumér otvoru v zavislosti na hloubce a nasledném odvozeni funkce, uz bylo
pro studenty jednoduché spocitat integral, tedy pratok vody otvorem.
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3 Popularizacni akce

Support centrum a Katedra informatiky a ptirodnich véd se ucastni také riiznych popularizacnich
akei. Jedna se zejména o Noc védci a spolupréaci s Matetskou a zakladni $kolou pii VSTE v Ceskych
Budgjovicich.

Od roku 2019 se pravideln¢ tcastnime Noci védeil. V ramci této akce jsme predstavili rizné
zajimavosti z oblasti matematiky a fyziky. Z matematiky se jednalo napiiklad o rtizné hticky a
hlavolamy, mozaiky, stereogramy, anaglyfy, fraktaly. Z oblasti fyziky byly pfedvedeny ptesypaci a
vodni hodiny (klepsydra), jednoduché stroje, Nenewtonovska kapalina a dalsi.

Obr. 2. Kresleni planet s zaky materské §koly

Na zékladé domluvy s feditelkou Zakladni a matei'ské 8koly VSTE, s.r.o. od roku 2021 d&lame
zhruba jedenkrat mésicné akci pro zaky mateiské a zakladni Skoly. Jedna se vzdy o 45 az 60 minut
pro kazdou skupinu. Kazdé setkani s détmi je pfipraveno na néjaké konkrétni téma, které se vztahuje
ke vzdélavacimu planu. Zminime alespoin néktera z nich: Obnovitelné zdroje (nazorné predvedeni
principt elektraren — vodni, vétrné, slune¢ni), Vesmir a kosmonautika (kresleni planet viz. Obr. 2,
hazeni vlastovkami s riznymi aerodynamickymi vlastnostmi, odpaleni rakety), Povrchy a sité téles
(poznavani o jaké téleso se jednalo), Pocasi (jak vznika duha, dést’, hrom a blesk).

Zavér

Vnimame jako velmi dilezité uvadét priklady z dobré praxe a to, Ze se podélime o zkuSenosti.
Nase centrum je specifické v tom, ze male malo vyucujicich v centru, coz souvisi S tim, Ze na katedie
je celkové malo vyucujicich na matematiku, fyziku a statistiku. Z tohoto divodu se snazime pracovat
tak, abychom zvladli v ramci jedné akce pomoci co nejvice studentim a maximalizovat profit
z poradané akce. Prikladem jsou opakovaci hodiny, které mohou vyuzit desitky studenti zaroven a
mohou se jich ucastnit i studenti kombinované formy. Dal§im piikladem, jak mit co nejvétsi profit
z uspoiadané akce je online hodina z matematickych zakladt fyziky. Prob¢hla online opakovaci
hodina a z ni vznikly zaroven podptrné vyukové materialy.
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Tyto ptiklady mohou inspirovat jina pracovisté a samoziejmé vedou k zamysleni pro osoby

na pracovisti, na kterém se odehraly.
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Abstrakt: Studujeme typové mechanické systémy jedné ¢astice podrobené jedné kinematické
vazbé. Zamérujeme se na pripady, kdy kinematickd vazba neovliviiuje pohyb c¢astice, tedy kdy
vysledna dynamika Céastice je stejna, jako by ¢astice nebyla podrobena zadné vazbé. Takovou
vazbu oznacujeme jako pohyb neovliviujici, neboli ignorabilni vazbu. Ignorabilita vazby muze
byt zpusobena vlivem specifickych pocatecnich podminek (specifickd ignorabilita) nebo je di-
sledkem toho, jak vypadaji pohybové rovnice a jejich zdkony zachovani (obecnd ignorabilita).

Klicova slova: pohybové rovnice, integral pohybu, zdkon zachovani, kinematicka vazba, Che-
taevova vazebna sila, Lagrangeiv multiplikator, vazané (deformované) pohybové rovnice, igno-
rabilni vazba, specificka ignorabilita, obecnd ignorabilita.

1 Uvod

Motivaci k napsani tohoto prispévku bylo zjisténi, ze pii studiu dynamiky vazanych mecha-
nickych systémi se vyskytnul jisty specialni druh kinematické vazby, kterd neovliviiovala pohyb
studovaného mechanického systému, tzn. mechanicky systém se pod vlivem takové vazby choval,
jako by byl nevazany. Takovy druh vazby jsme nazvali pohyb neovliviiujici neboli ignorabilni
vazba. Trajektorie obou mechanickych systémi, tedy ptivodniho nevazaného systému a stejného
systému podrobeného ignorabilni vazbé, jsou stejné. Vyznam ignorabilni vazby pak spociva jen
v omezeni moznych poc¢atecnich podminek mechanického systému, které musi byt kompatibilni
s ignorabilni vazbou v tom smyslu, zZe musi spliiovat rovnici takové vazby.

Omezime se na mechanické systémy jedné ¢astice. Céstici rozumime téleso s malymi roz-
meéry a s nenulovou hmotnosti. Zanedbavame tak problematiku rotace télesa a odpada i hledisko
zmény tvaru, tedy deformace télesa. Zamérujeme se jen na pohyb castice podél trajektorie.

Dodatecna podminka svazujici komponenty x, y, z okamzité polohy  a komponenty v, = ,
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vy =Y, v, = 2 okamzité rychlosti v Castice ve tvaru

fx,y,2,2,9,2) =0 (1)

se nazyva kinematickd vazba. Jedna se o obycCejnou diferencidlni rovnici 1. fddu vzhledem
ke komponentam z, y, z okamzité polohy r Castice. V pripadé, ze vazebna podminka (1) zavisi
pouze na komponentach v, = &, v, = y, v, = 2 okamzité rychlosti v castice, tzn.

f(@,9,2) =0, (2)

hovotime o ciste rychlostni kinematické vazbe.
Pohyb ¢éstice podrobené kinematické vazbé (1), resp. (2) je ovlivnén pfitomnosti tzv. Che-

taevovy vazebné sily,
@:n(g—fg—fg—f) 3)
T 0y 0z
kde p je Lagrangetiv multiplikator. Na pravych stranach pohybovych rovnic se tak navic vy-
skytnou komponenty Chetaevovy sily (3).

Dynamika vazaného pohybu a odpovidajici vazané trajektorie tedy hledame mezi neva-
zanymi trajektoriemi (fesenimi nevazanych pohybovych rovnic), které jsou nyni deformovany
vektorovym polem vazebné sily ® (3) pro vhodny Lagrangeuv multiplikdtor u(t), tak aby byla
v kazdém okamziku splnéna vazebnd podminka (1), resp. (2).

Specialné muze byt

uw=0
podél kazdé vazané trajektorie. V tom pripadé kinematickd vazba neovliviiuje pohyb, je tzv.
ignorabilni. Potom je kazdéd vazana trajektorie nedeformovana, tedy stejnd jako nevazana, a je
prvkem mnoziny feseni odpovidajicich nevdzanych pohybovych rovnic (nevazanych trajektorif).
Vyznam ignorabilni vazby potom spoéiva jen v tom, ze pocatecni podminky jsou omezeny
vazebnou podminkou (1), resp. (2), tudiz

f(anyOMZ()a'UOxaUOwUOz) = 07 resp. f(UOx7UOy7'UOZ) = 0.

Ignorabilita vazby (1), resp. (2) muze byt zpusobena jednak vlivem specifickych poc¢atecnich
podminek splnujicich rovnici kinematické vazby, kdy je Lagrangetiv multiplikdtor p identicky
roven nule jen podél téchto odpovidajicich specifickych vazanych trajektorii, nebo za druhé muze
byt Lagrangetuv multiplikdtor identicky roven nule podél kazdé vazané trajektorie (spliujici
rovnici vazby). V prvnim piipadé hovorime o specifické ignorabilité vazby, ve druhém piipadé
se jednd o obecnou ignorabilitu kinematické vazby (1), resp. (2).

2 Kinematické vazby neovlivitujici pohyb v tihovém poli - obecna ignorabilita

Uvazujme mechanicky systém jedné castice hmotnosti m v homogennim tihovém poli.
Polohu a pohyb castice vysetiujeme vzhledem ke kartézskému souradnicovému systému, kde
kladné poloosa osy z mifi svisle vzhiru, tedy opac¢né k poli tthové sily Fg = (0,0, —mg) pi-
sobici svisle dolii. Konstanta ¢ = 9,81 m - s™2 je tihové zrychleni. Pohyb ¢dstice je popsin
Newtonovou pohybovou rovnici

mr = F, G,
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kterou lze rozepsat do slozek pro jednotlivé souradnice

ma = 0,
my = 0, (4)
mzZ = —mg.

Pohybové rovnice (4) se fesi postupnou integraci. Po prvni integraci rovnic systému (4) mame

T = Cla
y: OQa (5)
Z=—gt+Cs,

kde integracni konstanty C4, Cy, Cj5, jsou urceny pocateénimi podminkami na komponenty
rychlosti
Cl = Vg = I’(O), 02 = Voy = y(O), Cg = Vo, — Z(O) (6)

Po dalsi integraci rovnic (5) dostavame obecné feseni soustavy rovnic (4)
x(t) = Cyt + Dy,
y(t) = Cat + Do, (7)
2(t) = —%gtz + Cyt + Dy,
kde integracni konstanty Dy, Dy, D3, jsou urceny pocatecni polohou ¢éstice
Dy =x(0) =z, D2=y(0)=w0, Ds=2(0)==z. (8)

Podle velikosti, sméru a orientace vektoru pocatecni rychlosti potom dostavame typické pohyby:
volny pad, vrh svisly vzhtiru nebo dol, vrh vodorovny a vrh Sikmy vzhiru nebo doli.
Zabyvejme se nyni otazkou, jakd dodatecna vazebna podminka svazujici kartézské kom-
ponenty v, = &, v, = ¥, v, = Z vektoru okamzité rychlosti v castice, tzn. kinematicka cisté
rychlostni vazba f(i,9, 2) = 0 neomezi vysledny pohyb ¢astice v homogennim tihovém poli.

2.1 Priklad 1

Nejdrive podrobime ¢astici v homogennim tithovém poli ¢isté rychlostni kinematické vazbé

flig,2) =i +i9* =k, k#0, (9)

kde kladnd konstanta k je predem zadand. Vyjadieno slovné pozadujeme, aby kvadrat |vg,|?
velikosti primétu v, vektoru okamzité rychlosti v do roviny zy zistal v pribéhu pohybu
konstantni.

Véazané (deformované) pohybové rovnice maji spoleéné s rovnici vazby (9) tvar

. of :
mi = p—=—- = 2uT,
ot
o OF
my = Ma—y. = 21y, (10)
mzZ = —mg,
i’ + 9 = k.
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Lagrangeuv multiplikdtor p lze vyjadiit z prvni nebo druhé rovnice systému (10)

m my
H=— H=— (11)
x Yy

Soustavu rovnic (10) je mozné Fesit postupnou integraci. Dostdvame tfi mozna obecnd Feseni.

1. Jestlize vp, = #(0) = 0, pak #(t) = 0 a vzhledem k vazebné podmince (9) plati §(t) =
+vk. Po integraci dostavame

1
z(t) =Dy, y(t)=tVkt+ Dy, 2(t) = —§th + Oyt + D, (12)
e 1 "y » e my
V tomto pripadé je mozné pro multiplikator p pouzit pouze vyjadreni p = o =
Y

2. Jestlize vg, = y(0) = 0, pak y(t) = 0 a vzhledem k vazebné podmince (9) plati ©(t) =
++v/k. Po integraci dostévame

1
2(t) =+Vkt+ D, y(t)=Ds, 2(t)= —Eth + Cst + Ds. (13)

mi

—— =0
2

V tomto ptipadé je mozné pro multiplikator p pouzit pouze vyjadieni p =

3. Jestlize vy, = #(0) # 0, vg, = ¥(0) # 0 lze v kazdém okamziku pouzit jedno z moznych
vyjadireni multiplikdtoru g (11). Pfevedenim této rovnice na totalni ¢asovou derivaci do-
stavame integral pohybu, tedy vyraz ktery je konstantni podél feseni pohybovych rovnic

d. . d. kd |2(0)]
—Inji|l==—hly = =K==
dt 9] 19(0)]

dt
v nasem prikladu je to pomér absolutnich hodnot komponent x-ové a y-ové slozky okam-
zité rychlosti, ktery se v pribéhu pohybu zachovdva. Po dosazeni do rovnice vazby (9)

dostévame
k k
.9 .
4 K?2+1 4 VK211 (15)

Po integraci rovnic (15) a (14) v tomto pofadi dostavame

= [&] = Klyl, (14)

k k
t) =t/ —=——t+ D, t)=+K\/———t+ Ds. 16
Integracni konstanty Dy, Dy lze urcit z podminek pro pocatecni polohu castice xg, yo.
Lagrangeiv multiplikdtor p (11) je evidentné roven nule, ;1 = 0. Reseni pro svislou kom-
ponentu okamzité polohy z(t) zistava stejné jako v nevdzaném pripadé

1
2(t) = _ith + Cst + Ds. (17)

Existuji rovnéz dvé moznosti, jak systém pohybovych rovnic (10) upravit. Pokud prvni
rovnici systému (10) vynésobime &, druhou rovnici systému (10) vyndsobime g a obé rovnice
seCteme, dostavame

m(&i +gj) = 2p(3° + 7). (18)
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Uplatnénim vazebné podminky (9) a tpravou vyrazu na levé strané rovnice (18) na totalni
casovou derivaci obdrzime

1 d . 2 . 2
—m— = 2uk. 1
5 (& +97) =2p (19)
Ptihlédneme-li znovu k vazebné podmince (9), dostdvame
1 d
—-m— (k) = 2uk. 2
S (k) = 2 (20)

Jelikoz totalni casova derivace konstanty je rovna nule a k # 0, musi platit

= 0. (21)

Druhou moznosti je rovnici vazby (9) zderivovat totalné podle ¢asu,

d
d—{ = 2id 4 29§ = 0 (22)

a dosadit do (22) za & a § prvni dvé deformované rovnice systému (10),

B2y =0, (23)

Vzhledem k rovnici vazby (9) a nenulovosti konstant k a m plati
4
Lr=0 = pu=o. (24)
m

JelikoZ p = 0 identicky, soustava vdzanych pohybovych rovnic (10) pfechazi na soustavu
ptuvodnich nevazanych pohybovych (4). Kazdé feseni soustavy vazanych rovnic (10) je rovnéz
reSenim systému puvodnich nevazanych rovnic (4). OvSem obracené feseni systému puvodnich
nevazanych rovnic (4) je feSenim systému vazanych rovnic (10) pravé tehdy, kdyz pocatecni
podminky splnuji vazebnou podminku

i2(0) + 2(0) = vg, + v, = [Voay|* = k. (25)

Vazba (9) je ignorabilni, predstavuje pouze omezeni, resp. vybér pripustnych pocatecnich pod-
minek, hodnota kvadratu |vegy|? velikosti primétu |ve.,| vektoru pocéteéni rychlosti v do
roviny xy se musi rovnat konstanté k v rovnici vazby (9).

Fakt, ze vazba (9) je ignorabilni, je pfimym dusledkem zdkonu zachovani prvnich dvou
nevazanych pohybovych rovnic systému (4). Na prvni dvé zintegrované rovnice (5) lze totiz
nahlizet jako na zadkony zachovani z-ové a y-ové komponenty okamzité rychlosti v ¢astice. Dale
nasobenim prvni rovnice systému (4) vyrazem & a druhé rovnice vyrazem y a sectenim obou
rovnic dostavame

m(3 + §) _m%%(:t2+y2) =0 = F@+yPP=C=C{+C;=vj,+vy, =k  (206)
Vazebna podminka (9) tedy plyne piimo z nevazanych pohybovych rovnic (4), takze jako doda-
teéna vazebna podminka omezujici pohyb ¢astice je redundantni, redukuje se pouze na omezeni
moznych pocateénich podminek (25) resp. (26).
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2.2 Priklad 2

V tomto prikladu podrobime pohyb c¢astice v tihovém poli ¢isté rychlostni kinematické

vazbé
Fl9,2) =g =k, k>0, (27)

Slovné vyjadieno pozadujeme, aby soucin z-ové v, = @ a y-ové komponenty v, = ¢ vektoru
okamZité rychlosti v zlstdval v pribéhu pohybu konstantni, tzn. komponenty v,, v, okamzité
rychlosti v musi byt soucasné bud obé kladné, nebo obé zaporné.

Vézané (deformované) pohybové rovnice maji spolecné s rovnici vazby tvar

mi = ﬁ = [y
my = ug = px

0y : (28)
mzZ = —mg,

Ty =

Soustavu rovnic (28) lze vyfesit vyuzitim zdkona zachovani a nésledné postupnou integraci.
Pokud prvni rovnici systému (28) vynasobime &, druhou rovnici systému (28) vynasobime 7 a
obé rovnice secteme, dostavame

m(&E + yyj) = 2udy. (29)
Uplatnénim vazebné podminky (27) na pravé strané rovnice (29) a tUpravou vyrazu na levé
strané rovnice (29) na totalni ¢asovou derivace ziskdme

L od, 50 9

Déle, prvni rovnici systému (28) vynasobime &, druhou rovici systému (28) vyndsobime 7y a
rovnice od sebe odec¢teme, ziskame

1 d
m(ii—gj) =0 = émE(iQ — %) = 0. (31)

Vyraz #? — 4 je tedy konstantou pohybu (zdkonem zachovani) a jeho hodnota se rovna hodnoté
v pocatecnim okamziku

i* — g’ = K = 2(0)* — 5(0)* = vg, — v, (32)

Sectenim a ode¢tenim rovnic (30) a (31) dostavame

a (33)
— (9% = 2uk.
mdt(y) I

Lagrangetiv multiplikdtor p miize byt opét vyjadien alternativné jednim z nésledujicich zpt-
sob,

%) = o= (%) (34)
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Z rovnice vazby (27) vyjadiime y = k/2 a dosadime do zdkona zachovani (32),

- —= =K. (35)
Tuto rovnici upravime na bikvadratickou rovnici
it — Ki® — k* =0, (36)
kterd se po substituci & = @? redukuje na kvadratickou rovnici
K-k =0 (37)

s diskriminantem D = K? + 4k? > 0. Vzhledem k substituci £ = #? m4 smysl pouze kladny
koren rovnice (37),

K+ VK? + 4k? PSS \/K+\/K2+4k:2
= xr = =
2 2

13 = const. (38)
Po integraci dostavame ¢asovou zavislost x-ové souradnice polohy c¢astice
K+ VK? + 4k?
z(t) = \/ + 5 il t+ Ds. (39)

Z rovnice vazby (27) dopocitdme ¢asovou zavislost y-ové komponenty rychlosti ¢astice

k k k

T
T e K+VE2+4k?
2

= const. (40)

a po jejl integraci obdrzime rovnéz c¢asovou zavislost y-ové souradnice polohy castice

k
y(t) = ————t+ D, (41)
KV TaR2
2

Evidentné je Lagrangetiv multiplikdtor x (34) roven nule, viz vztahy (38),(40). Casova zévislost
pro svislou souradnici z(t) zistava stejnd jako v nevazaném pripadé,

A(t) = —%th 4+ Cyt+ Dy, (42)
Druhou moznosti je nejdfive rovnici vazby (27) zderivovat,
Ty 4+ 1y =0 (43)
a potom dosadit do (43) za &, § z prvnich dvou deformovanych rovnic systému (28),

iy

T
y+;tu—:

0 = %('My?):o. (44)

Z rovnice vazby (27) plyne, Ze v kazdém okamziku je & # 0 nebo ¢ # 0, a tedy vyraz @2 +4* # 0
vzdy. Takze rovnice (44) bude splnéna pouze, kdyz u = 0. Vazba (27) je tedy ignorabilni, FeSeni
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(39), resp. (38) a (41), resp. (40) predstavuje pouze omezeni nebo vybér pripustnych poc¢ateénich
podminek,
.fC(O) y(O) = Vg on = k' (45)

Fakt, Ze vazba (27) je ignorabilni, je pifimym dusledkem zékont zachovani prvnich dvou ne-
vazanych pohybovych rovnic systému (4), zakont zachovani z-ové a y-ové komponenty okamzité
rychlost ¢astice, v, = & = C4, vy, =y = Cy, tudiz

vy =1y =C = C) Oy = vy, oy = k. (46)

Vazebnd podminka (27) tedy plyne pfimo z nevazanych pohybovych rovnic (4), takze
jako dodatecnda vazebna podminka omezujici pohyb castice je redundantni, redukuje se pouze
na omezeni integrac¢nich konstant Cy, Csy, resp. moznych pocatecnich podminek (45) resp. (46)
pro komponenty vo,, vo, pocatecni rychlosti.

Priklad 3

V tomto prikladu bude c¢astice v homogennim tihovém poli podrobena kinematické cisté
rychlostni vazbé
f@,9,2) ="+ + 2=k, k#0. (47)

Slovné vyjadieno pozadujeme, aby se ¢astice pohybovala rovnomérné, tzn. aby velikost v = |v|
okam?zité rychlosti zustavala v pribéhu pohybu konstantni. Vazbu (47) nazyvame izotachy-
tonni vazbou. Termin izotachytonni vznikl spojenim slov izo=stejny a feckého slova tachytita
TaxOTNTa ve vyznamu rychlost.

Pripad rovnomérného pohybu ¢éstice v homogennim tihovém poli je iplné vytesen a de-
tailné diskutovan véetné kinematiky, dynamiky a energetické bilance pohybu ¢éstice v ¢lanku
[2], kde je tento pohyb studovan bez Gjmy na obecnosti v soufadnicové roviné xy, tzn., Ze roli
svislé soutadnice z hraje v tomto ¢lanku soutadnice .

Ukézeme, Ze izotachytonni vazba (47) nemuze byt za zadnych pocateénich podminek igno-
rabilni. Vdzané (deformované) pohybové rovnice maji spolecné s rovnici vazby tvar

mx = ua—, = 2ux,
ox
my = ua—f = 2uy,
EY, (48)

mz = —mg + 2uz,
i’ + gt 4 2 =k

Prvni rovnici systému (48) vynasobime &, druhou rovnici vynasobime ¢ a tfeti rovnici vynaso-
bime 2 a tyto tfi rovnice secteme,

m(id + gi + 22) + mgz = 2u(i® + * + £%). (49)

Upravou vyrazu na levé strané rovnice (49) na totélni Casovou derivaci a uplatnénim vazebné
podminky (47) na pravé strané rovnice (49) ziskdme

1 d
§m$(j:2 + 9% + 2%) +mgé = 2uk®. (50)
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Znovu aplikujeme vazebnou podminku (47) a dostdvame

1 d,, . 2 : 5 mgz
§ma(k)—l—mgz:2uk‘ =  mgz=2uk® = h= o

(51)

Po dosazeni vyjadreného Lagrangeova multiplikatoru u do tieti deformované rovnice systému
(48) obdrzime diferencialni rovnici jen pro jednu nezndmou z(t),

i} gz g :
z:—g+ﬁ:—ﬁ(l€2—22). (52)

Rovnici (52) fesime nejdifve substituci 2 = w(t) za tcelem redukce jejitho fadu

. g
W= —E(k2 —w?). (53)
Po separaci proménnych
dw g
k2 — w2 k2 d (54)

a nasledné integraci dostavame

1. k4w g
—In——— =—2t4C.
T 12 +C (55)

Po odlogaritmovani posledni rovnice obdrzime

k+w — Q2(—{t+CR) (56)

k—w ’
z niz vyjadiime w(t), tedy Casovou zavislost z-ové komponenty okamzité rychlosti

2—Lt+Ch) _ |

. (§
U}(t) = Z(t) = km

Uplatnénim identity
el —e X e2X 1
tanh X = = 58
o eX +e X  e2X 41 (58)

lze vztah (57) vyjadrit v alternativnim tvaru

w(t) = £(1) = ktanh (—%t + kC) , (59)
kde integracni konstanta C' je urc¢ena pocatecni podminkou pro z-ovou komponentu pocatecni

rychlosti, 2(0) = v,(0) = vg.,
1 k =+ Vg,
= —1 .
=% n<k—UOZ) (60)

Zavislost z(t) (57) dosadime do vztahu (51) pro Lagrangeuv multiplikdtor p a dostaneme tak
explicitni vyjadreni multiplikatoru p v zavislosti na case

_mnyg _g
p(t) = ok tanh( k:t + k’C’) . (61)
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Vyjadreni multiplikatoru (61) dosadime do prvnich dvou rovnic systému (48) zapsanych v mirné
upraveném tvaru

. d
mE =m< In |z| = 2u = "9 tanh (—gt + /{:C’) :
T dt k k (62)
- d
m% =my In|y| =2u= %tamh (—%t + k:C’> :
a nasledné postupné integrujeme. Po prvni integraci obdrzime
In|i| = —In (cosh (—gt + kc)) +InC, = ) = 2 ,
k cosh (=2t + kC) (63)
. g . Cy
Infy| = —In (cosh (~ 2t +KC) ) + 0, = (1) = |
nlg = = {cosh { = ne I = o~z + %0)
kde integrac¢ni konstanty C;, C5 jsou uréeny komponentami v,, vo, pocatecni rychlosti,
_ o k/UOCC . . kUOy
Cl = Vozx COSh(l{C) = kz—_vgz, 02 = Voy COSh(kJC) = kQ—_U(Q)Z
Po druhé integraci potom dostavame
k g
z(t) = —C,— arctan [exp <_Et + kC’)] + Dy,
! (64)
y(t) = —Cy— arctan [exp <—%t + kC)] + Ds.
g
Casovou zéavislost z-ové soufadnice okamZité polohy ziskdme pfimou integraci (59)
_ R 9
z(t) = ——1In |cosh _Et +kC')| + Ds. (65)
g

Integracni konstanty Dy, Dy, D3 lze urcit na zakladé souradnic poc¢atecénich polohy xg, 4o, 20-

Aby ziskand Teseni (64) a (65) spliiovala vazebnou podminku (47) pro kazdé t, musi rovnéz
integracni konstanty C, Cs, C, respektive komponenty o, voy, Vo, pocatecni rychlosti spliiovat
vazebnou podminku (47), tzn.

|
CF + CF = v}, cosh? (kC) + v, cosh?(kC) = k%, kde C'= —-In (l]z - vox) |
— Vog

Skutecné - ) Y ,
C24+C2= K~ v5s i k7vg, _ k* (vh, + oa) — k2

2 .2 2 .2 2 _ 2
k vy, k Vg, k Vg,

jelikoz z vazebné podminky (47) plyne vztah pro kvadrat z-ové komponenty okamzité rychlosti

v§:é2:k2—i’2—g)2:k2—v§—v§,
ktery musi platit rovnéz pro kvadrat z-ové komponenty pocatecni rychlosti

2 _ 1.2 2 2
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Ziskané reseni (64), (65) soustavy vazanych rovnic (48) v homogennim tthovém poli s vazbou
(47) je evidentné vyrazné odlisné od feseni (7) nevazanych rovnic v homogennim tihovém poli.
Je ziejmé, ze Lagrangeuv multiplikdtor (61) neni identicky roven nule podél zadné trajektorie.
Vazba (47) tedy neni ignorabilni ani pro specifické poc¢ateéni podminky.

Vysledky téchto prikladi jsou pfimym disledkem néasledujici véty.

Véta 1: Kinematickd cisté rychlostni vazba f(z,y,2) = 0 je pro mechanicky systém cdstice
v homogennim tihovém poli ignorabilni prdave tehdy, kdyZ je tvaru

kde F je libovolna diferencovatelnd funkce dvou promeénngch. Takové vazby predstavuji pouze

omezent
.F(on, on) = k (67)

moznych pocdtecnich podminek pro komponenty vo,, vo, vektoru pocdatecni rychlosti.

Dikaz: Uvazujme obecnou kinematickou ¢isté rychlostni vazbu

f(&,9,2) = 0. (68)
Deformované pohybové rovnice ¢astice v homogennim tithovém poli pod vlivem této vazby jsou
mi = g
of
j = ==, 69
mj = pg (69)
) of

mz = —mg + ,u%.

Vazbu (68) zderivujeme totalné podle ¢,

Af _of . of  of,
AT T TR Pl (70)

a dosadime za &, § a Z pravé strany deformovanych rovnic (69), dostavame

2 2 2
R R
Z predchozi rovnice (71) vyjadiime Lagrangeuv multiplikétor,
mgﬁ—f
= 0z (72)

() + () + (32

Aby kinematicka ¢isté rychlostni vazba (68) byla ignorabilni, musi byt Lagrangeuv multiplikator
1 identicky roven nule podél kazdé vazané trajektorie. Tedy

of o _
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kde F je libovolna diferencovatelna funkce dvou proménnych. Komponenty pocatecni rychlosti
voy = 2(0), vo, = ¥(0) musi samoziejmé spliiovat rovnici takové vazby, tedy F(vos, vo,) = k.
O
Je evidentni, ze vazebné podminky z Prikladu 1 a z Pfikladu 2 spliiuji podminku (110),
zatimco vazebna podminka z Prikladu 3 tuto podminku nespliuje, tedy neni ignorabilni.

3 Izotachytonni vazba v centralnim gravitacnim poli - specificka ignorabilita

Pohyb castice v centralnim gravitacnim poli vyjadiuje Newtonova pohybova rovnice
mi = F, = Fy(r) e, (74)
kde pro velikost F, = |F,| gravitacni sily F} plati znamy Newtoniv gravitacni zakon

I3 o rMm

g(r>:ﬁ:_ r2

(75)

Vektor e, = r/r je jednotkovy vektor ve sméru polohového vektoru 7 spojujici centrum a
okamZitou polohu céastice. Znaménko minus vyjadiuje skutecnost, Ze gravitacni sila F, ma
pritazlivy charakter, tzn. jeji smér je do centra, opacné ke sméru vektoru r. Konstanta imérnosti
a je dana vztahem

a=—rkMm, (76)

kde k je univerzalni gravitacni konstanta, M hmotnost centra (Zemé) a m hmotnost Castice.

D4 se ukazat, ze pohyb castice v libovolném centralnim silovém poli je rovinny. Proto se
dalsi vysSetrovani pohybu c¢astice vztahuje k roviné, jejiz norméalovy vektor je dan vektorem
pocateéniho momentu hybnosti ¢dstice log = m(ry X vg), kde 7 je vektor poc¢ateéni polohy a vg
je vektor pocatecni rychlosti ¢astice. V odpovidajici pocateéni roviné pak lze vysetrovat pohyb
¢astice s vyuzitim polarnich soufadnic (r, ¢).

Rovinna verze Newtonovy pohybové rovnice ¢astice v centralnim poli (74) ma v polarnich
soutadnicich tvar , a

mr = mry° 4+ oL (77)

mrig = —2mrrp.

Resenim rovnic (77) jsou parametrické rovnice 7 = r(t), ¢ = ¢(t) kuzelosecek s ohniskem
umisténym do centra gravitacniho pole, které lze vyjadrit explicitné v polarnich souradnicich

p

T = ) 8
(%) 1+ ecos(p — o) (78)
kde p je fokdlni parametr a e numericka excentricita
12 212E,
p=—"o  e=/14+ 0 (79)
m|a| ma

a o = p(0) je pocateéni tihlova soufadnice ¢astice v pocatecni roviné.
Geometrické parametry p a € (79) vysledné trajektorie jsou uréeny pocatecnimi podmin-
kami, tedy pocatecni hodnotou Fy mechanické energie F castice,
15 o

EO = imvo — E’ (80)
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a pocatecni hodnotou velikosti Iy = |lp| vektoru momentu pocatecéni hybnosti lg,
lo = mryv,(0) = mryvg sin fo, (81)

kde By je tihel mezi vektorem pocatecni polohy rg a vektorem pocatecni rychlosti vg. Symbo-
lem 7y je vyjadiena pocatecni vzdalenost od centra a symbolem v,(0) = vpsin fy oznacujeme
thlovou komponentu pocatecni rychlosti.

Odpovidajici, tzv. Keplerovské trajektorie jsou dany vztahem mezi pocateénimi hodnotami
pocatecni mechanické energie Ej a velikosti pocatecniho memonetu hybnosti [y takto:

2

kruhova trajektorie e=0 = FEy= —%,
0
ma?
eliptickd trajektorie 0<e<l = Eye (—2—12, 0) , (82)
0
parabolicka trajektorie e =1 = FEy=0,
hyperbolicka trajektorie e > 1 = FEy> 0.

JestliZe je hodnota ihlové komponenty pocatecni rychlosti nulova, v, = 0, pak je vzhledem
k rovnici (81) velikost momentu hybnosti [ = [y = 0. Znamena to, ze pohyb ¢éstice se odehrava
pouze v radialnim sméru.

Jestlize navic pro radidlni slozku pocéatecni rychlosti v, plati v,.(0) = vy > 0, jednd se
o radialni pohyb smérem od centra (vrh svisly vzhiru radialné od centra).

Jestlize navic pro radidlni slozku poéatecni rychlosti v,.(0) = —vy < 0, jednd se o radidlni
pohyb smérem do centra (vrh svisly doli radidlné do centra).

Pokud navic pro radidlni slozku pocatecni rychlosti plati v,.(0) = vy = 0, jedna se o volny
pad radidlné do centra v centralnim gravitacnim poli.

Jestlize castice startuje s nulovou slozkou radidlni komponenty rychlosti, tzn. thlova kom-
ponenta pocatecni rychlosti je rovna velikosti poc¢ate¢ni rychlosti v,,(0) = vo. Vektor okamzité
rychlosti vg je tedy kolmy k vektoru spojnice okamzité polohy rq ¢astice a centra, vg L 7rg, pak
pro velikost poc¢ateé¢niho momentu hybnosti plati lj = mrovg. Navic, kdyz je pocatecni energie
Ey dédna prvni relaci v (82), je mozné odvodit formuli pro kruhovou rychlost (prvni kosmicka
rychlost),

1 2 xM
§mvg + 7% = —% = Vo = Ucire = N (83)

Jestlize je pocatecéni energie nulovd, Ey = 0 (parabolickd trajektorie), 1ze odvodit formuli

pro unikovou rychlost (druhd kosmické rychlost),

I 5, « 2:M
—-mvyg+— =0 = Uy = Vs =
2 To To

= \/5 Vcirc- (84)

Budeme nyni pozadovat, aby se ¢astice v centralnim gravitacnim poli pohybovala rovno-
mérné, tzn. s konstantni velikosti okamzité rychlosti. Podrobime jeji pohyb izotachytonni vazbé,
kterd ma v pocatecni roviné v polarnich souradnicich vyjadreni

flr, 7, @) = +r°p? = k2 (85)

Pozorny ¢tenar si zajisté vsimne, ze tato vazebna podminka jiz neni ¢isté rychlostni.
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Deformované pohybové rovnice ¢astice maji tvar

. . of . .
mi = mre +7,—2+u§:mr<p +ﬁ+2ur,
(86)
y. o of .
mr <p——2mrr<p+uy——2mrr<p+2,ur o.

®

Tyto rovnice vsak nemaji analytické feseni analogické feseni (78). K vizualizaci vazanych trajek-
torii je nutné systém rovnic (86) FeSit numericky. Problematika rovnomérného pohybu ¢astice
v centralnich silovych polich je detailné rozpracovana, resena a diskutovana véetné zakonu za-
chovani v ¢lanku [3].

V tomto prispévku se vzhledem k problematice ignorabilnich vazeb zaméifime pouze na
kruhovy pohyb. V nevdzaném pripadé se jedné o klasickou Keplerovskou trajektorii, kruznici,
kterou lze najit vyfesenim odpovidajicich pohybovych rovnice vzhledem ke specifickym poca-
tecnim podminkam, vg L rg, |vo| = vo = Veire,

r(0) =79, ¢(0) =¢o, ©v.(0)=7(0)=0, v,(0)=10p(0) = Veire- (87)
Uplné stejny pohyb obdrzime, kdyz vyfesime systém vézanych pohybovych rovnic (86) vzhle-
dem ke stejnym pocatecnim podminkam (87).
Rovnomeérny pohyb po kruznici v centralnim poli lze popsat parametrickymi rovnicemi

r(t) =ro, @(t) = $(0)t + 0. (88)
Potom pro casové derivace komponent pohybu v polarnich souradnicich plati
M) =7 (t) =0, ¢(t) = @(0), ¢(t) =0. (89)
Radialni komponenta ®, Chetaevovy sily ® = (®,,P,) = 1 (%, g—j;) = (2ur, 2ur*¢) je rovna
nule,
&, =2ur =2u-0=0. (90)

Protoze se druhd deformovand rovnice systému (86) trivializuje, dostavame pro thlovou
slozku Chetaevovy sily ®,, rovnici

O, =2ur’9=0 = pu=0. (91)

Izotachytonni vazba (85) se pod vlivem pocatecnich podminek (87) stava ignorabilni vazbou,
jednd se o specifickou ignorabilitu, ignorabilita vlivem specidlnich poc¢ate¢nich podminek.
Chetaevova sila, jejiz prostfednictvim se realizuje vazba omezujici pohyb mechanického sys-
tému, vymizi.

Pro tplnost uvadime prehled nevdzanych trajektorii (vyznaceno ¢arkované) a vazanych
trajektorii vzhledem ke specifickym pocateénim podminkdm vg L 7o, tedy v,.(0) = 0 a v,(0) =
rop(0) = wo,

™ .
r(0)=ro=5 ¢(0)=¢o=75, vs(0)=r0p(0) = vo. (92)
Konstanty mechanického systému volime
M =100, m=1 k=1 = «a=-100. (93)

Detailni vysvétleni a tiplné feseni problému rovnomérného pohybu v centralnim gravita¢nim
poli Ize dohledat v ¢lanku [3].

142



Moderni matematické metody v inZenyrstvi 2023

Keplerovské trajektorie Véazané trajektorie

Vo = 4 (UO < vcirc) Vo = 4.3 (UO < Ucirc)

Vo

specifickd ignorabilita
Vo = Vgirc — 0.01 Vo = Vgire = 2\/5

Vo = Vcire + 0.1 vo = 4.7 (UO > Ucirc)

// Vo = Vesc = ’Ucirc\/i Vg = Vesc + 1= vcirc\/i +1

Obrézek 1: Srovnani trajektorii: rovnomérny (vazany) vs klasicky pohyb

4 Izotachytonni vazba v magnetickém poli - obecn4 ignorabilita

Uvazujme pohyb nabité ¢astice hmotnosti m ve stacionarnim obecné nehomogennim mag-
netickém poli s vektorem magnetické indukce B,

B = (Bl(x,y,z),BQ(x,y, Z)7B3(x7yvz))' (94)
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Na castici pusobi magnetickd slozka F,., Lorentzovy sily
Frog = Q (v x B), (95)

kde @ je elektricky naboj castice, v je vektor okamzité rychlosti. Newtonova pohybova rovnice
hmotné nabité castice ve staciondrnim magnetickém poli s vektorem magnetické indukce B ma
tvar

mit = Foag = Q (v x B), (96)

kterou rozepiseme-li do souradnic, dostavame

Pohyb nabité ¢astice nyni podrobime izotachytonni vazbé
fl@,g,2) =i +§° + 2 =k, (98)

pozadujeme tedy, aby se c¢astice pohybovala rovnomérné, tzn. aby velikost okamzité rychlosti
v = |v| zistavala v prubéhu pohybu konstantni. Vazané (deformované) rovnice maji tvar

mi = Q (yBs — £B2) + 2u,
mij = Q (2B1 — &Bs) + 2py, (99)
mz = Q (£By —yB1) + 2uz.

Vazbu (98) zderivujeme totalné podle ¢asu

d
d—{ = 2F 4 24 + 225 =0 (100)

a dosadime do této rovnice za &, §, £ pravé strany deformovanych rovnic (99), dostaneme

2 4
HQ [&(yBs — 2By) + (B — @Bs) + (2 By — yB] + E“(:’ﬁ + 92 + %) = 0. (101)

Sc¢itance uvnitt hranaté zavorky na levé strané rovnice se odectou, takze dostavame
(@ + 2+ =0 = pu=0. (102)

Izotachytonni vazba (98) v magnetickém poli je tedy ignorabilni. Tento zévér lze zobecnit pro
silové pole obecné casové zavislé gyroskopické sily tvaru

ngr =vX G(tv z,Yy, Z)> (103)

kde G je intenzita gyroskopické sily, kterd muze explicitné zaviset i na case t, [1], str. 107.
Ignorabilita izotachytonni vazby je disledkem zakona zachovani kinetické energie castice

v poli gyroskopické sily, tedy nevazanych rovnic (97), kde misto By, Bs, Bs lze obecné psét

komponenty G, G, G5 intenzity gyroskopické sily. Skutecné, nasobime-li prvni rovnici systému
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(97) &, druhou rovnici systému (97) vynasobime ¥ a tfeti rovnici systému (97) vyndsobime Z a
vsechny tTi rovnice secteme dostaneme

d/1., 1, 1, _ 1 d 02) —

tedy kineticka energie ¢éstice, resp. velikost jeji okamzité rychlosti se v magnetickém poli (95),
resp. v poli gyroskopické sily (103) zachovava

1 1
—mv? = —mvg = const, resp. v = vy = const.

2 2

Kritérium obecné ignorability obecné kinematické vazby f(x,y, z, &, 9, 2) = 0 pro pohyb nabité
C¢astice ve staciondrnim magnetickém poli (95) s vektorem magnetické indukce B,

B = (Bl(:c,y,z), BQ(I‘,y,Z),Bg(fI?,y,Z))

lze zformulovat do nasledujici véty.

Véta 2: Kinematickd vazba f(x,y,z,&,9,2) = 0 je pro mechanicky systém hmotné nabité
cdstice v magnetickém poli (95) ignorabilni prdvé tehdy, kdyz plati

m(gradf - v) + grad, f - Finee =0, (104)
resp.
m(gradf -v) +grad,f - (Q (v x B)) =0, (105)
e of of of of of of
gradf = <8_x’ 3 &) , resp. grad,f = (8_x’ ok 5) (106)

je obycejny gradient, resp. rychlostni gradient kinematické vazby f, v je vektor okamZzité rych-
losti cdstice, m hmotnost castice, Q) je elektricky ndaboj castice a B je vektor magnetické indukce.
Podminka (104), resp. (105) predstavuje parcidlni diferencidlni rovnici pro ignorabilni kinema-
tickou vazbu f(z,y,z,4,9,%) =0,

0 0 0
af +8_£y+a_f -I—Q( B3 — 2Bs) 8£+SL(231—$B3) a£+%(¢32—931)a—§:0a (107)

kde By(x,y,z), Bs(z,vy,2), Bs(x,y, z) jsou komponenty vektoru magnetické indukce B.
Parcidlni diferencidlni rovnici (107) pro nezndmou f(z, vy, z, &, ¥, ) 1ze Tesit metodou charakte-

ristik. Specidlné pro homogenni magnetické pole orientované ve sméru osy z, tzn. B = (0,0, By)
a pro Cisté rychlostni vazbu f(&,y, 2) = 0 se rovnice (107) zredukuje na

N (R (108)
m

Jeji obecné Teseni 1ze nalézt metodou charakteristik a ma tvar

fli,g,2)=F@*+9% %) — k=0, (109)
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kde F je libovolna diferencovatelnd funkce. Tento zavér, ktery je disledkem Véty 2 lze zfor-
mulovat nasledovné.

Disledek: Kinematickd cisté rychlostni vazba f(&,y,2) = 0 je pro mechanicky systém cdastice
v homogennim magnetickém poli orientovaném ve smeru osy z s vektorem magnetické indukce
B = (0,0, By) ignorabilni prave tehdy, kdyz je tvaru

fa,9,2) = F(a* + 9%, 2) =k =0, (110)
kde F je libovolnd diferencovatelnd funkce. Takové vazby predstavuji pouze omezeni

F (05, + vhy, v0:) = k (111)

moznych pocdtecnich podminek pro komponenty vo., Voy, Vo, vektoru pocdatecni rychlosti cdstice.
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2D TIME DEPENDING STOKES PROBLEM WITH
DIRICHLET-NEUMANN-SLIP BOUNDARY
CONDITIONS

TOMECKOVA Ivona

VSB-Technicka univerzita Ostrava, FS KMDg, 17. listopadu 2172/15, 708 00 Ostrava-Poruba
e-mail: ivona.tomeckova@vsb.cz

Abstract: This contribution is dealing with two dimensional Stokes problem with nonlinear
boundary conditions. It describes the behavior of Newton’s fluids in given region restricted into
two dimensions. We are dealing with boundary conditions of Dirichlet, Neumann and slipping
type. The last one describes the effect on fluid behavior through the nonlinear term. The main
goal of our work is to take the time variable into account and offer the suitable computing
program.

Key words: Stokes problem, slip—stick boundary condition, variational inequality

1 Introduction

This paper would not have arisen if there were no precedent work of team around Professor
Kucera from VSB-Technickd univerzita Ostrava. There is detailed description of the path
following algorithm including convergence analysis, implementation and for example spectral
analysis of the preconditioners in [2], which is also used in the presented calculation program
for calculations in individual time layers. The problem introduced in the text is similar to the
one described in the paper [3]. This text follows on from the mentioned articles.

2 Setting of the problem

In general we suppose the two dimensional region with sufficiently smooth boundary which
is divided into four disjoint parts. Especially the two dimensional region is given by the square
Q. =(0,a) x (0,a) for a = 1. See the figure 1.
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Figure 1: The region €, with parts of it’s boundary.

2.1 Problem setting

The whole problem consists of the system of balance equations, boundary conditions, the
initial condition.

System of equations. Let’s x € Q,, and t € (1), Tena) C R then

we find fields 4 = u(x,t) and p =p(x,t) such that

0

0 =1 — f§ div 7(i) + Vp = f, (1)

divad =0.

where the scalar field p and the vector field 4 stand for a pressure and velocity of the Newton’s
fluid, which is contained in the volume represented by two dimensional region €2,,. The positive

valued scalar field o = p(x) stands for density of the fluid, the vector field f = f (x,t) is the
internal resource density.
Usually the operator & stands for Nabla operator in the Stokes problem, i.e.

2 =V and therefore [ =v (2a)

for positive valued scalar field v = v(x) which is fluid viscosity. We will suppose this choice as
one of two possibilities. The second meaning of & follows from this idea: If there are prescribed
Dirichlet boundary conditions in every point of 01, in addition to (1) then the gradient from
2 could be replaced with it’s symmetric part, i.e.

9 = %(V + VT) and consequently [ =2v. (2b)

Note that the differential operators div and V contain partial derivatives only with respect
to space variables x and y.

Boundary Conditions. We divide the boundary 0€2,, into the four non-empty parts
0y =TpUTl'y, Ul'sUy,,

as is drawn in the figure 1. Let us denote m as the outward-pointing normal to the boundary
and % as the direction derivative according to the normal n. Then we suppose the following
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Dirichlet and Neumann boundary conditions for given fields @p on I'p and honT N:=InU
I'w, , which are in the form

up onI'p x (To, Tena) and (3a)
h on Dy x (Ty, Tend) s (3b)

U
n

B8P (u)n —p

where 8 Z(u) — I p is the Cauchy—stress tensor and o = 5 Z(u)n — pn is so called traction
force. In the following text there is assumed the decomposition & = o, n + 0,7 for normal
stress 0, = (o, n) and shearing stress o, = (o, 7).

For the velocity in the normal direction of magnitude wu, = (4, n) we prescribe imperme-
ability in the normal direction to the boundary I'g

u, =0 on I's X (T, Tena) - (3c)

Next we prescribe Navier—Tresca stick—slip condition for the velocity in the tangential direction
u, = (u, 7). For this reason we suppose a given slip threshold labeled by ¢, g : I's — R
and if tangential stress o, has it’s value beyond this limit it causes the originally sticking fluid
to begin to slide along the boundary I's. Moreover the frictional adhesion between the wall
represented by I's and moving fluid is reduced proportionately to the tangential displacement
with adhesion positive valued coefficient x € R, i.e.

lo, —ku| <g and (3d)
oyt + glur| +ku2 =0 on Ty x (Ty, Tend) - (3e)

A given initial velocity vector field 4, is used in initial condition of the problem, i.e.
u(x, Ty) = up(x) Ve € Qyy . (3f)
Let us note that in view of the assumption I'y # () we do not need any additional condition
which would ensure the uniqueness of pressure field p.
3 Discretization

We perform the discretization of given problem in two steps. Firstly we substitute the time
derivative in (1); by scheme, which is stable in calculations, and reformulate the whole problem
in selected time layers. Subsequently, we proceed the spatial discretization.

Time discretization. We convert the problem (1), (3a)-(3f) to a sequence of tasks via
approximation of the first time derivative by the implicit Fuler scheme. Therefore we choose
the following nodes t; from the interval (T, Tena)

T0:t0<t1<t2<"'<tn:Tend

and replace the time derivation by backward difference. Then we get the following sequence of
problems for time step 6% = ¢4 — t; and for abbreviation @*)(x) := @(x, ) and analogous

for p("“)(m) = p(ax, ty), f(k)(m) = f(:c,tk) and ﬂ%) = up(x,ty).
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—

For given 4* = @,
we find fields %™V and p** on Qyy (4)

such that for k=0,1,2...n—1

T = (k+1)
0 5 ( ) o Ble@ < (k+1) ( )) + vp(kJrl)(m) = f (m),
dlvu(Hl)( ) =0,
A - ﬁ(DIH'l) onI'p
- (k+1) (5)
B g(ﬁ(k‘i‘l))n _ p(k"‘l) n =nh on 'y
B _ 0, (o ) <o and
oD (et D) ‘ + K < (’f+1)> =0 on I'g.
/

Variational formulation and space discretization. After standard variational formula-
tion of the problems in (5) we are looking for the couple (&% U”“) from the Cartesian
product V(Q,,) x L*(Q,,), where V(Q,,) = {v € (Hl(QgC’y))2 :d=0onlp, v, =0o0n s},
such that it solves the following variational inequality of the second kind

Vo € V(Q,,) and Vq € L*(Q,,)
a(ﬁ(k+l), g — (k—i—l ) + b( —»(k-i-l)’p) + jﬁ(k+1)( ) i j~(k+1)( (k+l)) Z 6(’6 o ﬁ(k+1))

b(@* ™ g) = 0

Y

where (, ) stands for the scalar product in L*(,.,), a(®,8) = 06, " [, @ ddx+5( D (w), 2(d))
and especially for Z(w) = Vw the second term in the mapping a is in the standard form
ﬁfﬂ V@’:V'Bdw and where b(0, ¢ —fQ q divw dz, (W) = [, fwd:z:—i—fF h ds
and ﬁnally Jw (U fr g+ k|lw.|) |UT| ds.

Now we trlangulate Quy to M triangles, Q,, = UM, T, with N vertices {w;};. The
triangles cover the area as shown in figure number 2.

Figure 2: Triangulated region Qg = U}L, Tj.
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Then we define the system of PP base FEM functions for approximating the velocity.

See [1] for details. Therefore the restriction of the velocity field 'Fl,',(lk) on any triangle T is
approximated by linear combination

() = (w(x) , ug(x) )’ for w(x) = Zulgol(:c) + wppp(x) Vi=1,2

where the values of coefficients uq, us, uz and so called bubble coefficient u; depend on the
selected triangle T; and on the chosen time level ¢ = ¢;. The base functions are in the form

prx)=1-2—y, @lx)=2, @3(x)=y, @(x)=2701(x)p(T)ps(T)

for & = (x,y). In the case of space approximation of the pressure we use common P; base FEM

functions, i.e.
3

_(CU) = ZPM(CL‘) :

=1

Let V}, and W), are suitable finite element approximation of V' (€2,,) and L?*(Q,,). We are seeking
an totally approximation of the solution (4p,pn) € Vi, x W), of (1) in the form of variational
inequality of the second kind described in the previous, thus

V), € Vi, and Vg, € W),
a(ﬁ,(lkﬂ), Up, — ﬁﬁf“)) + b(v), — ﬁl(lk-l—l)?p;bk—i-l)) 4 jﬂ;k+1>(17h) _ jggf+1>("7fék+1)) > (@ — ﬁgk—&-l))
b(ﬁgkﬂ), @) = 0,

For details see [3].

The main difficulty in finding a solution stems from the shape of the mapping j which is
non-smooth and non-differentiable. Let us now summarize the steps leading to the construction
of the computational algorithm in each time layer which are described in [2] in detail.

After algebraic formulation the subproblem (for every time layer ¢;) could be formulated
as a saddle—point problem for augmented Lagrangian and the absolute value in j which still
stays in the problem could be replaced by equivalent expression || = max{y, —¢}.

o The interior—point method and it’s version the path following algorithm is the chosen
computing method as the best even to look for the optimum of given functional.

e The main idea is to use Karush—Kuhn—Tucker conditions to find the optimum and use
one of them to reduce one unknown from the system.

o The dumping Newton iteration process is used to solve a reduced system of equations.

o Because the issue to solve the indefinite system of linear equations is the most time
spending part the system is again reduced via the method of Schur complement.

For the algorithm, its analysis and the implementation details see [2].
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4 A numerical experiment

The given region Q,, = (0,1) x (0, 1) is meshed by 180 x 180 nodes (i.e. we have 3.24 - 10*
vertices x;) and they are used to set the triangulation in the manner of the figure 2. The
bounds of time variable are Ty = 0 and T.,q = 1.

The operator Z and consequently the coefficient g are chosen like in (2a) and the values
of fluid viscosity and it’s density are set so that v =1 and p = 1.

We use the concept from [1] for this example, where is constructed an exact solution of (1).
This solution have to be adjusted for the time depending model, so we consider

Gt — (u(ixact 7 ugxact>T and pexact7 where
u$* (1, 9,t) = e (— cos(2m ) sin(2my) +sin(27y)) , (6a)
uS*(x,y,t) = e (sin(2r z) cos(2my) — sin(27 x)) | (6b)
p™(z,y,t) = 2w e (cos(2m y) — cos(2m x)) . (6¢)

for all (z,y) € Q,, and t € (T, Tena). This solution will be taken into account to get information
about errors in every time layer.

Due to the choice of building an exact solution we set the initial condition from (3f) as
to(x) = 47" (z,y,0) After substituting @*** and p™®* into the left hand side of (1) and
(3a)—(3b) we get the input for f, @p and h.

Slip condition for time level T5 = 1 TimeUnit

Legend:

blue ...values of u, on I'g
the highest curve corresponds to Ty and
the lowest one to T,.nq
red ...values of o, on I'g
the highest curve corresponds to T and
the lowest one to Tung
black ...the amount of the given slip threshold, ¢ = 2

Figure 3: The progress of u, and o,
at the points of the boundary I's for
individual time layers.

In the graph, one can observe how the values of o, are gradually affected by exceeding the
limit ¢ in the active points of I'g. It is caused by the chosen expression of the exact solution
(6a)-(6¢). The exponential decrease of values 4™*"" and p is necessarily reflected in f and
h, see (1) and (3b). Thus, the fluid moves freely at the points of the I's in the beginning. It
slips. Then its speed decreases over time until it reaches the limit where the tangential stresses
o, begin to be affected by the activated part I's and the fluid is going to stick. Notice the

values over the left and the right part of (0.1) in the figure 3.

exact
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5

Conclusion

The results of the numerical implementation of the Stokes model were presented in the

text. An implicit Euler scheme was chosen to discretize the time derivative.

In the future, it is planned to extend the actual numerical model with the Crank—Nicolson

scheme and its generalization and subsequent analysis.
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Abstrakt: V ptispévku je predstaven soubor pomicek vyuzivanych pii vyuce piedmétu
Konstruktivni geometrie na Fakulté stojni VSB — Technické univerzity Ostrava a popsano jejich
vyuziti na akcich pro vetejnost.

Klic¢ova slova: deskriptivni geometrie, Mongeovo promitani, 3D tisk, vyukové pomticky

1 Uvod

Pfedmét Konstruktivni geometrie Se na Fakulté stojni vyucuje ve druhém semestru bakalaiského
studia. Jeho cilem je seznamit studenty s témi prvky deskriptivni geometrie, které¢ pozd¢ji vyuziji ve
své strojirenské praxi. Jsou to dvé zakladni zobrazovaci metody, Mongeovo promitani a pravouhla
axonometrie, a dale geometrické vlastnosti téles, rovinnych i prostorovych kiivek a ploch.

Duraz se klade na to, aby studenti rozuméli principim zobrazovacich metod, znali jejich
vlastnosti, vyhody a nevyhody a dokézali v nich sestrojit zminéna télesa ¢i plochy. Tim se zaroven
rozviji jejich prostorova predstavivost, tvlir¢i schopnosti a logické mysleni.

K tomuto jsou studenti vedeni na pfednaskach, kde se jim nenabizi pouze postup feSeni, ale
I komplexni pohled na danou problematiku, ktera je vysvétlovana na 3D modelech vytvofenych
v GeoGebfte. Tyto modely je mozné otacet, nastavovat pohledy z riznych smért, skryt nebo zvyraznit
dulezité ¢asti, anebo jednotlivé Casti otacet. Podobné modely maji studenti K dispozici i ve cviceni.
Pies vlastni GeoGebra ucet ziskaji pfistup k modeliim téles, které odpovidaji ulohdm feSenym ve
cvi¢eni. Student mtize s modely manipulovat dle svého uvazeni, diky tomu ziska individualni nahled
na situaci a snaze pochopi problém.

I nadéle se ale jevi jako uzite¢né dopliiovat tento virtualni pfistup o modely fyzické, které
studenti skute¢né mohou vzit do ruky, osahat si je, poskladat a zase rozebrat nebo riizn€ natocit.
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2 Propagaéni akce

Jednim z cilii riznych akci pro verejnost jako jsou Den otevienych dvefi, Zlepsi si techniku nebo
Prazdniny na VSB je pfedem oslovit potencialni zdjemce a uchazece o studium na vysoké Skole
a n¢jakou zajimavou formou jim pfiblizit obsah a zptisoby vyuky matematickych predmétt na Fakulté
strojni.

Pro seznameni s ptedmétem Konstruktivni geometrie je mozné vyuzit pomucky vytvofené pro
cviCeni z tohoto predmétu a zapojit je do interaktivnich tloh nabizenych vefejnosti. Pomticky byly
pfipraveny tak, aby zdjemce na prvni pohled zaujaly svoji velikosti, barevnosti a modernosti
a zaroven velmi rychle piiblizily feSenou problematiku.

3 Popis pomiicek

Jako ukazka pomiicek pouZivanych pii vyuce a na propagacnich akcich zde vybirame pét
modelt, které v dal$im textu detailnéji popisujeme. VétSina pomticek je slozena z nékolika
samostatnych ¢asti, které jsou vyrobeny z vykresu, prihledné folie a riznych typt plasti pouZivanych
pro tisk modelti na 3D tiskdrné (PLA, PETG).

Prvni pomicka je urcena ke struénému vysvétleni principu Mongeova promitani. Sklada se
Z papirové Casti reprezentujici ptidorysnu a narysnu a dale obsahuje Ctyfi télesa — krychli, trojboky
hranol, téleso s podstavou ve tvaru étvrtkruhu a valec. Ulohou je umistit t&leso do ptidorysné roviny
tak, aby odpovidalo zadanému ptidorysu a narysu.

(loha 1 / Fedeni PROMETY TELESA Mongeovo promitani
Najdéte téleso, které by mohlo mit danj pidarys a narys. Dopliite jeho bokorys.

Obrazek 1: Pomtcka Mongeovo promitani
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Dalsi dvé pomticky jsou inspirovany projektem [3] a predstavuji model fezu télesa rovinou. Obé
pomiicky, Rez hranolu obecnou rovinou i Rez kuZele rovinou kolmou k narysne odpovidaji
konkrétnim tiloham, se kterymi se studenti setkaji obvykle ve ¢tvrtém a patém cviceni. Tyto pomticky
se opét skladaji z papirové ¢asti reprezentujici ptidorysnu a narysnu, modelu télesa sloZzeného ze dvou
¢asti a pruhledné folie odpovidajici rovin€ fezu. Prumétny lze otocit, téleso rozpojit, otocit rovinu
fezu nebo téleso z modelu Gplné odstranit. V obou piipadech je ikolem najit fez t€lesa rovinou a tento
fez promitnout do pidorysny a narysny a sestrojit jeho skute¢ny tvar. Tato pomiicka je doplnéna
i ukazkou toho, jak vypada feseni, které vypracovali pomoci rysovacich pomticek samotni studenti.

Obrazek 2: Pomiicky Rez kuZele a Rez hranolu

Ctvrta pomtcka Téleso v obecné roviné byla inspirovana modely v publikaci [2]. Je cel4
vyrobena z papiru a reprezentuje zobrazeni rovinného ttvaru leziciho v obecné roviné a zobrazeni
télesa s podstavou tvofenou pravé timto Utvarem. Pro jednoduchost je zvolenym tutvarem Ctverec
a télesem krychle. Obecna rovina je dand pomoci stopy v pudorysné a v narysné a je v ni vyfiznuty
¢tvercovy otvor, pres ktery lze ovétit spravnost sestrojenych primétd tohoto utvaru do pudorysny
a do narysny. Pomtcka obsahuje i samotnou krychli, kterou je mozné do otvoru vsadit a fesit tak
zobrazeni télesa s podstavou v obecné roviné.
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Obrazek 3: Pomucka T¢leso s podstavou v obecné roviné

Posledni pomicka Zdarezova metoda ukazuje souvislost mezi Mongeovym promitanim
a pravouhlou axonometrii a naznacuje, jak piejit od zobrazeni v Mongeove promitani k zobrazeni
Vv pravouhlé axonometrii pomoci zafezové metody. Tady se opét vyuzily originalni pracovni listy
z prednasky Konstruktivni geometrie a pracovni listy z odpovidajiciho cviceni. V téchto pracovnich
listech je uloha vyfeSena pro né€kolik vrcholil télesa a toto Castecné feSeni slouzi jako navod pro
konstrukci zbyvajici ¢asti télesa.

Konstruktivni geometrie ZAREZOVA METODA Axonometrie
Uloha: zobrazte téleso zaFezovou metodou.

7 z

V3B - TUO n Jana Bélohlavkova

Obrazek 4: Pomucka Zafezova metoda
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4  Prace s pomickami

Ve cvienich zpfedmétu Konstruktivni geometrie se z pfedchozich pomicek vyuziva
piedevsim model Rez hranolu a Rez kuzele, anebo pouze nékteré jejich ¢asti. Na téchto modelech 1ze
demonstrovat a vysvétlit vice problémi, naptiklad rozdil mezi kosym a kolmym télesem, zachovani
vysky jednotlivych bodu v riznych primétech nebo jak volit primét pii hledani skute¢né velikosti
fezu. Na akcich pro vefejnost se pomticky vyuziji trochu odliSnym zptisobem.

Zajemcim z fad zakul a vefejnosti nejprve predstavime pomucku Mongeovo promitdni. Je na ni
vysvétlen princip této zobrazovaci metody a tlohou pro zajemce je umistit téleso na ptidorysnou
rovinu tak, aby jeho zobrazeni odpovidalo danému ptidorysu a narysu. Bokorys télesa v tu chvili
nevidi. Zajemci obvykle velmi rychle a spravné umisti krychli a tlohu povazuji za vyfeSenou.
Navedeme je vSak K tomu, at’ zvazi, zda je to opravdu jedina moznost a zda jesté nékteré z nabizenych
téles nevyhovuje zadani. Obvykle nasleduje kratka diskuse ve skupince spojend s pokusy umistit do
rysu nékteré z dalSich téles. Nejcastéji jako druhy v potadi umistuji trojboky hranol i s tim, ze
obvykle naleznou dvé riizné vyhovujici polohy. Nasleduje spravné umisténi ¢astecné zaobleného
télesa. Nejvice Usili a prostorové predstavivosti je potieba ke spravnému umisténi vélce, ale vétSina
zajemcu po chvili zkouSeni na spravné feSeni piijde. Na zavér se diskutuje o tom, ze je mozné tuto
nejednoznacnost odstranit napiiklad vyuzitim dalSiho pohledu na téleso, v technické praxi nejcastéji
bokorysu.

Pokud jsou ucastnici akce zaci druhého stupné zakladnich $kol, jsou jim po této aktivité
nabidnuty k vyplnéni pracovni listy [1] vyuzivané ve cvienich z Konstruktivni geometrie. Tyto
pracovni listy obsahuji ulohy, kde je potieba k télesu v izometrickém primétu naértnout jeho
pudorys, narys a bokorys a naopak, k danému pidorysu, narysu a bokorysu najit izometricky prameét
télesa. Na obrazku 5 je ndhled na dvé vybrané konkrétni tlohy z téchto pracovnich listt.

1
EEEN|

%

Obrazek 5: Pracovni listy [zometrie
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Pokud jsou mezi ucastniky akce zaci stfednich §kol, s pomickou Mongeovo promitani pracuji
stejnym zpusobem, diky kterému se seznami s principem této zobrazovaci metody. V dalsi ¢asti se
pak navaze ukazkou realnych uloh feSenych v Konstruktivni geometrii na FS a s pomiickou Rez
hranolu a Rez kuzele. V obou piipadech je tilohou do piedem pfipraveného rysu nadrtnout padorys
anarys fezu télesa danou rovinou. V piipadé fezu kosym hranolem se bude jednat v piidorysu
i V narysu o Ctyfuhelniky s vrcholy na hranach hranolu a v pfipadé fezu kuzele rovinou kolmou
k narysné se tento fez zobrazi do pidorysny jako elipsa a do narysny jako usecka. Zajemce ma
moznost si svlij odhad a piesnost zkontrolovat pfilozenim prihledné folie s kompletnim feSenim
ulohy. Opét nasleduje diskuse o tom, jak studenti postupuji, kdyz tuto ulohu fesi pfesné pomoci
pravitka a kruzitka.

ni____ __ REZ HRANOLU ROVINOU _ ______Mongeovo promitani
Sestrojte fez kosého ttyFbokého hranolu ABCDA'B'C'D’ rovinou o. Najdéte skutetnou velikost fezu
Al0, S, 0], BIS, &, 0], C(3, 2, 01, DI-1, 1, 0], A'(-3, 7, 5, o(-8, 10, 3)

Uloha 3 / zadéni REZ KUZELU ROVINOU Mongeovo promitani Uloha 2 / FeZenf

Sestrojte fez rotaéniho kuzele rovinou ¢. S[0, 6, 0], r = 5, v = 7, p(-7,, 3).

%

SiV=0,

=

Obrazek 6: Pracovni listy Rez télesa rovinou

Jestlize zajemce program opravdu velmi zaujme, nabidneme jim jesté tvrtou a patou pomucku.
Ctvrta pomicka Téleso v obecné roviné zajemcim umozni objevit souvislost mezi zobrazenim
rovinného utvaru a télesa. Ukolem je seznamit se s primétem C&tverce, poté postavit na rovinu
ptipravenou krychli a do piidorysné a narysné roviny dokreslit priméty celého télesa. Uloha miize
byt doplnéna o feSeni problematiky viditelnosti jednotlivych hran. Opét je moZnost zkontrolovat
sestrojené feSeni pfilozenim folie.

U pomicky Zarezova metoda obdrzi zajemci pracovni list, kde si mohou vyzkouset zaifezovou

metodou vyfesit celou zadanou ulohu. Tato loha je ¢asové nejnarocnéjsi a je proto mozné, aby se na
jejim feseni podilelo postupné nékolik ucastnikii.
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5 Zavér

Prvni akce, které jsme se s vySe popsanou aktivitou zGc¢astnili byl den Ziepsi si techniku konany
13.4.2023 v Aule VSB-TUO. Akce byla uréena prevazné pro zaky druhého stupné zékladnich kol
a pro zaky stfednich Skol. O aktivitu projevovali zajem ucastnici vSech vékovych kategorii. Na
ulohach pracovali nejcastéji spole¢né v malych skupinkéach 3-4 lidi, o problémech diskutovali mezi
sebou a k celé problematice pristupovali velmi konstruktivng. Nejveétsi zajem byl o aktivitu spojenou
s Mongeovoym promitanim, kde Zaci a studenti pracovali podle instrukci. U modelti Rez kuzele a Rez
hranolu zaujala zaky hlavné moznost tyto modely rozebrat na jednotlivé dily a zase slozit dohromady.
Pomucka Zarezova metoda byla vyuzita nejméné, a to hlavné z divodu chybéjiciho pracovniho
prostoru K rysovani.

Z tad doprovazejicich ucitelti byl nejvétsi zdjem o pracovni listy S izometrickym pramétem
télesa, Casto si tyto pracovni listy odnaseli s sebou se zamérem vyuzit je v riznych matematickych
krouzcich.
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Matematika a jeji aplikace (I. Tomeckova)

9:00 - 9:20 Petr Kovaf¥, Yifan Zhangn: Aplikace rozkladd grafl pfi
paralelizaci numerickych vypo¢tl hustych matic

9:20 - 9:40 Martin Swaczyna, Petr Volny: Pfiklady kinematickych
vazeb neovliviiujicich pohyb ¢astice

9:40 - 10:00 |Zbynék Urban: Stabilizace mechanickych systém( s
vyuZitim variacnich sil

10:00 -10:20 |Lenka Pfibylova: Uvod do neparametrické prediktivni
inference

10:20 -11:00 prestavka na kavu
Matematika a jeji aplikace (J. Bouchala)

11:00 -11:20 |Tadeas Svétlik, Radek Varga, Lukas Pospisil, Martin
Cermak: Application of mortar method for linear elastic
materials

11:20 -11:40 |Radek Varga: Discrete element method in 2D crack
propagation

11:40 -12:00 |zakonéeni seminafe

12:30 obéd
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Panelova diskuse:

Matematicka centra podpory na vysokych skolach: vznik,
rozvoj a vyzvy do budoucna

Duncan Lawson (Coventry, online)

Markéta Matulova (Brno)
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